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Das  Eigentümliche  dieses  Buches  liegt  teils  in  der  Anordnung, 
teils  in  der  Auswahl  des  Stoffes,  <\en  es  bietet. 

Die  Differentialrechnung  wird  nicht  im  Zusammenhange  behandelt. 
Anf  die  Differentiation  der  Funktionen  mit  einer  Variabein  folgen  so- 
gleich Anwendungen  des  ersteu  Differentialverhältnisses  auf  die  Be- 
stimmung vom  Maximum  und  Minimum  dieser  Funktionen,  auf  ebene 
Kurven  und  auf  die  Entwickelung  der  gewöhnlichsten  unendlichen 
Reihen. 

Sodann  werdeu  einfache  Integrale  abgeleitet  und  dieselben  dazu 
benutzt,  um  Beispiele  aus  der  Geometrie,  Mechanik,  Physik  etc.  zu 
iseu.  Wer  die  Infinitesimalrechnung  studiert,  hat  auch  schon  einen 
Kurs  der  mechanischen  Naturlehre  durchgemacht.  Deshalb  konnte  die- 
ser Abschnitt  nicht  nur  Beispiele  über  Rektifikation,  Quadratur  und 
Kubatur  der  Kurven,  sondern  auch  Aufgaben  über  Schwerpunkte, 
Trägheitsmomente,  Reibung,  Anziehung  nach  dem  Gesetze  der  Gravita- 
tion etc.  bieten.  Diese  Beispielesollen  einerseits  üben  im  Anschreibender 
Differentialgleichung  und  im  Integrieren  derselben,  anderseits  aber  auch 
das  Interesse  für  den  Gegenstand  wecken.  Es  hat  dabei  nicht  die 
Meiuung,  dass  der  Studierende  eine  jede  dieser  Aufgaben  durcharbeite, 
bevor  er  zu  einem  weiteren  Teile  der  Theorie  übergeht.  Er  wird  aus 
der  geboteneu  Zahl  jene  auswählen ,  welche    ihm  am    meisten  zusagen. 

Erst  nach  diesen  anschaulichen  Uebuugeu  folgt  im  zweiten  Teil 
der  Differentialrechnung:  die  Wiederholung  der  Differentiation  und 
die  Differentiation  der  Funktionen  mit  mehreren  Veränderlichen,  nebst 
den  gewöhnlichen  Anwendungen  auf  Geometrie  und  Analysis.  Hierauf 
folgen  im  zweiten  Teil  der  Integralrechnung:  eine  Erweiterung  der 
theoretischen  Partien,  die  vielfachen  Integrale,  die  Wiederholung  der 
Integration,  etc.  nebst  zahlreichen  Beispielen  aus  der  Geometrie,  Phy- 
sik, Mechanik. 

Der  theoretische  Teil  ist  somit  nach  methodischen  Gesichtspunk- 
ten geordnet  und  auf  das  Notwendigste  beschränkt.  Dagegen  ist  das 
Gebiet  der  Anwendung  sehr  erweitert  und  dadurch  der  Beweis  er- 
bracht, dass  mit  wenigen  Lehren  nach  den  verschiedensten  Seiteu  hin 
erspriessliche  Resultate  gewonnen  werdeu  können. 

Die  Mehrzahl  derer,  welche  mathematischen  Studien  obliegen, 
haben   weder  die  Absicht,    noch  die  Kraft,   die    Mathematik   um   ihrer 


selbst  willen  zu  studieren.  Sie  betrachten  diese  Wissenschaft  als  Hilfs- 
mittel, um  die  Vorträge  in  den  Fachschulen  verstehen  zu  können.  Man 
wende  nicht  ein ,  dass  ihnen  der  Genuss  an  diesen  Vorträgen  verdor- 
ben werde,  weuu  sie  einige  bezügliche  Aufgaben  schon  im  Kurse  über 
Mathematik  kenneu  gelernt  haben.  Sie  werden  im  Gegeuteil  nur  um  so 
besser  folgen  können,  jedenfalls  besser,  als  wenn  sie  durch  die  An- 
häufung halbverstandeuer  Formeln  abgestossen  werden. 

Gegenüber  der  zweiten  Auflage  enthält  diese  Auflage  wesentliche 
Erweiterungen.  Früher  wurden  die  bestimmten  Integrale  im  Anschluss 
an  die  Quadratur  der  Kurven  behandelt,  jetzt  sind  sie  in  §  S4  auch 
als  Abscissendifferenz  dargestellt.  In  §  130  und  131  ist  die  loxodro- 
mische  Linie  auf  der  Kugel  und  dem  Sphäroid  neu  aufgenommen,  in 
§  171  und  172  die  Arbeit  eines  Gases  bei  der  Expansion  und  Kom- 
pression  desselben  unter  Rücksichtnahme  auf  die  Temperaturänderung, 
in  §  179  das  Eindringen  eines  Geschosses  in  einen  Erdwall,  in  §  204 
die  Torsion  eines  Cyliuders  mit  Rücksicht  auf  die  Läugeuäuderung,  in 
§231  das  Anwachsen  eines  Kapitals  durch  stetige  Zulage  seiner  Zin- 
sen, in  §  23G  die  Höheumessuug  durch  das  Barometer,  in  §  239  das 
mechanische  Aequivalent  der  Wärme  mit  zwei  Zustandsänderungen  der 
Gase. 

Im  zweiten  Teil  der  Differentialrechnung  ist  in  §  256  das  Rest- 
glied der  Taylor  "scheu  Reihe,  in  §  290  der  Grad  der  Berührung 
ebener  Kurven  beigefügt.  Die  meisten  Erweiterungen  hat  der  zweite 
Teil  der  Integralrechnung  erfahren.  In  §  319  ist  die  Schnittlinie  einer 
Cylinderfläche  und  einer  Kugelfläche  behandelt,  in  §  347  —  356  die 
Integration  der  Differentialgleichungen  ausführlicher  als  früher  darge- 
legt. Dann  folgen  in  §  360  —  362  drei  neue  Aufgaben  über  besondere 
Kettenlinien,  welche  vom  Standpunkt  der  Integralrechnung  ans  nicht 
ohne  Interesse  seiu  sollten.  Die  Aufgaben  über  die  elastische  Liuie 
sind  in  §  367  um  eiue  vermehrt;  diejenigen  über  schwingende  Bewe- 
gungen um  zwei:  Es  sind  nämlich  in  §  383  die  Schwingungen  des 
physischen  Pendels  und  in  §  3.s  1  die  Schwingungen  des  Bifilarmagneto- 
meters  behandelt.  Endlich  wurde  noch  eiu  Abschnitt  beigefügt  über 
die  Integration  partieller  Differentialgleichungen.  Selbstverständlich 
konnte  es  sich  hier  nur  um  einige  spezielle  Fidle  handeln,  wie  die 
Schwingungen  einer  gespannten  Saite  und  die  Wärmeleitung  in  einem 
prismatischen   Stabe. 


Winter thur,  im  Juli   1886. 


Der  Verfasser. 
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Einleitung. 


I.    Begriff   und    Bezeichnung  der    Funktionen.      Iu    der    Gleichung 

y  =  x2  -j-2x-j-3  deuke  mau  sich  die  Grösse  x  veränderlich,  so  ändert 
sich  auch  der  Wert  vou  y,    d.  h.    der  Wert  des  gesammten  Ausdrucks» 
auf  der  rechten  Seite,  und  zwar  entspricht    jedem  Wert  von  x   ein  be- 
stimmter Wrert  vou  y.      Wenn  z.  B. 

der  Wert   .    .    .    x  =  0,     1,     2,     —  1,     —  2,  .  . 
so  wird  der  vou  y  =  3,     6,  11,  2,  3,  .  . 

Ebenso  sei  in  der  Gleichung  y  =  logx  die  Grösse  x  veränderlich, 
so  wird  auch  y,  d.  h.   der  Logarithmus  von  x,  sich  ändern. 

Die  Abhängigkeit  der  Grösse  y  vou  der  Grösse  x  wird  dadurch 
augedeutet,  dass  mau  nach  Johann  Beruoulli  sagt,  es  sei  y  eiue 
Funktion  von  x.     Die  Abhängigkeit  wird  bezeichnet  durch 

y  =  f(x). 

Mau  liest  diese  Gleichung:  „y  gleich  Fuuktiou  x".  Statt  f  (x) 
wird  auch  F  (x),  (f  (x),  V  (x)  geschrieben. 

Das  Zeichen  f  (x)  enthält  keineswegs  das  bestimmte  analytische 
Gesetz  der  Abhängigkeit,  es  wird  damit  nur  die  Abhängigkeit  der 
Grösse  f(x)  von  der  uuabhängig  Veränderlichen  x  im  allgemei- 
nen bezeichnet. 

Man  weiss,  dass  das  Volumeu  v  einer  Kugel  vou  ihrem  Halbmes- 
ser r  abhängt,  deshalb  kann  mau  schreiben  v  =  f  (r).  Sollte  aber  der 
Halbmesser  als  Funktion  des  Volumens  dargestellt  werden,  so  würde  v 
zur  unabhängig  Veränderlichen  und  es  könnte  geschrieben  werden 
r  =  f(v). 

In  gleichem  Sinne  ist  auch  die  Gleichung  z  =  f(x,  y)  aufzufassen. 
Es  wird  durch  sie  augegeben,  dass  z  in  irgend  eiuer  Weise  von  den 
zwei  veränderlichen  Grössen  x,  y  abhängig  sei.  Hängt  eine  Grösse  von 
drei  andern  ab,  so  kann  man  ihren  Zusammenhang  andeuten  durch 
u  =  f  (x,  y,  z)  u.  s.  w. 

Autenheimer,    Elemeiitarbuch.  1 


2.  Einteilung  der  Funktionen.  Die  Funktionen  werden  nach  Leib- 
nitz  eingeteilt  in  algebraische  und  transcendeute.  Die  alge- 
braischen entstellen  durch  die  Operationen  der  Addition,  Subtraktion, 
Multiplikation ,  Division  und  Potenzierung  mit  konstanten  Exponenten. 
Ihre  einfachsten  Formen  sind 

a-4-x,     ax, '   — ,     x"1. 

X 

Sie  sind  alle  enthalten  iu  dem  allgemeinen  Ausdruck 

(a  +  bx-f  ex2-}-..)" 

(A  +  Bx-|-Cx2-|-..)m' 

Die  trauscendenten  Funktionen  umfassen  alle  übrigen  Funktionen, 
nämlich  Potenzen  mit  veränderlichen  Exponenten,  Logarithmeu  und  tri- 
gonometrische Zahlen.     Ihre  einfachsten  Formeu  sind 

ax,     logx,     sin  x,     cos  x. 

Wenn  eine  Gleichung  zwischeu  zwei  veränderlichen  Grössen  in 
Hinsicht  der  einen  Grösse  aufgelöst  ist,  so  wird  die  Funktiou  eine  ent- 
wickelte (explicite)  geuaunt.  So  sind  y  =  a-J-bx-'  ex2,  y  =  sinx 
^entwickelte  Funktionen  von  x.  Ist  die  Gleichuug  aber  in  Hinsicht 
der  einen  Veränderlichen  nicht  aufgelöst,  so  heisst  sie  unentwickelt 
(implicite).     Solche  Funktionen  siud  z.  B. 

a2  -|-  a  x  y  +  b  =  0,       V^-f  =  log  — . 

Sie  werden  gewöhnlich  durch  den  Ausdruck  f(x,y)  =  0  bezeichuet. 

3.  Geometrische  Darstellung  der  Funktionen.  Jede  Fuuktiou 
y  =  f(x)  oder  F(x,  y)  =  0  mit  einer  unabhängig  Veränderlichen  lässt 
sich  nach  Descartes  auf  folgende  Weise  darstellen. 

Es  seien  Ax,  Ay  (Fig.  1)  zwei  recht- 
winkelige Koordinatenachsen.  Mau  trage  eine 
Reihe  aufeinander  folgender  Werte  von  x, 
vom  Anfangspunkte  A  aus ,  auf  der  Abscis- 
senachse  Ax  ab,  errichte  iu  den  Endpunk- 
ten dieser  Abscissen  Lote  auf  die  Abscis- 
senachse,  mache  diese  Lote,  Ordinateu  ge- 
nannt, gleich  den  entsprechenden  Werten 
von  y  und  verbinde  die  Endpunkte  der  Or- 
dinateu, so  entsteht  im  allgemeinen  eine 
krumme  Linie,  welche  das  Gesetz  der  Funktion  zur  Anschauung  bringt. 
Wenn  in  beistehender  Figur  die  Abscisse  Am'  des  Punktes  m  als  po- 
sitiv angesehen  wird,  so  muss  die  Abscisse  An'  des  Punktes  n,  welche 
nach  entgegengesetzter  Richtung  vom  Anfangspunkt  A  liegt,  als  nega- 
tiv betrachtet  werden.  Ebenso  haben  die  Ordinaten  mm'  und  nn'  ent- 
gegengesetzte Richtungen  in  Bezug  auf  die  Abscissenachse.  Wird  also 
mm'  als  positiv  augesehen,  so  muss  nn'  negativ  sein.  Abscisse  und 
Ordinate  eines  Punktes  heissen  dessen  Koordinaten.  Der  Punkt, 
dessen  Koordinaten  x,  y  sind,  heisst  kurzweg  Punkt  x,  y. 


Fig 


Auf  diese  Weise  konstruiert,  gibt  die  Gleichung  y2  =  2px  eine 
Parabel,  a2y2-|-b2x2  =  a2b2  eine  Kllip.se,  y  =  logx  die  Logistik.  Die 
Gleiclmug  y  =  ax-{-b  vom  ersten  Grad  ist  der  einzige  Fall,  wo  die 
Verbindungslinie  der  Eudpuukte  der  Ordinateu  eine  gerade  Linie  liefert. 

4.  Stetigkeit  der  Funktionen.     Durch  die  geometrische  Darstellung 

einer  Fuuktion  y  =  f(x)  oder  F  (x,  y)  =  0  erhält  man  eine  Kurve  mit 
uneudlich  vielen,  unmittelbar  aufeinander  folgenden  Punkten.  Die  Ste- 
tigkeit der  Kurve,  also  auch  die  Stetigkeit  der  Funktion, 
liegt  nun  darin,  dass  immer  je  zwei  dieser  aufeinander  folgenden  Puukte 
unendlich  nahe  aneinander  liegen ,  dass  also  unendlich  kleine  Aende- 
rungeu  der  Abscissen  auch  unendlich  kleine  Aenderungen  der  Ordina- 
teu zur  Folge  haben.  Wo  dies  zutrifft,  heisst  die  Funktion  eiue  ste- 
tige oder  kontinuierliche. 

Sobald  je  zwei  aufeinander  folgende  Ordinateu ,  welche  einen  un- 
endlich kleineu  Abstand  von  einander  haben,  eine  endliche  oder  unend- 
lich grosse  Differenz  geben,  so  erleidet  die  Kurve,  also  auch  die  Funk- 
tion eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit,  sie  macht  einen  plötzlichen 
Sprung  von  einem  Ordinatenwert  zum  nächstfolgenden.  Dieser  Unter- 
brechung der  Stetigkeit  der  Fuuktiou  entspricht  ein  bestimmter  Wert 
von  x.     Die  Funktion  heisst  diskontinuierlich. 

I.  Die  Funktionen  a-j-x,  ax,  ax,  sinx,  cos  x  ändern  sich  zwischen 
den  Werten  x  =  —  oo  und  x  =  -j-QC)  stetig;  ebenso  x",  wenu  u  eine 
ganze  positive  Zahl  bezeichnet.  Die  P'unktioneu  |^x,  logx  sind  stetig 
zwischen  den  Werten  x  =  0  und  x^^-J-00- 

II.  Die  Funktion  — — ,  worin  u  eine  ganze,  positive  Zahl  bezeich- 
nen soll,  ist  stetig  zwischen  den  Werten  x=  —  oo  und  x  =  0,  so- 
wie zwischen  den  Werten  x  =  0  und  x  =  -j-oO.  Dagegen  erleidet  sie 
eiue  Unterbrechung  der  Stetigkeit  für  x  =  0,  weil  ihr  Wert  für  x  =  0 
unendlich  gross  wird  und  zwar  =-f-ao,  wenn  x  durch  eine  Reihe 
positiver  Werte  zu  Null  wird ,  und  =  —  oo ,  wenn  x  durch  eine 
Reihe  negativer  Werte  in  die  Null  übergeht. 

— —  für  b  =  x  und     »   .     ' — 

(b  —  x)2  x2-[-2x 

sowie  für  x  =   —  4  diskontinuierlich ,  weil  für  diese  Werte  die  Nenner 

zu  Null,  also  die  Funktionen  =^00  werden. 

IV.    Die  Funktionen    cotg  x,  cosec  x   werden   diskontinuierlich    für 

y  =  i  a  TT,  wo  a  irgend  eine  ganze  Zahl  bezeichnet.     Denn  es  ist 

cosx  1 

cotg  x  =  — ,        cosec  x  =  — — 

sin  x  sm  x 

und  der  Nenner  sin  x  wird  =0  für  x  =  +  a  7r.  Ganz  ebenso  kann 
gezeigt    werden,     dass    tang  x,    sec  x    diskontinuierlich    werden     für 

2  a-4-  1 
x  =  lb ö f»  wo  a  eme  ganze  positive  Zahl  sein  soll. 

5.  Grenzwerte  der  Punktionen.  Man  lasse  die  Variable  x  einer 
Funktion  f(x)  sich  stetig  ändern.  Nähert  sich  hierbei  der  Wert  der 
Funktion  mehr  und  mehr    einer  bestimmten,   konstanten  Grösse,    ohne 


III.    Ebenso  ist  -^ — —r^  für  b  =  x  und     2   ,  ~J~„ — "F  für  x  =  2> 


dies   ohne   Ende  und   nähert    sich   der  Grösse  —  als  einem  Grenzwert, 


—       4       — 

diese   überschreiten   zu    können,    so  wird    diese   Grösse   ein   Grenzwert 
oder  auch  kurzweg  Grenze  der  Funktion  genannt. 

I.    Wenn  im  Bruche  die    Grössen  a  und  x   positiv  bleiben, 

a  +  x  v 

jedoch  x  mehr  und  mehr  abnehmen  soll,  so  wächst  der  Wert  des  Bru- 
ches  ohne   Ende  und   nähert    sie 
welcher  für  x  =  0  erreicht  wird. 

IL    Der  gewöhnliche  Bruch   —  gibt  ---  =  0,16666..      Verwandelt 
6  6 

man  diesen  Dezimalbruch  in  die  Reihe 

10  ~  102  ~  103  ~  104  ~  *  *  ~  10" 

und  lässt  darin    den  Exponenten  n    immer   grösser  werden,   so   nähert 

sich  die  Summe  der  Glieder  der  Reihe  mehr  und  mehr  dem  Werte  — 

o 

und  erreicht  ihn,  wenn  n    unendlich  gross  gedacht    wird.      Folglich  ist 

—   ein  Grenzwert  der  vorstehenden  Reihe. 
6 

III.  Man  beschreibe  in  einen  Kreis  vom  Halbmesser  r  ein  regel- 
mässiges Vieleck  von  u Seiten  und  verbinde  die  Eckpuukte  desselben 
mit  dem  Mittelpunkte ,  so  ist  der  Winkel  zwischen  zwei  beUacllbar- 
ten  Radien  =  —         Grade,    folglich    eine    Seite    dieses    Vieleckes  = 

180 

2  r  sin ;  mithin  der  Umfang  desselben 

n 

•      18° 

2  m  sin . 

n 

Dieser  Umfang  wird  sich  um  so  mehr  dem  Umfang  des  Kreises 
nähern ,  je  grösser  die  Anzahl  n  der  Seiten  wird.  Für  ein  unendlich 
grosses  u  erreicht  der  Umfang  des  Vieleckes  den  Kreisumfaug.  Folg- 
lich nähert  sich  das  Produkt  n  sin  f  —  j  aus  einem  ohne  Ende  wach- 
senden und  aus  einem  ohne  Ende  abnehmenden  Faktor  eiuer  konstan- 
ten Grösse,  der  Grösse  7r  =  3,14..,  weil  der  Umfang  eines  Kreises 
=  2  r  7r  ist.  In  diesem  Sinne  kann  %  als  Grenze  jenes  Produktes 
angesehen  werden. 

Wenn  eine  veränderliche  Grösse  nach  einer  Grenze  im  vorstehen- 
den Sinne  konvergiert,  so  schreibt  man  häufig  das  Zeichen  lim  (von 
limes  die  Grenze)  vor  dieselbe.  So  kann  man  im  letzten  Beispiel 
schreiben 

,.     c        ■     180 

lim  2  r  n  sin =  2  r  tt. 

n 
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IV.    Die  Fläche    dieses   Vieleckes   besteht  aus   Dreiecken   mit    der 

180  180 

Grundlinie   2  r  sin  — '  -  und  der  Höhe  r  cos        -  ■-  •  die  Fläche  eines  die- 
n  n 

1 HO  1  HO 

ser  Dreiecke  ist  daher  r2sin  -cos .      Da   aber  2 sin  a  cos  a  = 

n  n 

sin  2«,  so  wird  diese  Fläche  sein   - -  r2sin und  somit  die  Fläche 

2  n 


des  ganzen  Vieleckes 


1  ,     .     360 
—  r"n  sin  — 

2  n 


Nimmt  hierin  n  bis  ins  Unendliche  zu,  so  verwandelt  sich  die 
Fläche  in  die  Kreisfläche  r2r.     Daher  wird  sein 

..     1    2     .     360 

lim  —  r~n  sin =  r"7r. 

2  n 

Da  bei. der  Aenderung  nur  n  variabel  ist,    so  kann   mit   der  kon- 

r2 

stauten  Grösse  —  dividiert  werden,  wodurch  man  erhält 

.     360         TT 
hm  n  sin =  — . 

n  2 

V.  Die  Funktion  -     -    liegt  zwischen   den  Werten    1    und   cos  x. 

Denn  es  ist 

sin  x      ,  x  .      sin  x  .      sin  x 

—  <T  —  =  1     und     ">  —   —  =  cos  x. 

xx  x  tang  x 

Lässt  man  nun  x  gegen  die  Null  hin  abnehmen ,  so  nähert  sich 
cos  x  mehr  und  mehr  der  Einheit  und  erreicht  sie  für  x  =  0.  Für 
diese  Abnahme  von  x  hat  man  daher 

sinx 
lim =  1. 


Erster  Teil  der  Differentialrechnung. 


I.  Differentiation  der  Funktion  mit  einer  Variabein. 

6.  Eutwickeliiug  des  Differeotialbegriffes.  In  der  Gleichung  y  =  f(x) 
lasse  mau  x  zunehmen  um  Ax,  so  wird  sich  auch  im  allgemeinen  y 
um  einen  Wert  ändern,  der  mit  Ay  bezeichnet  werde.  Für  diesen 
geänderten  Zustand  hat  man 

y-LAy  =  f(x-j-Ax), 
Ay  =  f(x  +  Ax)  — f(x), 
Ay       f(x  +  Ax)-f(x) 


Ax 


Ax 


Lässt  man  in  der  letzten  Gleichung  Ax  ohne  Aufhören  gegen  die 
Null  abnehmen,  so  nimmt  auch  Ay  ab.  Wird  Ax  =  0,  so  wird 
auch  f  (x  -{-  A  x)  —  f  (x)  =  0,  also  A  y  =  0.     Für  diesen  Grenzzustand 

geht   also  das   Verhältnis  — — ^-    über    in    die    unbestimmte    Form  — '. 
6  Ax  0 

Gleichwohl    entspricht   dem   Ausdrucke  — ,  wenn  er  aus  der  Gleichung 

y  =  f(x)   aus    obigem   Vorgang   entstanden  ist,   immer    ein   bestimmter 
Wert,  welcher  im  allgemeinen  eine  Funktion  von  x  ist. 

Um  dies  zu  zeigen,  stelle  man  die  Gleichung 
nach  §  3  geometrisch  dar.  Es  seien  (Fig.  2)  die 
Abscissen  AM'  =  x,  AN'  =  x-}-Ax;  die  Ordi- 
naten  MM'  =  y,  NV  =  y  —  Ay.  Man  ziebe 
MP  parallel  zur  Abscissenachse,  so  ist  M  P  =  A  \. 
N  P  =  A  y.  Wird  durch  die  Kurvenpunkte  M  und  N 
eine  Sekante  gelegt,  so  erhält  mau  vermöge  des 
rechtwinkeligen  Dreiecks  NMP 

Av 

— -2-  =  taug  N  M  P. 
A  x 


Fig    2. 

Man  ziehe  durch  den  Kurvenpunkt  M  eine  geometrische  Tan- 
gente MG  an  die  Kurve  und  lasse  Ax  ohne  Aufhören  abnehmen,  so 
rückt  der  Punkt  N  gegen  M  hin,  die  Sekante  dreht  sich  um  M  und 
nähert  sich  ohne  Aufhören  der  Richtung  der  Tangente.  Wenn  A  x 
verschwindet,    so  fällt   die   Sekante   mit   der   Tangente  MG    zusammen 

und  das  vorstehende  Verhältnis  geht  über  in  die  trigonometri- 

sche Tangente  des  Winkels  a,  welchen  die  Berührungslinie  M G  mit 
der  Abscissenachse  bildet.     Mau  hat  daher 

(1) 

Da  die  Grösse  tanga  bei  jeder  Kurve  von  der  Lage  des  Berüh- 
rungspunktes abhängt,  so  ist  taug«   eine   Funktion   der  Abscisse,   also 

der   Grenzwert        eine  Funktion  von  x. 
0 

Lässt  man  in  y  =  f(x)  die  unabhängig  Veränderliche  x  sich  ste- 
tig ändern,  so  ändert  sich  im  allgemeinen  auch  der  aus  Gleichung  (1) 
hervorgehende  Wert  taug  «.  Allein  dieser  gibt  die  Neigung  der  Kurve 
zur  Abscissenachse,  mithin  auch  die  Schnelligkeit  an,  mit  welcher 
sich  y,  d.h.  die  Funktion,  ändert.  Dieser  Grenzwert  (1)  ist  daher 
von  grosser  Wichtigkeit.  Es  ist  deshalb  nötig,  für  denselben  eine  be- 
sondere Bezeichnung  einzuführen ,  welche  den  Ursprung  des  Wertes  — 
erkennen  lässt.     Mau  gelaugt  zu  derselben  durch  folgende  Betrachtung. 

Bevor  die  Differenz  A  x  zu  Null  wird ,  durchläuft  sie  eine  Reihe 
vou  Werten,  welche  kleiner  sind  als  jede  noch  so  kleiue  angebbare 
Grösse,  d.  h.  eiue  Reihe  unendlich  kleiner  Werte.  Einem  solchen  un- 
endlich kleiueu  Wert  vou  A  x  entspricht  auch  im  allgemeinen  ein  un- 
endlich kleiner  Wert  vou  A  y.  Die  unendlich  kleiueu  Werte  der  Diffe- 
renzen Ax,  Ay  bezeichnet  mau  nach  Leibnitz  mit  dx,  dy,  vertauscht 
also  A  mit  d,  nennt  dx,  dy  Differentiale,  und  zwar  dx  das  Differential 
von  x,  dy  das  Differential  von  y  und  definiert  diese  Differentialien 
durch  die  Gleichung 

(2)  lim  £|=j|-==  taug«, 

d.  h.  man  ersetzt  in  (1)  das  Zeichen  —  durch  ---— .     Euler  hat  auch 

in  (2)  dx  nicht  als  unendlich  kleine  Grösse,  sondern  als  Null  gedacht, 

dy 
Allein  es  kann   -~-  auch  dauu  als  das  exakte  Mass  von  taug  a    ange- 
sehen werden,  wenn  man  sich  vorstellt,  es  erreiche  das  Verhältnis  die 
Grenze  tang  a,  wenn  d  x  die  Null  als  Grenze  erreicht. 

Bei  dieser  Auffassung  bleibt  dx  eiue  Grösse,  welche  mit  x  gleich- 
artig ist.  Bezeichnet  z.  B.  x  eiue  Linie,  so  ist  dx  auch  eiue  Linie; 
bezeichnet  x  eiue  Fläche,  so  ist  dx  ebenfalls  eiue  Fläche  u.  s.  w.  Das 
Gleiche  gilt  von  dy  in  Bezug  auf  y.     Es  kaun  daher  mit  dx,  dy  multi- 


dy 
oliziert  und  dividiert  werden,  ohne  dass  das  Verhältnis  — =     aufhört  als 
1  dx 

Grenzwert  von  —~-  zu  dienen. 

Ax 

Das  Verhältnis   -7^-  wird  der  Differentialquotient  oder  das 
dx 

Differentialverhältnis  der  Funktion  y  =  f(x)  genannt.  Der  Vor- 
gang, durch  welchen  die  Differentialien  der  Funktionen  abgeleitet  wer- 
den, heisst  Differentiation  und  der  Inbegriff  der  Regeln,  welche 
bei  der  Differentiation  der  Funktionen  aufgestellt  werden,  die  Diffe- 
rentialrechnung. 

7.  Das  charakteristische  Dreieck.  Man  denke  sich  in  der  vorher- 
gehenden Figur  eine  Reihe  aufeinander  folgender  Kurvenpunkte  M,  N, . . 
und  die  entsprechenden  Dreiecke  MPN,  deren  Katheten  Ax  und  Ay 
sind,  eingezeichnet,  so  kann  aus  der  Form  dieser  Dreiecke  auf  den 
Verlauf  der  Kurve  geschlossen  werden.  Dabei  nimmt  man  die  Ab- 
scissendifferenzen  Ax  gleich  gross,  d.h.  konstant  an,  so  werden 
im  allgemeinen  die  Ordinatendifferenzen  A  y  ungleich  ausfallen.  Was 
von  den  Differenzen  gilt,  trifft  auch  zu  für  die  Differentialien  dx  und  dy. 
Das  Dreieck  mit  den  Katheten  dx  und  dy  heisst  das  charakteristische 
Dreieck.  In  ihm  wird  das  Differential  der  unabhängig  Veränderlichen 
als  konstant  betrachtet. 

Aus  einer  Vergleichung  dieser  Dreiecke  ergeben  sich  folgende 
Schlüsse.  Lässt  man  die  Abscisse  zunehmen  und  nimmt  dabei  auch 
die  Ordinate  zu,  so  ist  dy  positiv;  nimmt  aber  die  Ordinate  ab,  so 
geht  y  in  y  —  dy  über,  d.  h.  das  Differential  dy  wird  negativ.  Aendern 
sich  daher  die  Variabein  x  und  y  in  gleichem  Sinne,  so  haben  auch 
dx  und  dy  gleiche  Vorzeichen;  ändern  sie  sich  in  entgegengesetztem 
Sinne,  so  sind   auch   die  Vorzeichen   von  dx  und  dy   entgegengesetzte. 

Wenn  die  Tangente  an  die  Kurve  parallel  zur  Abscissenachse  wird, 
so  ist  tanga  =  0,  also  wird  auch  im  entsprechenden  charakteristischen 
Dreieck  dy  =  0.  Wird  die  Tangente  parallel  zur  Ordinatenachse,  so 
wird  tang "a=-\-QD;  also  wird  auch  dy  unendlich  mal  grösser  als  d x. 

8.  Differentiatiou  der  Puuktiou 

(!)  y  =  x2-x-2. 

v.n   3  Man    stelle    diese   Gleichung    geometrisch 

dar,  so  entsteht  eine  Parabel  GEC  (Fig.  3). 
Nun  sei  A  B  =  x  die  Abscisse  und  B  C  =  y 
die  Ordinate  eines  Kurvenpunktes  C.  Mau 
lasse  x  um  BB'  =  Ax  zunehmen  und  ziehe 
die  Ordinate  B'C,  sodann  OD  parallel  zu  Ax, 
so  wird  y  um  Ay  =  DC  wachsen.  Zieht 
man  durch  die  Kurvenpunkte  C,  C  eine  Se- 
kante, so  gibt  das  entstandene  rechtwinkelige 
Dreieck 

(2)  tang  C  CD  =  -^-. 


amwm 
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Aus  Gleichung  (1)  folgt  aber  auch 

y_j-Ay  =  (x  +  Ax)2-(x  +  Ax)-2, 
Ay  =  2  x  •  Ax  —  Ax -f  (Ax)2, 

(3)  ^  =  2x-l+Ax. 

Ax 

Lässt  man  nun  in  den  Formeln  (2)  und  (3)  die  Grösse  Ax  ohne 
Aufhören  abnehmen,  so  nähert  sich  der  Kurvenpunkt  C  dem  Punkte  C 
und  die  Sekante  CC  der  Berührungslinie  CF,  welche  durch  C  geht. 
Bildet  diese  Berührungslinie  den  Winkel  a  mit  der  positiven  Richtung 
der  Abscissenachse,  so  erhält  man  somit  als  Grenzwert  des  Verhält- 
nisses (2) 

dy 
tanga=  ■—*-. 
dx 

Allein  das  Verhältnis  (3)  nähert  sich  hierbei  dem  Grenzwerte 
2x— 1  und  erreicht  denselben  für  ein  verschwindend  kleines  Ax;  folg- 
lich wird  sein 

(4)  tang«  =  2x— 1. 

Um  die  Bedeutung  dieses  Grenzwertes  (4)  hervortreten  zu  lassen, 
lege  man  der  Abscisse  x  stetige  Werte  von  x=  —  oo  bis  x  =  -|-ao 
bei,  so  durchläuft  der  Punkt  C  alle  auf  der  Kurve  liegenden  Punkte 
und  da  die  Tangente  CF,  welche  diesem  Punkte  in  seiner  Bewegung 
folgt,  die  Richtung  der  Kurve  im  jeweiligen  Berührungspunkte  angibt, 
so  erhält  man  durch  den  Inbegriff  der  Werte  (4)  eine  Vorstellung  von 
der  Richtungsveränderung  der  Kurve,  also  auch  von  der  Schnelligkeit, 
mit  welcher  sich  die  Ordinate  oder  die  Funktion  ändert,  wenn  sich 
die  Abscisse  stetig  ändert. 

Die  Tangente  durch  den  Punkt  G,  welcher  nach  unten  am  weite- 
sten von  der  Abscissenachse  absteht,  muss  parallel  zur  Abscissenachse 
sein.     Setzt  man  also  «  =  0,  so  folgt  aus  (4) 

2x— 1  =  0,        x  =  0,5. 

Dieser  Wert  von  x  ist  die  Abscisse  AH  des  tiefsten  Punktes  G. 
Setzt  man  diesen  Wert  x  =  0,5  in  Gleichung  (1),  so  erhält  man  als 
Ordinate  des  tiefsten  Punktes:  GH  =  —  2,25. 

In  den  Punkten  E  und  L  schneidet  die  Parabel  die  Abscissen- 
achse.    Für  diese  Punkte  ist  y  =  0,  also  nach  (1) 

x2  — x— 2  =  0,       x  =  0,5  ±1,5. 

Der  eine  Wert  x  =  0,5-|-l,5  =  2  ist  die  Abscisse  des  Punktes  E, 
der  andere  Wert  x  =  0,5  —  1,5  =  —  1  die  Abscisse  des  Punktes  L. 
Setzt  man  diese  Werte  für  x  in  Gleichung  (4),  so  erhält  man  für  die 
Richtung  der  Kurve 

im  Punkte  E  .  .  .  tanga  =  -f-3, 
im  Punkte  L  .  .  .  taug  et  =  —  3. 
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Die  Tangente  in  E  bildet  also  mit  der  positiven  Richtung  der  Ab- 
scissenachse  den  gleichen  Winkel,  den  die  Tangente  in  L  mit  der  nega- 
tiven Richtung  dieser  Achse  macht. 

Die  Kurve  schneidet  die  Ordinatenacbse  in  K.  Für  diesen  Punkt 
ist  x  =  0,  also  nach  (4)  tang  a  =  — 1. 

Für  x  =  4z  ao  wird  tang  a  =  +  ao ;  also  stehen  die  Kurvenele- 
mente, welche  rechts  und  links  von  der  Ordinatenachse  unendlich  weit 
vom  Anfangspunkt  entfernt   liegen,    senkrecht   auf  der    Abscissenachse. 

9.   Differentiation    einer  Potenz  mit   ganzen   positiven  Exponenten. 

Man  setze  y  =  x" ,  wo  der  Exponent  jede  positive  ganze  Zahl  bezeich- 
nen kann.  Wenn  xinx-j-Ax  übergeht,  so  wird  yzuy-f-Ay.  Des- 
halb wird  sein 

(1)  y~LAy  =  (x-}~Ax)". 

Durch  Entwicklung  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  erhält  man 
hieraus 

y^Ay  =  x"-f-nx"-1Ax  +  n(°~1)xn-2(Ax)2-[- 

^^i-(AI)'+., 

Zieht  man  y  =  xn  hiervon  ab  und  dividiert  mit  Ax,  so  folgt 

Ay  ,   .   n  (n  —  1)    „   0  A       ,    n  (n  —  1)  (n  —  2)    „   ,,.     -.„   i 

Lässt  man  hierin  Ax  gegen  die  Null  konvergieren,  so  nähert  sich 
der  Wert  der  rechten  Seite  der  Grenze  nxn_1;  folglich  erhält  man  für 
den  Fall,  wo  Ax  verschwindend  kleiu  wird 

dx 
oder  auch  indem  man  xn   statt  y  schreibt  und  mit  dx  multipliziert 

(2)  dxn  =  nxn~1dx. 

Das  Differential  der  Potenz  xn  wird  also  erhalten,  wenn  man  den 
Exponenten  n  zur  Vorzahl  macht,  den  Exponenten  um  1  vermindert  und 
mit  dem  Differential  der  Grundzahl  x  multipliziert. 

Nach  dieser  Regel  erhält  man 

y  =  x  dy  =  dx  "dT=1' 

3  ,iv  =  4v^v  AL  =  3X25 

=  7x" 


dy  =  dx 

dy 
dx 

dy  =  3x*dx 

dy 
dx 

df(x)  =  7x6dx 

df(x) 

A  v 
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10.  Differential  einer  Funktion  mit  konstantem  Faktor.  Die  ge- 
gebene Funktion  sei 

y  =  af(x), 

worin  a  einen  konstanten   Faktor  bezeichnet.      Man  setze  f (x)  =  r ,    so 
ist  nach  dem  bisherigen  Verfahren 

y+.Ay  =  a(r  +  Ar), 

Ay  =  a(r  -j-  A  r)  —  ar  =  aA  r. 

Setzt  man  hierin  ar  statt  y  und  geht  zum  Differential  über,  so  ist 
dar  =  adr, 
daf(x)  =  adf(x). 

Hieraus  folgt,  dass  der  konstante  Faktor  bei  der  Differentiation 
unverändert  aus  der  Funktion  in  das  Differential  übergeht  und  dass 
dieser  Faktor  vor  oder  hinter  das  Differentialzeichen  d  gesetzt  wer- 
den kann. 

I.  Wenn  y  =  2x3,         so  wird     dy  =  6x2dx; 

y  =  4ax5,  dy  =  20ax4dx. 

IL  Der  Radius  eines  Kreises  sei  x,  seine  Fläche  F,  so  ist  F  =  tx2. 
Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  erhält  man 

dF  =  2xxdx. 

Geht  daher  x  in  x-|-dx  über,  so  nimmt  die  Kreisfläche  zu  um 
eine  Ringfläche,  deren  Länge  27rx  und  deren  Breite  dx  ist.  Diese 
Riugfläche  ist  das  Differential  der  Kreisfläche. 

III.    Der    Radius    einer    Kugel    sei    x,    sein    Volumen   V,    so   ist 
4 
V  =  — x37r;  folglich  durch  Differentiation 
o 

dV  =  4x27r  dx. 

Nimmt  daher  x  um  dx  zu,  so  wächst  das  Volumen  um  eine  Ku- 
gelschicht von  der  Oberfläche  4x2?r  und  der  Dicke  dx. 

11.  Differential  eines  Aggregates.     Dieses  Aggregat  sei 

u  =  A  +  f(x)  +  y(x)  +  .., 

worin  A  ein  konstantes  Glied  bezeichnet.    Man  setze  f  (x)  =  y,  ff  (x)  =  z, 
und  führe  die  gleichzeitigen  Werte  y-j-Ay,  z-f-Az  ein,  so  kommt 

u  +  Au  =  A  +  (y  +  Ay)-f-(z+Az)-f.. 
Au  =  Ay  +  Az  +  .. 
Geht  mau  von  der  Differenz  zum  Differential  über,  so  ist 
du  =  dy-|-dz-{-. . 
dy=df(x)  +  dy(x)  +  .. 

Somit  ist  das  Differential  eines  Aggregates  gleich  der  Summe  aus 
den  Differentialien  der  einzelnen  Glieder  und  das  Differential  eines  kon- 
stanten Gliedes  gleich  Null. 
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I.  y  =  a-|-bx-{-<1*2,       dy  =  bdx-|-2cxdx, 

v  =  xm  —  b  x" ,  d  y  =  (m  x™-1  —  n  b  x"-1)  d  x. 

IL  Es  seien  p,  q  die  Katheten  und  s  die  Hypotenuse  eines  rechtwin- 
keligen Dreiecks,  so  ist  s2  =  q2-}-p2.  Man  denke  sich  nun  die  Ka- 
thete q  konstant,  lasse  jedoch  p  stetig  wachsen,  so  nimmt  auch  die 
Hypotenuse  stetig  zu.     Die  Differentiation  gibt 

sds  =  pdp,       ds=      dp. 

Man  betrachte  hierin  dp  als  Zunahme  der  Kathete,  so  wird  ds 
die  entsprechende  Zunahme  der  Hypotenuse  sein.  Mau  erkennt,  dass 
die  Hypotenuse  nur  langsam  wächst ,  wenn  s  im  Verhältnis  zu  p 
gross  ist. 

III.  Es  bezeichue  t  die  Temperatur  des  Wassers  und  q  .die  An- 
zahl Wärmeeinheiten  oder  Kalorien,  welche  nötig  sind  ,  um  1  kg  Was- 
ser von  0  Grad  auf  die  Temperatur  t  zu  erwärmen,  so  ist  nach 
R  e  g  n  a  u  1 1 

q  =  t  -f  0,00002  t2  -f  0,0000003  t3. 

Hieraus  folgt  durch  Differentiation 

■^i  =  1  +  0,00004  t  +  0,0000009  t2. 

Nun  ist  dq  die  Wärme,  welche  1  kg  Wasser  erfordert,  wenn 
seine  Temperatur  um  dt  zunehmen  soll.  Es  sei  cdt=l,  so  wird 
cdq  jene  Wärme  sein,  welche  für  1  kg  nötig  ist,  damit  die  Tempera- 
tur um  1°  steige.  Also  ist  cdq  die  spezifische  Wärme  des  Wassers. 
Diese  ist  somit,  wenn  die  zweite  Gleichung  mit  cdt=l  multipli- 
ziert wird, 

cdq  =  1  -j-  0,00004  t  +  0,0000009  t2. 

12.  Differential  eines  Produktes  aus  variabel»  Faktoren.  Das  Pro- 
dukt sei  xy,  wobei  y  eine  Funktion  von  x  sein  soll.  Es  nehme  x 
um  Ax  zu,  so  wird  y  um  Ay  und  das  Produkt  xy  um  A(xy)  zu- 
nehmen.    Folglich  erhält  man 

xy+A(xy)  =  (x  +  Ax)(y-f-Ay), 
A(xy)  =  xAy  +  (y  +  Ay)Ax, 
A(xy)__„  (&f 
Ax 

Wenn  Ax  ohne  Eude  gegen  0  abnimmt,  so  nimmt  auch  Ay  im 
Ausdruck  y-|-Ay  bis  zum  Verschwinden  ab,  d.  h.  es  nähert -sich 
y-j-Ay  der  Grösse  y  als  einem  Greuzwert;  folglich  erhält  man  durch 
den  Uebergaug  vou  der  Differenz  zum  Differential 

d(xy)_     dy_  , 
dx     ~Xdx  +y' 


(tD+.  +  A, 


oder  indem  man  mit  dx  multipliziert 

d(xy)  =  xdy  +  ydx. 
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Somit  ist  das  Differential  eines  Produktes  aus  zwei  veränderlichen 
Faktoren  gleich  dem  ersten  Faktor,  multipliziert  mit  dein  Differeutial 
des  zweiten,  mehr  dem  zweiten  Faktor,  multipliziert  mit  dem  Differeu- 
tial des  ersten. 

Für  drei  Faktoren,  welche  von  derselben  Variabein  abhängen,  er- 
hält man  durch  dasselbe  Verfahren 

d(xyz)  =  xydz-|-xzdy-f-yzdx. 
Nach  dieser  Regel  findet  mau 

y  =  (l-x)(l-[-x2),         dy  =  (-l-f  2x-3x2)dx, 

y  =  (a -j- x)  (a  —  x),  dy  =  —  2xdx, 

y  =  (a2-x2)x5,  dy  =  x4(5a2-7x2)dx. 

13.  Differential  eines  Bruches  mit  veränderlichem  Zähler  und  Neuner. 

Im    Bruche        seien  Zähler  und  Neuner  Funktionen  derselben  veräuder- 
v 

licheu  Grösse.     Mau  setze 


multipliziere  mit  v  und  differentiiere  die  Gleichuug  u  =  yv,  so  folgt 
du  =  ydv  -     vdy. 

Hieraus  folgt,  wenn        für  y  geschrieben  wird 

.du  —  u  d  v 
d 
v. 

Das  Differeutial  eines  Bruches  ist  also  gleich  dem  Neuuer,  multi- 
pliziert mit  dem  Differential  des  Zählers ,  weniger  dem  Zähler  mal 
dem  Differeutial  des  Nenners,  alles  dividiert  durch  das  Quadrat  des 
Neuners. 

x\r  x  ■  .       i  a  d  x 

v\  euu  y  =  — ; — -  ,     so  ist      d  y 


a  +  x'  "•'        (a  +  x)2' 

a  -4-  x  ,  2  a  d  x 

a  —  2axdx 


(b2  +  x2)2  ' 
a  +  bx  .  2a4-b-f-bx  , 

'=\t-*>>-       d'°-[i-^  "*• 

14.  Differential  einer  Potenz  mit  beliebigem  Exponenten.     Für  eiueu 
ganzeu  positiven  Exponenten  gilt  nach  §  9  die  Regel 

(1)  dx,l  =  ux"-1dx. 
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Nun    sei    zunächst   die   Potenz  x~"   zu   differeutiieren,    in    welchen 
der  Exponent  eine  ganze  negative  Zahl  sein  soll.     Man  setze 

(2)  Y  =  x-, 


so  wird  v  = oder  auch 

n" 


yx' 


Hierin  ist  die  linke  Seite  ein  Produkt  aus  veränderlichen  Fakto- 
ren, die  rechte  Seite  aber  konstant ;  daher  gilt  die  Differentiation 

x"  dy  -j-  n  y  x"_1  d  x  =  0, 

woraus  folgt,  wenn  mit  x"  dividiert  wird 

d  y  =  —  uyx_1dx 

oder  indem  mau  rechts  den  Wert  von  y  aus  (2)  einführt 

(3)  dy  =  —  Dx-^dx. 

Daher  gilt  für  negative  Exponenten  die  gleiche  Regel  wie  für  po- 
sitive. 

Es  sei  ferner  der  Exponent  ein  positiver  oder  negativer  Bruch. 
Die  Potenzen  dieser  Art  haben  die  Form 

(4)  y  =  x«, 

worin  p  und  q  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  bezeichnen.     Poten- 
ziert man  (4)  mit  q,  so  folgt 

yq  =  xp. 
Daher  durch  Differentiation 

qyq-1dy  =  pxp_1  d  x, 

d  y  = — y  d  x. 

-(q-i) 
Da  aber  nach  (4)  yq   1  =  xq  ,  so  wird 

n    —  -l 

(5)  dy  =  ^xi      dx. 

q 

Das  Gesetz,  das  in  (5)  enthalten  ist,  stimmt  mit  dem  in  (1)  und 
(3)  überein.  Daher  gilt  für  gebrochene  Exponenten  die  gleiche  Regel 
wie  für  gauze. 

Im  Vorstehenden  wurden  die  Exponenten  als  rationale  Zahlen  vor- 
ausgesetzt. Allein  die  Regel  gilt  auch,  wenn  die  Exponenten  irratio- 
nale Zahlen  sind,  weil  man  diese  immer  als  Gienzeu  ihrer  rationalen 
Näherungswerte  auffassen  kann. 
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ispi 

ele. 

dx-1  =  —  x~-  d  x ; 

1        1     -1 
dx2=-x    2dx; 

dx-4  =  — 4x-5dx; 

d  x  3  =  —  x      :!  ,1  x  ; 

d( 

"-4-^)=d(ax-2) 

=  —  2 

ax 

, ,              2  a  d  x 

dx  = zu— ; 

"f  b*  \  —AUAJ*  ^  v-l  _  ,1  U  v-i  _LM  _  aAX 


d  (^— )  =  d  (a  +  b  x)  x-1  =  d  (a  x"1  -f  b) 


\- 


15.    Differential  eiuer  Quadratwurzel.     Es   sei    y  =  )/"</>  (x).      Mau 

setze  (f  (x)  =  r,  so  kauu  mau  schreibeu 


Folglich  erhält  mau  nach  Gleichung  (5),  §  14,  über  das  Differen- 
tial eiuer  Potenz 


i  1    -t  ,  dr 

dy  =  -r    "di 


2  2Vv' 

Oder  wenu  man  wieder  die  ursprünglichen  Zeichen  einführt 

2V<P(x) 

Somit  ist  das  Differential  eiuer  Quadratwurzel  gleich  dem  Diffe- 
rential der  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen,  dividiert  durch  das  Dop- 
pelte der  Quadratwurzel. 

Beispiele.  d}Aax  =  ]/"a  — \7=^-> 

2  V  x 

,1/ dx 


2]/"a-x  ' 


,-1/--  b        (a  — x)dx 

d  V  2ax  —  \l  =-.r- 

K2ax-x2 

i     \ir    (a— 3x)dx 

d  (a  -f-  x)  \  a  —  x  =  ~i7=    = , 
2  y  a  —  x 


.x*-|-4x2-l-3)Tx2-l" 
15  x5 


dx 


x6~Tx2-l" 
16.    Differential  eines  Logarithmus.     Die  gegebene  Funktion  sei 

(1)  y  =  l0gx. 

Setzt  man    die  gleichzeitigen    Werte    x-[-Ax   und   y-j-Ay   ein, 
so  kommt 
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y-fAy  =  log(x-f  Ax), 

Ay  =  log(x  +  Ax)  — logx, 

.                 x  +  Ax  /      ,     Ax 

A  y  =  log L =  i0g  M  ^_  _ _ 

Mau  multipliziere  die  letzte  Gleichung  mit  ,  so  folgt 

Mau  kann  uuu  immer  A  x  so  wählen,  dass  das  Verhältnis  x :  A  x 
eine  ganze  Zahl  wird.     Man  bezeichne  sie  mit  n,    so  geht  (1)  über  in 

(2)  .|l_x  =  ü,og(1+l 

Hierin  nähert  sich  die  rechte  Seite  mehr  und  mehr  einer  bestimm- 
ten Grenze,  je  kleiner  Ax,  je  grösser  also  n  wird.  So  erhält  man 
für  gemeine,  briggische  Logarithmen 

Werte  von n       =         100  1000       10000. 


Entsprechende  von  n  log  (  1  -| j  =     0,4321     0. 


4341     0,4343. 


Für  n  =  10000  ist  der  letzte  Wert  so  genau,  dass  er,  wie  in  §  65 
gezeigt  wird,  mit  dem  Grenzwert  verwechselt  werden  kann.  Aus  (2) 
folgt  daher,  wenn  Ax  zu  dx  wird 

dy 

41x  =  0,4343 
dx 

und,   indem    mau  y  durch  logx  ersetzt    und  beachtet,    dass   der   Wert 
0,4343  nur  für  briggische  Logarithmen  gilt 

(3)  d  logb  x  =  0,4343  — . 

Um  uuu  den  genauen  Grenzwert  der  rechten  Seite  von  (2)  zu  be- 
stimmen, beachte  man,  dass 

(4)  nlog(l+i)  =  Iog(l+^y 

und  entwickele    die   Grösse   rechts,    von    welcher   der   Logarithmus    zu 
nehmen  ist,  nach  dem  binomischen  Satze  in  eine  Reihe,  so  erhält  man 

i+^-i+-(f)+^^a),+ 

n  (n  -  1)  (n  —  2)  /  1 
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Lässt  man  nun  die  Grösse  Ax  ohne  Ende  gegen  Null  abnehmen, 
so  nimmt  n  ohne  Ende  zu;  folglich  konvergieren  die  Brüche 

12  3  4 

2n   '       3n  '      ~4n~ '       5n 

gegeu  die  Null  und  es  nähert  sich  in  (5)  die  Summe  der  Glieder  rechts 
einer  bestimmten  Grenze.  Diese  wird  erreicht,  wenn  Ax  verschwindend 
klein  wird.     Mithin  geht  (5)  über  in 

(6)    ,im(1+IJ  =  1+1+i+^.+  _L_+2-^+:. 

Löst  man  hierin  die  Brüche  rechts  in  Dezimalbrüche  auf,  so  fiu- 
det  man  als  Summe  der  Reihe 

lim  (l  +  -Y  =  2,718281828  . . 

Bezeichnet  man  diesen  Zahlwert  mit  e,  so  wird  die  Grösse  (4) 
für  den  Grenzzustand  =loge;  daher  folgt  aus  (2) 

— r^--  x  =  log  e 
dx 

oder  indem  man  logx  statt  y  schreibt 

(7)  d  log  x  =  —  log  e. 

In  dieser  Gleichung  ist  die  Basis  des  Logarithmeusystems  gleich- 
gültig. Man  nimmt  e  zur  Basis  eines  Logarithmeusystems  und  nennt 
die   entsprechenden   Logarithmen   natürliche    oder   hyperbolische. 

Für  die  natürlichen  Logarithmen  ist  loge  =  l,  weil  der  Logarith- 
mus jeder  Basis  =  1  wird.  Folglich  erhält  man  für  natürliche  Loga- 
rithmen aus  (7) 

,^  dx 

(8)  dlogx= . 

Das  Differential  des  natürlichen  Logarithmus  einer  veränderlichen 
Grösse  wird  also  erhalten ,  wenn  man  das  Differential  der  veränder- 
lichen Grösse  durch  diese  Veränderliche  dividiert. 

Wenn  in  der  Folge  Logarithmen  vorkommen  und  nichts  über  die 
Basis  derselben  bemerkt  ist,  so  sind  immer  natürliche  Logarithmen 
darunter  verstanden.     Nach  obiger  Regel  ist 

d  (x  log  x)  =  (1  -f-  log  x)  d  x. 

dx 


d  log  x2  =  - 

x     5 

dlog(a  +  x)-a^x: 

d  (log  iy= 

n  log  x)"_1 

dx 

X 

uteuheimev,  Elementarbuch. 

dlog(x  +  Kl+x2) 


Viogxy 


VIT. 

(log  x  —  1)  d  x 
log2x 
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17.  Differential  der  Exponentialgrösse  ax.  In  dieser  Grösse  sei 
die  Basis  konstaut.  Mau  schreibe  y  =  as  uud  nehme  auf  beideu  Sei- 
ten die  Logarithmen,  so  ist 

log  y  =  x  log  a. 

Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  ergibt  sich  nach  §  16  u.  10 

— —  =  dxloga. 

Mau  schreibe  hierin  ax  für  y,  so  folgt 

(1)  dax  =  ax  dxloga. 

Das  Differential  der  Exponentialgrösse  ax  ist  also  gleich  dieser 
Grösse,  multipliziert  mit  dem  Differential  des  Expouenteu  und  dem 
natürlichen  Logarithmus  der  Basis. 

Wenn  die  Grösse  a  zur  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  wird, 
also  deu  Wert  e  =  2,71828..  hat,  so  ist  loge  =  l  uud  Gleichung  (1) 
geht  über  in 

(2)  dex  =  exdx. 
Hiernach  wird  sein 

d ex  (x  -  1)  =  es x dx ;       d  e'°" x  =  el0s  x  •  — . 

d  esin  x  =  esiu  x  cos  x  d  x ;      d  e^~x  =  e  ^x  •      lj*     . 

2  |/T 

18.  Differential  der  Exponentialgrösse  <jP(i)x.  Mau  schreibe  y  =  us, 
nehme  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen,  so  kommt 

logy  =  xlogu. 

Wird  differentiiert  und  berücksichtigt,  dass  u  eiue  Funktion  von  x 
ist,  so  erhält  mau  nach  §  16  und  12 

dy  dn    , 

— —  =  x h  log  u  dx, 

y  u 

und  hieraus,  wenn  der  Wert  von  y  eingeführt  wird 

d  ux  =  x  ux_1  d  u  -j-  ux  log  u  d  x. 

Somit  besteht  das  Differential  aus  zwei  Teileu.  Der  eine  Teil 
wird  erhalten,  wenn  man  in  ux  deu  Exponenten  konstant;  der  andere 
Teil,  wenn  man  in  ux  die  Grundzahl  konstant  betrachtet. 

19.  Differential  eines  Sinus.  Man  setze  y  =  sinx  und  betrachte 
die  Grösse  x  als  Bogen,  beschrieben  mit  dem  Halbmesser  =  1.  Lässt 
man  x  übergehen  in  x-j-Ax,  so  wird  y  zu  y-}-Ay   und    man  erhält 

y  -j-  A  y  =  sin  (x  -\-  A  x). 

Entwickelt  man  sin(x-j-Ax)  in  zwei  Teile  und  zieht  y  =  siux 
ab,  so  kommt 

Ay  =  sin  x  cos  Ax-|-cosx  sin  Ax  —  sinx. 
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V  Ax  \ 
Nun  ist  aber  cos  Ax  =  1  —  2  sin    f  J ,  folglich  gibt  das  Vor- 


stehende 


A  y  =  cos  x  sin  A  x  —  2  sin  x  sin   f  — —  ) , 


sin 
x 
sin  y 

Ax  Ax 


Ay  sinAx         .  \    2    J    .    f  Ax  \ 

(1)  =  cosx — -—     —  sinx—  — sin  I  — - — J. 


m 


Nimmt  hierin  Ax  ohne  Ende  ab,  so  konvergieren  die  Brüche 

A: 


.     A  sin 

sin  A  x  V    2 


Ax 


m 


gegen  die  Einheit  (§  5)  als  einer  Grenze,  während  der  Faktor  sinf ) 

im  zweiten  Gliede  rechts  in  (1)  gegen   die  Null  konvergiert.      Folglich 
nähert  sich  in  (1)    das   erste   Glied    rechts   der   Grenze  cos  x    und    das 
zweite  der  Grenze  Null.     Wenn  Ax  zu  dx  wird,  geht  somit  Gleichung  (1) 
über  in 
(2)  d  sin  x  =  cos  xdx. 

Das  Differential  des  Sinus  eines    Bogens   ist  hiernach    gleich    dem 
Cosinus  dieses  Bogens,   multipliziert    mit   dem  Differential   des  Bogens. 

Beispiele,      d  sin2x  =  cos  2x  •  d2x=  2  cos  2xdx. 

/  a>\  w  '     f  q>\        l  w 

d  sin  (^  j  =  cos  -  •  d  (^ )  =  -  cos  -  d  cp. 

20.    Differeutial  eiues  Cosinus.     Es  ist 

cos  x  =  1^1  —  sin  2x. 

Wird  auf  beiden   Seiten   differentiiert  unter  Berücksichtigung   von 
§  15,   11  und  19,  so  erhält  man 

,  —  2sinxcosxdx 

dcosx 


2  1/1  —  sin2x 

Ersetzt  man  hierin  die  Wurzel  im  Nenner  durch  cos  x,  so  kommt 

d  cos  x  =  —  sin  xdx. 

Folglich  ist  das  Differential  des  Cosinus  eines  Bogens  gleich  dem 
Sinus  dieses  Bogens,  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommen,  multi- 
pliziert mit  dem  Differential  des  Bogens. 

Beispiele.      dcosnx  =  —  sinnx- dnx  =  —  nsinnxdx. 

dsinxcosx  =  (cos2x  —  sin2x)dx  =  (1  —  2  sin2x)dx. 

n      ,  .      xo       d(sinx)2        2  cos  xdx 

d  log  (sin  x)2  =  — ^ 4-  = r . 

sin  xz  sin  x 

2* 
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21.  Aufgabe.  In  einem  Dreieck  sei  ein  Winkel  fehlerhaft  gemes- 
sen worden.  Es  soll  angegebeu  werden,  welchen  Einfluss  dieser  Fehler 
auf  die  dem  Winkel  gegenüber  liegende  Seite  ausübt. 

Es  seien  a,  b,  c  die  Seiten  (Fig.  4)  und  A,  B,C 
die  ihnen  gegenüber  liegenden  Winkel,  so  besteht 
folgender  Zusammenhang 

b2  =  a2  -\-  c2  —  2  a  c  cos  B. 

Hierin  denke  man  sich  a  und  c  als  richtig 
gemessen ,  also  als  konstante  Grössen ,  gebe  aber 
dem    Winkel  B    eine   kleine   Aenderung,    so    wird 

sich  auch   die  gegenüber  liegende  Seite  b    ändern.      Die  Differentiation 

von  (1)  gibt 

(2)  bdb  =  acsinBdB. 

Da  nun  aber  hierin  c  sin  B  ersetzt  werden  kann  durch  b  sin  C,  so 
geht  (2)  über  in 

(3)  db  =  asinCdB. 

Man  fälle  von  der  Spitze  des  Winkels,  der  geändert  worden,  ein 
Lot  BD  =  z  auf  die  gegenüber  liegende  Seite,  so  ist  z  =  asinC;  folg- 
lich aus  (3) 

(4)  db  =  zdB. 

Nun  betrachte  mau  dB  als  Fehler,  welcher  dem  Winkel  B  anhaf- 
tet, so  ist  db  als  der  Fehler  anzuseheu,  der  sich  daraus  für  die  Seite  b 
ergibt.  Dieser  Fehler  ist  daher  dem  Lote  z  proportional.  Für  alle 
möglichen  Werte  von  B  schwankt  z  zwischen  0  und  a.  Den  grössten 
Wert  a  erreicht  z,  wenn  das  Dreieck  in  0  rechtwinkelig  ist;  also  tritt 
auch  bei  dieser  Dreiecksform  der  grösste  Fehler  an  der  Seite  b  ein. 

Der  Winkel  B  ist  als  Bogen  aufzufassen,  beschrieben  mit  der  Ein- 
heit als  Halbmesser,  somit  als  Teil  der  Kreislinie  2  ir ;  also  wird  auch 
dB  ein  Bogen  sein.  Man  drücke  nun  dB  in  Minuten  aus  und  be- 
zeichne den  bezüglichen  Wert  mit  m ,  so  enthält  die  ganze  Kreislinie 
60  •  360  Minuten.     Daher  die  Proportion 

dB:27r  =  m:60-360. 

Setzt  man  hierin  7r  =  3,1415926 . .  und  führt  sodann  den  Wert 
von  dB  in  (4),  so  erhält  man  als  gesuchten  Fehler 

db  =  0,00029086  rnz. 

Für  1000m  Lothöhe  und  0,5  Minuten  Winkelfehler  wird  hiernach 
der  Fehler  der  gegenüber  liegenden  Seite  db  =  0,14543m. 

22.  Differential  der  Tangente  und  Cotangente.     Es  ist 


tangx  = ,  cotangx  =  — . 

cosx  smx 

Da  die  Differentialien  von  sin  x  und  cos  x  bekannt  sind,  so  erhält 
man  nach  der  Regel  über  die  Differentiation  eines  Bruches,  §  13 
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cos2x-|-sin2x  .  ,  —  sin2x  —  cos2x  , 

d  tang  x  =  —      — a d  x ,      d  cotang  x  = — 5 d  x. 

ö  cos2x  sinix 

dx  .  dx 

dtangx  = — -„—  ,      d  cotang  x= ;— 5— . 

G  cos2x  sin2x 

Um  die   übrigen    trigonometrischen   Funktionen    zu   differentiieren, 
berücksichtige  man  die  Relationen 

1  1 

sec  x  = ,      cosec  x  ■■ 


cos  x  sin  x 

sin  vers  x  =  1  —  cos  x,      cos  vers  x  =  1  —  sin  x, 

so  folgt  unter  Anwendung  vorangegangener  Regeln 

sin  x    .  ,  cos  x    . 

dsecx  = s—  dx,       d  cosec  x= .   9     dx. 

cos2x  sin   .x 

d  sin  vers  x  =  sin  xd  x,       d  cos  vers  x  =  —  cos  xdx. 

23.    Differential  der  Krcisfuuktionen  Arcussinus   und    Arcuscosiniis. 

Es  sei  der  Halbmesser  AB  (Fig.  5)  eines  Kreisbogens  =1,  der 
Kreisbogen  BC  =  x.  Zieht  man  CD  senkrecht  auf  AB  und  setzt 
CD  =  y,  AD  =  z,  so  ist 

(1)  y  =  sinx,       z  =  cosx. 

In  diesen  Gleichungen  sind  y  und  z  als  Funk- 
tionen des  Bogens  x  dargestellt.  Wenn  umgekehrt 
der  Bogen  als  Funktion  des  Sinus  oder  Cosinus  aus- 
gedrückt werden  soll,  so  schreibt  man 

(2)  x  =  arc  sin  y,       x  =  arc  cos  z. 

Diese  Gleichungen  sagen:  x  ist  der  Bogen  (Arcus), 
dessen  Sinus  =  y  und  dessen  Cosinus  =  z. 

Um  das  Differential  d  x  des  Bogens  zu  erhalten,  differentiiere  man 
die  Gleichung  (1).     Mau  erhält 

dy  =  cosxdx,       dz  =  —  sin  xdx. 

(3)  dx— ^         di  =  --^-. 

cosx  smx 

In  diesen  Gleichungen  muss  cos  x  durch  y  und  sin  x  durch  z  aus- 
gedrückt werden.     Nun  ist  aber  vermöge  der  Gleichungen  (1) 

cos  x  =  |^1  —  sin  2x  =  Kl  —  y2> 
sin  x  =  VT—  cos 2x=  ]/T  —  z2. 

Hierdurch  gehen  die  Gleichungen  (3)  über  in 

dy  a  dz 

dx==    ..  -i ,        dx  =  —  -,,  -, 

oder  wenn  man  die  Werte  von  x  aus  (2)  hier  einführt, 


(4)  d  arc  sin  y 
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=        dy 

vr-y2 

dr 


(5)  d  arc  cos  r  =  —  _  . 

Aus  (4)  und  (5)  folgt  unmittelbar 


,         .x  V  a  J  d  x 

d  arc  sin 


t) 


V-&  v 


,  1A- -dVl-x  dx 

d  arc  cos  y  1  —  x  = 


Kl-(l-x)        2fx-x2 
24.    Differeutial  tou  Arcustangens  und  Arcuscotangens.     Es  sei 

(1)  y  =  tangx,       r  =  cotgx; 

drückt  man  x  als  Funktion  von  y  und  r  aus ,  so  schreibt  man 

(2)  x  =  arc  tang  y,       x  =  arc  cotg  r. 

In  diesen  Gleichungen  bezeichnet  x  einen  Bogen,  beschrieben  mit  dem 
Halbmesser  =  1 ,    dessen  Tangente  =  y   und   dessen   Cotangente   =  r 


sein  soll.     Man  sucht  das  Differential  des  B 


ogens  x. 


Die  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  gibt 
dx  ,  d 


dv= 5-,  dr=  — 


co62x'  sin2x  ' 

(3)  dx  =  cos2xdy,     dx=  —  sin2xdr. 

Hierin  sind  cos  x  und  sin  x  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (l)  auszudrük- 
ken  durch  y  und  r.  Nun  ist  aber  nach  bekannten  trigonometrischen 
Relationen 

2     —  1  _1_  •     2      _  _J^_  1 

C0S  X       l+tang^^l+y2'       S1°X       1  +  cotg2x  _  1  +  r2' 

Setzt  man  diese  Werte  und  die  von  x  aus  (2)  in  (3),  so  erhält 
man  die  gesuchten  Differentiale 

dv 


(4)                                   d  arc  tang  v  =  — -y ' — ^  , 

/k\    ■                             ,                                dr 

(o)                                 d  arc  cotg  r  =  —  - — . — ». 

1  ~rv 

Auf  ähnliche   Weise  findet  man 

dx 

xVx2-l    ' 

dx 

x"KX2_ 

-1 

dx 

d  arc  sin  vers  \  =  -  -        — 

V2: 
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25.  Differentiation  der  Punktionen  von  Funktionen.  Die  veränder- 
liche Grösse  einer  Funktion  ist  öfters  eine  Funktion  einer  andern  ver- 
änderlichen Grösse.     Dies  ist  z.  B.  der  Fall  in  den  Ausdrücken 


log  (x -)- 2  x2),       log  sin  x,       tang  ]Ai2  —  x2. 

Solche  Funktionen  können  durch  eine  passende  Substitution  oder 
Transformation  immer  auf  eine  der  einfachen  Funktionen  gebracht  wer- 
den, deren  Differentiale  bisher  abgeleitet  wurden.  Einige  Beispiele 
werden  dies  zeigen. 

I.  Es  sei  zu  differentiieren  y  =  (a  -f-  b  xm)"- 

Man  setze  a-f-bxra  =  z,  so  ist  y  =  z",  also  dy  =  nzn~1dz  und 
dz  =  mbxm_1dx.     Drückt  man  z  wieder  durch  x  aus,  so  folgt 

d  y  =  n  (a  -|-  b  xm)"_1  •  m  b  xm-'  d  x. 

II.  Die  gegebene  Funktion  sei  y  =  sin  j^a2  —  x2. 

Man  schreibe  Ka2  —  x2  =  z ,     so    ist    y  =  sin  z ,    d  y  =  cos  z  d  z, 

d z  = -,    '  — - ~  •  folglich 

]/V>  —  x2 


xdx  -./--= 

III.    Es  sei  gegeben  y  =  log  (f  (x). 

d?(x) 


Man  setze  </  (x)  =  z,  so  ist  y  =  log  z,  d y-=  — — ;  mithin 


Hieraus  erhält  man  unmittelbar 

uz  >i  ^ x  ii«  cos  x 

d  log  (a  —  x)  = —  ,         d  log  sin  x  =  — cl  x. 

a  —  x  sin  x 

IV.  Zu  differentiieren  y  =  ax+2x2. 

Für   x-[-2x2  =  z    erhält    man    y  =  az,    dy  =  azdzloga,    dz  = 
(l-|-4x)dx;  folglich,  indem  man  z  durch  x  ausdrückt 

d  y  =  ax+- *2  •  (1  -j- 4 x)  dx  •  log  a. 

V.  Es  sei  ferner  y  =  ea  . 

Mau    schreibe   ax  =  z,    so    ist    y  =  ez,    dy  =  ezdz;     allein    dz  = 
ax  log  a  d  x ;  folglich 

dy  =  ea    •  ax  log  ad x. 

Auf  diese  Weise  können  folgende  Gleichungen  abgeleitet  werden 

d  cos  log  x  = —  sin  log  x, 

.     1  —  x2  2  d  x 

d  arc  sin 


1+x2  1+x5 


dlog 
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~Ki-j-x-]/T=^         xKi-x2' 

d  (sin  x)x  =  x  (sin  x)x~-1  cos  x  d  x  -f-  (sin  x)x  d  x  log  sin  x. 

26.  Allgemeine  Darstellung  des  Differentials  der  Funktionen  von 
Funktionen.  Die  Funktion  einer  Funktion  kann  allgemein  mit  dem 
Ausdruck  F  [f  (x)]  bezeichnet  werden.     Es  sei  zu  differentiieren 

(i)  y  =  F[f(x)]. 

Man  setze  zur  Abkürzung 

(2)  z  =  f(x),     also     y  =  F(z) 

und  differentiiere  diese  beiden  Gleichungen,  so  wird  man  nach  bisheri- 
ger Bezeichnung  schreiben 

(3)  dz  =  df(x),       dy  =  dF(z). 

Allein  df(x)  nimmt  iu  der  Ausführung  die  Form  f  (x)dx  uud 
dF(z)  die  Form  F'(z)dz  an,  worin 

die  Differentialquotienten  bezeichnen.     Man  erhält  daher  aus  (4) 

dz  =  f'(x)dx,        dy  =  F'(z)dz. 

Setzt  man  in  die  zweite  dieser  Gleichungen  die  Werte  von  y,  z 
und  dz,  so  erhält  man  als  gesuchtes  Differential 

(5)  dF[f(x)]  =  F'(x)-f'(x)dx. 

Man  kann  die  Differentialquotienten  (4)  noch  in  folgender  Form 
andeuten 

dz  =  df(x)  dy  =dF(z) 

dx  dx    '         dz  dz' 

Also  die  Differentialien  bezeichnen  mit 

a  df(s)     ,  A         dF(z)    , 

d  z  =     ,        •  d  x,  dy  =  — -^-dz. 

dx  J  dz 

Setzt  man  in  die  zweite  dieser  Gleichungen  die  Werte  von  v,  z 
und  dz,  so  erhält  man  als  gesuchtes  Differential 

dF[tw]=M.iM.d, 

In  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  stimmen  die  drei  Faktoren  rechts 
der  Reihe  nach  miteinander  überein. 

27.  Differentiation  unentwickelter  Funktionen.  Die  allgemeine  Form 
solcher  Funktionen  (§  2)  ist  f  (x,  y)  =  0.  Hierbei  ist  es  gleichgültig, 
welche  der  Grössen  x,  y  die  unabhängig  Veränderliche  sei.     Diese  Glei- 
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chung  wird  differentiiert  nach  deu  Regeln,  welche  über  Summen,  Pro- 
dukte, Quotienten  etc.  entwickelter  Funktionen  autgestellt  wurden.  Da- 
durch wird  jedes  Glied  im  Differential  entweder  dx  oder  dy  als  Fak- 
tor enthalten.  Fasst  man  alsdann  die  Glieder  mit  dx,  ebenso  diejeni- 
gen mit  dy  zusammen,  so  erhält  man  eiue  Gleichung  von  der  Form 

Pdy-f-Qdx  =  0, 

in  welcher  P  die  Summe  der  Glieder  mit  dy  und  Q  diejenige  der 
Glieder  mit  dx  bezeichnen. 

I.  Gegeben  y  log  x  -f-  x  ay  -f-  b  =  0, 

so  folgt  log  x  d y  -\-  —  dx  -f-  ay  d  x  -f-  x ay  log  a  =  0, 

(log  x  -f-  x  ay  log  a)  dy  +  f^-  +  aA  d  x  =  0, 

d  y  _  _        a^  +  yx"1 
d  x  log  x  -\-  x  ay  log  a  ' 

IL  Es  sei  bsiu2(x-|-y)  =  a, 

so  wird  2  bsin  (x-j-y)  cos  (x-|-y)  (dx-f-^y)  =  0, 

£~- *■ 

dx 

28.  Allgemeines  Verfahren,  unentwickelte  Funktionen  zu  differen- 
tiieren.  Die  Funktion  f(x,  y)  muss  immer  =0  sein,  welche  gleichzei- 
tigen Werte  mau  für  x,  y  in  dieselbe  einführen  mag.  Setzt  man  daher 
x-J-Ax  für  x,  y-j-Ay  für  y,  so  wird  man  haben 

f(x  +  Ax,y-f  Ay)  =  0. 

Folglich  der  Unterschied  beider  Zustände  derselben  Funktion 

f(x-f- Ax,y  +  Ay)-  f(x,y)  =  0. 

Indem  man  f(x-f  Ax,y)  addiert  und  subtrahiert,  erhält  man 

f(x-f  Ax,y  +  Ay)-f(x  +  Ax,y)      Ay 

Ay  "  Ax 

,     f(x  +  Ax,y)-f(x,y)  = 
'  Ax 

Allein  die  Grösse  f (x-j- Ax,y-f-Ay)  —  f (x-j-Ax,y)  ist  die 
Differenz  zweier  Zustände  derselben  Funktion,  in  welchen  Zuständen 
die  Variable  x  den  gleichen,  die  andere  Variable  y  verschiedene  Werte 
hat.     Folglich  ist 

f(x  +  Ax,y  +  Ay)-f(x  +  Ax,y)  _   Af(x-f  Ax,y) 
Ay  Ay 


(1) 
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Ganz  aus  gleichem  Grunde  wird  sein 

f(x,+  Ax,y)  -ffey)  =  Af(x,y) 
Ax  Ax 

Setzt  man  diese  Werte  in  (l),  so  folgt 

Af(x  +  Ax,y)  ^  _^j_    .    Af(x,y)  =  Q 
Ay  Ax  "^      Ax 

Nimmt    Ax  ohne    Ende  ab,    so  konvergiert  — —  gegen   die  be- 
stimmte Grenze  -.  —  =  taug a  (§  6 ,  Gleichung   2) ,    während   x-fAx 

sich   dem    Werte  x    ohne   Eude   nähert.       Folglich   erhält    man  aus  (l) 
für  den  Grenzzustand 

df(x,y)     jly    ,     df(x,y) 

dv       '  dx  ""         dx 


(2) 


df(x,y) 
d  v  d  x 


dx  df(x,y)     ' 

dy 

df(x  y) 

Die  Grösse   _     '      ist    der    Differentialquotient    der    gegebenen 

dy 
Funktion,    wenn    in    ihr   nur    y    als    veränderlich  angenommen  ist,  und 

^  der  Differentialquotient  der  Funktion,    wenn   dieselbe   nur  iu 

Hinsicht  x  differentiiert   wird.      Um  also  den  Quotienten  -r^-  zu  finden, 

dx 

bilde  man  die  Differentialquotienten  der  Funktion  in  Hinsicht  x,  so- 
dann in  Hinsicht  y,  dividiere  den  erstem  durch  den  letztern  und  nehme 
das  Resultat  mit  entgegengesetztem  Zeichen. 

Die  Gleichung  (2)  kann  auch  wie  folgt  geschrieben  werden 

(3)  Al^l.dv  +  Ai(M).(,x  =  0. 

d  y  '       -  d  x 

Mithin  zerfällt  das  vollständige  Differential  der  Gleichung  f(x,y)  =  0 
in  zwei  Teile.  Der  eine  Teil  wird  erhalten,  wenn  man  die  Gleichung 
nur  in  Hinsicht  der  einen  Veränderlichen  differentiiert,  der  andere, 
wenn  man  sie  nur  in  Hinsicht  der  andern  Veränderlichen  differentiiert. 
Diese  Teile  nennt  man  die  partiellen  Differentiale  der  Gleichung.  Das 
totale  Differential  ist  also  die  Summe  aus  den  partiellen  Differentialieu. 

I.  Aus  der  allgemeinen  Gleichung  vom  zweiten  Grad  mit  zwei 
Veränderlichen 

Ay24-Byx  +  Cx2  +  Dy-f  Ex  +  F^O 

ergibt  sich  durch  Differentiation: 
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Differential  in  Hinsicht  y  .  .  =  (2  Ay-{-Bx-|-D)dy, 
Differential  iu  Hinsicht  x  .  .  =(2  Cx  +  By-fE)  dx, 
Vollständiges  Differential  als  Summe  der  partiellen 

(2Ay-fBx  +  D)dy  +  (2Cx  +  By  +  E)dx  =  0, 
dy  2Cx  +  By-|-E 

Differentialquotient      .     .     .  ■J^=  —  2  Ay  +  Bx  +  ir 

IL  Gegeben     f  (x,  y)  =  Ka2  —  x2  sin  y  +  log  -^77-  =  0;  daher 

iv«        *•  1      •    u-     •  1*  df(x,y)         -xsiny  1 

Differentialq.  in  Hinsicht  x 

Differeutialq.  iu  Hinsicht  y 

Differentialquotient      .     . 

]/~a2  —  x2  cos  y  -] 


dx 

V"a2- 

-x2 

a  —  x' 

df(x,y) 
dy 

=v#~- 

-x2cos 

■y+r- 

x  sin 

y     1 

1 

dy 

Fa2- 

2       1 

-  X2 

a  —  x 

dx 

1 

IL    Maximum  und  Minimum  der  Funktionen. 

29.  Erklärung  von  Maximum  uud  Minimum  uud  Bestimmungsweise 
derselben.  Man  denke  sich  die  Gleichung  y  =  f(x)  oder  f(x,  y)  =  0 
geometrisch  dargestellt  und  lasse  die  unabhängig  Veränderliche  x  sich 
stetig  ändern,  so  ist  es  möglich,  dass  die  abhängig  Veränderliche  y, 
d.  h.  die  Funktion  von  x,  bis  zu  einem  gewissen  Werte  A  B  (Fig.  6  u.  7) 
wächst  uud  dann  wieder  abnimmt.  In  diesem  Fall  nennt  man  jenen 
grössteu  Wert  der  Funktion  ein  Maximum.  Die  Funktion  kann  aber 
auch  bis  zu  einem  gewissen  Werte  CD  (Fig.  8  und  9)  abnehmen  und 
sodann  wieder  wachsen.  Alsdann  heisst  jener  kleinste  Wert  der  Funk- 
tion ein  Minimum. 


Fig.  6. 

Fig.  9. 


Es  ist  möglich,  dass  eine  Funktion  keine  Maxima-  oder  Minima- 
Werte  hat  oder  dass  sie  deren  mehrere  besitzt. 

Legt  man  durch  die  Punkte  A  und  D  Tangenten  an  die  Kurven, 
so  müssen  diese  Tangeuten  parallel  zur  Abscissenachse  x  sein,  weil 
die  Nachbarordinaten  zu  beiden  Seiten  von  AB  kleiner  als  AB,  und 
zu  beiden  Seiten  von  CD  grösser  als  CD  sind. 
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Wegen  dieser  Lage   der  Tangenten   durch  A  und  D  muss  nach  §  7 

der  Differentialquotient  --  —  der  gegebeuen  Funktion  =0  sein. 


Mau   leite   also   den  Differentialquotienten 


dy 


setze  ihn  =  0, 


bestimme  daraus  alle  möglichen  Werte  von  x  und  führe  sie  in  die  ge- 
gebene Funktion  ein,  so  können  die  daraus  hervorgehenden  Funktions- 
werte Maxima-  und  Minima- Werte  sein.  Es  ist  jedoch  nicht  notwendig, 
dass  sie  solche   sind.      Denn    die   Werte  von  x,   welche   aus    der   Glei- 

dy 

chung  -  —  =  0  hervorgehen ,  können  auch ,  wie  die  beiden  Figuren  10 

und  11  zeigen,  andere  eigentümliche  Punkte  E,  H  der  Kurven  anzeigen. 

In  beiden  Kurven  ist  die  Tangente  durch 
die  Kurvenpunkte  E,  H  ebenfalls  pa- 
rallel zur  Abscisseuachse;  allein  beim 
ersten  Punkt  tritt  eine  Wendung  in 
der  Krümmung,  beim  zweiten  eine 
Unterbrechung  im  Lauf  eines  oder 
mehrerer  Kurvenäste  ein.  Der  Punkt  E 
heisst  Wendepunkt,  der  zweite  eine 
Spitze  der  Kurve. 

30.   Kennzeichen  der  lasima  uud  Minima  der  Funktionen.     Es  sei 

y  =  f(x)  oder  F(x,  y)  =  0  gegeben.  Man  stelle  diese  Funktion  geo- 
metrisch dar.  Die  rechtwinkeligen  Koordinaten  eines  Kurvenpunktes 
seieu  AB  =  x,  BC  =  y  (Fig.  12).  Lässt  mau  x  übergeheu  in  x-)-dx, 
so  geht  y  über  entweder  in  DE  =  y-f~dy  oder 
in  DG  =  y  —  dy,  je  nachdem  die  Ordinate  um 
EF  zunimmt  oder  um  GF  abnimmt.  Im  ersten 
Fall  haben  dx  und  dy  gleiche,  im  zweiten  Fall 
entgegengesetzte  Vorzeichen.     Daraus  folgt: 

a)  Wenn  in  einer  Funktion  die  unabhängig 
Veränderliche  x  wächst  und  es  haben  dabei  dx 
und  d  y  gleiche  Vorzeichen ,  so  wächst  auch  die 
Funktion  y.  Haben  dagegen  dx  und  dy  entge- 
gengesetzte Zeichen,   so  nimmt   die  Funktion  ab. 

b)  Wenn  in  einer  Funktion  y  die  unabhängig  Veränderliche  x 
wächst  und  es  geht  hierbei  das  Differential  d  y  stetig  von  positiven 
Werten  durch  die  Null  in  negative  Werte  über,  so  wird  die  Funk- 
tion y  wachsen  bis  zu  dem  Werte  von  x ,  welcher  d  y  =  0  macht  und 
sodann  abnehmen.     Folglich  wird  y  ein  Maximun,  wenn  dy  =  0. 

c)  Wenn  für  wachsende  Werte  von  x  das  Differential  dy  stetig 
aus  negativen  Werten  durch  die  Null  in  positive  übergeht,  so  wird  y 
abnehmen  bis  zu  dem  Werte  von  x,  welcher  d  y  =  0  macht.  Folglich 
wird  y  ein  Minimum,  wenn  dy  =  0. 

d)  Wenn  für  wachsende  Werte  von  x  das  Differential  stetig  aus 
positiven  Werten  durch  die  Null  in  positive  oder  aus  negativen  Wer- 
ten durch  die  Null  in  negative  übergeht,  so  wird  im  ersten  Fall  die 
Funktion  y  immer  wachsen,   im  zweiten  immer  abnehmen.     Also  ent- 


—      29      — 

spricht  deu  Werten  von  x,  welche  dy  =  0  macheu,  ein  Wendepunkt 
der  Kurve. 

e)  Wenn  für  die  wachsenden  Werte  von  x  das  Differential  stetig 
aus  positiven  oder  aus  negativen  Werten  in  die  Null  übergeht  und  es 
gibt  der  Wert  von  x,  welcher  dy  =  0  macht,  eine  Grenze  der  Stetig- 
keit der  Funktion,  welche  den  Lauf  der  Kurve  unterbricht,  so  ent- 
spricht diesem  Werte  von  x  eine  Spitze  der  Kurve. 

31.  Aufgabe.  Eine  gerade  Linie  von  der  Länge  a  iu  zwei  solche 
Teile  zu  teilen ,  dass  das  Rechteck  aus  beiden  Teilen  ein  Maximum 
wird. 

Der  eine  Teil  der  Geraden  sei  x,  so  ist  der  andere  a  —  x  und  die 
Rechtecksflache  y  =  x  (a  —  x).     Mithin  wird  sein 

y  =  ax-xi,  -—  =  &—  2x. 

J  dx 

Setzt  mau   -r^-  =  0 ,  so  folgt  a  —  2x  =  0,   x  =  — .   Nun  kann  x, 
dx  2 

dem  Sinne  der  Aufgabe  entsprechend,  von  x  =  0  bis  x  =  a  wachsen. 
Wächst  x  von  0  bis  —  ,    so  bleibt  d  y  positiv ,    also    wächst    auch  y ; 

nimmt  x  von  —  bis  a  zu,  so  wird  d  y  negativ,  also  nimmt  y  ab.  Folg- 
lich wird  y  ein  Maximum  für  x  =  — .      Mithin    muss    die   Gerade    iu 

zwei  gleiche  Teile  geteilt  werden,  wenn  das  Rechteck  eiu  Maximum 
werden  soll.  Unter  allen  Rechtecken  von  gleichem  Uni  fang  hat  somit 
das  Quadrat  den  grössten  Inhalt. 

32.  Aufgabe.  Zu  zeigen,  dass  unter  allen  Rechtecken,  welche  iu 
einen  Kreis  beschrieben  werden  können,  das  Quadrat  deu  grössten 
Umfang  und  die  grösste  Pläche  hat. 

Der  Durchmesser  des  Kreises  sei  =  a,  der  Winkel,  welchen  die 
Diagonale  a  des  Rechtecks  mit  einer  Rechtecksseite  bildet  =  «,  der 
Umfang  des  Rechtecks  =  u  und  dessen  Fläche  =  y,  so  wird  sein 

u  =  2  a  (sin  a  -j-  cos  a),        — —  =  2  a  (cos  a  —  sin  «), 

y  =  az  siu  a  cos  u,  —±-  =  a2  (cos  2 a  —  sin 2 «). 

da 

o  du  d  y 

Setzt  mau  - —  =  0  und  ——  =  0,  so  folgt  iu  beiden  Fällen 
d  a  da 

TT 

sin  a  =  cos  «,        «  =  — . 

Der  Winkel  a  kann  sich  hier  von  a  =  0  bis  a  =  —  ändern. 
Wächst  «  von  0  bis   — -,    so  bleibt  sowohl  du,    als    auch  dy  positiv; 
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also    wachsen    auch   u  uud   y.      Wächst    a    von  —  bis  — ,    so  werden 

du  uud  dy  negativ;  also  nehmen  u  und  y  ab.  Somit  wird  sowohl  u 

als  y  ein  Maximum  für  «  =  — ,  also  wenn  das  einbeschriebene  Recht- 
eck ein  Quadrat  ist. 

33.  Aufgabe.  Es  seien  a,  b  zwei  konstante  Seiten  eines  Dreiecks 
und  y  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel.  Bei  welchem  Werte  von  y 
wird  die  Dreiecksfläche  F  ein  Maximum? 

Betrachtet  mau  a  als  Grundlinie  des  Dreiecks,  so  ist  b  sin  y  des- 
sen Höhe;  folglich  wird  sein 

1       u     •  dF  1       1 

F  =  -absiny,         — -•=  —  abcosy. 

dF  7T 

Aus   der  Bedingung  — —  =  0  folgt  cos  y  =  0,  y  =  — .     Nun  kann 
dy  2 

y  sich  vou  0  bis  7r  ändern.  Nimmt  y  von  0  bis  —  zu,  so  bleibt  dF 
positiv,  also  wächst  F;    nimmt  y    weiter  von   —  bis  tt   zu,     so   wird 

TT  . 

dF  negativ,  also  nimmt  F  ab.  Folglich  wird  F  für  y  =  —  ein  Maxi- 
mum. Die  gegebeneu  Seiten  müssen  also  rechtwinkelig  zu  einander 
stehen,  wenn  die  Dreiecksfläche  ein  Maximum  sein  soll. 

34.  Aufgabe.  Ein  Cylinder  habe  ein  konstantes  Volumen  V. 
Aendert  man  das  Verhältnis  der  Cyliuderhühe  h  und  des  Halbmessers  x 
der  Grundfläche,  so  ändert  sich  auch  die  Oberfläche  F  des  Cylinders. 
Bei  welchem  Verhältnis  von  h  und  x  wird  F  ein  Minimum? 

Für  das  Volumen  und  die  Oberfläche  des  CyJinders  hat  man 
Y  =  7rx2h,         F  =  27Tx24-2  7rxh. 

Weil  die  Fläche  F  sich  nur  auf  ein  gegebenes  Volumen  beziehen 
soll,  so  rnuss  in  der  zweiten  Gleichung  für  F  die  Grösse  V  eingeführt 
werdeu.  Man  erreicht  dies,  wenn  man  aus  beiden  Gleichuugen  h  eli- 
miniert. Dadurch  erhält  man  folgende  eine  einzige  unabhängige  Grösse  x 
enthaltende  Gleichungen 

_,       0       2,     2V  dF  2V 

F=27TX2H ■>  "T~  =47TX V. 

x  dx  x2 

dF 
Setzt   mau   den   Wert   von  — —  =  0,  so  findet  man 
dx 


,yX 


^ 


!3/T 
Werte    1/  — - 


Nimmt  x  vou  0  bis   zu  dem  Werte   |/ zu,  so  bleibt  dF  ne- 

jativ    und  F    wird   kleiner;     nimmt    es   noch    weiter    zu,    so  wird  dF 
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-tf 


positiv    nDd    F    wird     grösser.       Folglich     wird    F    ein    Minimum     für 

— .     Bei  diesem  Werte  vou  x  wird  h  =  2x,  d.  h.  die  Ober- 

2% 

fläche   eines  Cylinders    von    gegebenem    Körperinhalt   ist   ein    Minimum, 
wenn  die  Höhe  gleich  ist  dem  Durchmesser. 

Ein  Gefäss,  das  eine  warme  Flüssigkeit  enthält,  wird  am  wenig- 
sten Wärme  durch  die  Oberfläche  verlieren,  wenn  diese  Oberfläche  ein 
Minimum  ist.  Folglich  wird  bei  einem  cylindrischeu  Gelasse,  das 
diese  Bedingung  erfüllt,  die  Höhe  gleich  dem  Durchmesser  sein  müssen. 

35.  Aufgabe.  Man  soll  den  grössten  Cylinder  suchen,  der  aus 
einem  gegebeneu  Kreiskegel  geschnitten  werden  kann. 

Es  sei  (Fig.  13)  der  Halbmesser  AB  der  Kegel- 
grundfläche =  r,  die  Höhe  BC  des  Kegels  =  h, 
der  Halbmesser  DE  des  Cylinders  =  x,  die  Höhe  BE 
des  Cylinders  =  y  und  das  Volumen  des  Cylinders 
=  V,  so  erhält  mau 

(1)  V  =  7rx2y. 

In  dieser  Gleichung  ist  V  durch  x  und  y  aus- 
gedrückt; allein  x  und  y  hängen  von  einander  ab,  so 
dass  eine  dieser  Grössen  durch  die  andere  ausgedrückt 
werden  niuss.     Nun  besteht  folgende  Proportion 

J)E_  =  JIB_  h  -  y  _  h 

DE  ~  AB  '  x       ~  r' 

Man  eliminiere  hieraus  und  aus  (1)  die  Grösse  y,  so  kommt 

7rh 


(rx2-x3), 


dV         Trh  ,„ 

—  =  —  (2  r  x 


Setzt  mau  diesen  Differeutialquotienten 


3x2). 
0,  so  folgt 


0     und     x  = 


Für 


0  wird   der   Inhalt   des    Cylinders  =0,    also   zu   eiuem 


Minimum.     Lässt  man  x  von  0  bis  —  r  wachsen,    so   bleibt  dV  posi- 
tiv, also  wächst  auch  V.     Wächst  x  weiter  bis  r,    so    wird  dV   nega- 

2 
tiv,    also    nimmt  V   ab.       Mithin    wird    V    ein  Maximum  für  x=      r. 

o 
Setzt  man  diesen  Wert  in  obige  Proportion,  so  findet  man 

Der  grösste   in   einem    Kegel    beschriebene    Cylinder   hat   also   zur 
Höhe  ein  Drittel  von  der  Höhe  des  Kegels.      Der   Inhalt  dieses   gröss- 

4 
ten   Cylinders   ist  —   vom  Inhalt  des  Kegels. 


R2  (cos  2  a  —  sin 2  a)  =  R2  cos  2  «. 
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36.  Aufgabe.  In  einem  Kreisausschnitt  vom  Halbmesser  R  und 
dem  Zentriwinkel  2  a  ziehe  man  eine  Sehne ,  welche  die  Endpunkte 
des  Kreisbogens  verbindet,  so  entstellt  ein  Dreieck,  gebildet  von  dieser 
Sehne  und  zwei  Radien.  Für  welchen  Zentriwinkel  wird  die  Fläche 
dieses  Dreiecks  ein  Maximum? 

Der  Inhalt  F  dieser  Dreiecksfläche  ist 

F  =  R2  sin  a  cos  a. 
Hieraus  folgt  durch  Differentiation 

dF 

da 
Setzt  man  dieses  Differentialverhältnis  =  0,  so  muss  sein  cos  2  a  =  0, 

IT 

also  2«  =  -—.     Hierfür  ist    in  der  That  F  ein   Maximum;    denn   lässt 

IT 

man  2 «  wachsen   von  0  bis  — ,    so  bleibt  cos  2  a  positiv ,    wird  aber 

sofort  negativ,    wie  2«  diese  Grenze  überschreitet  und   bleibt  negativ, 

3 
bis  der  Bogen  —  tt  erreicht  ist.    Hier  entsteht  für  F  ein  Minimum.    Für 

2«  =  0  und  =tt  wird  F  =  0;  für  2ß  =  |    wird  F=^R2undfür 

2«  =  |tt  wird  F=--|r2. 

37.  Aufgabe.  Aus  jedem  Kreisausschnitt  lässt  sich  der  Mantel  eines 
Kegels  bilden.  Der  Kubikinhalt  V  des  Kegels  hängt  ab  vom  Zentri- 
winkel x  des  Kreisausschnittes.  Nähert  sich  x  der  Null  oder  360  Gra- 
den, so  nimmt  V  rasch  ab.  Für  einen  bestimmten  Wert  des  Zentri- 
winkels wird  der  Kubikinhalt  des  Kegels  zu  einem  Maximum.  Mau 
soll  diesen  Winkel  bestimmen. 

Es  sei  y  der  Radius  der  Grundfläche  und  h  die  Höhe  des  Ke- 
gels, so  ist  dessen  Volumen 

(1)  V  =  |y27rh. 

Allein  die  Grösse  V  soll  hierin  durch  den  Zentriwinkel  x  und 
nicht  durch  y  und  h  ausgedrückt  sein.  Daher  müssen  Werte  für  y 
und  h  gefunden  werden,  welche  nur  die  eine  Variable  x  enthalten. 

Es  sei  r  der  Radius  des  Kreisausschnittes  und  b  sein  Bogen,  so 
hat  man 

x:360=b:2,.„,     „_.»*« 

Es  ist  aber  auch  b  =  2?ry,  d.  h.  gleich  dem  Umfaug  der  Kegel- 
gruudfläche.  Setzt  man  diese  beiden  Werte  von  b  einander  gleich,  so 
folgt 

<2>  y=360- 
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Nun  ist  aber  auch  vermöge  des  rechtwinkeligen  Dreiecks  aus  den 
Seiten  h,  r  und  y 


(3)  h»~r»-y*  =  (~ö-J  (860» -x»). 

Setzt  man  die   vorstehenden  Werte    von  y  und  h   aus  (2)  und  (3) 
in  (1),  so  erhält  man  als  Ausdruck  für  das  Volumen  des  Kegels 

■*(w)'x*1'55i=ii 


3     , 

•    AhL-nrv.ina   —  ( 

360  J 


Oder   indem   man   zur  Abkürzung  —  (  )   = 


V=-cy"3602-x4  —  x6, 
dV  2-3602-x3  —  3xJ 


dx  K3602-x4  —  x6 

dV 
Für  — —  =  0  wird 
dx 

2  •  (360)2  —  3  x2  =  0,  x  =  360  \f  \  =  293,938. 


Der  Zentriwinkel  des  Kreisausschnittes  muss  also  nahezu  294° 
betragen. 

38.  Aufgabe.  In  der  Physik,  Mechanik,  Astronomie,  praktischen 
Geometrie  etc.  sei  eine  Grösse  x  durch  Beobachtung  zu  ermitteln.  Bei 
n  aufeinander  folgenden  Versuchen  finde  man  dafür  die  Werte  ai,  a2, 
a3,  .  .  an.  Da  diese  Grössen  vom  wahren  Werte  x  etwas  abweichen, 
so  sind  x  —  ai,  x  —  a2,  .  .  x  —  an  die  Fehler  der  Beobachtungen. 

Nun  hat  Gauss  gezeigt,  dass  die  aus  der  Beobachtung  zu  be- 
stimmende Grösse  x  am  richtigsten  wird,  wenn  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Beobachtungsfehler  ein  Minimum  ist.  Nach  dieser  „Methode 
der  kleinsten  Quadrate"  muss  also  die  Funktion 

y  =  (x-a1)2-Kx-a2)2  +  ..  +  (x-au)2 
ein  Minimum  sein.     Nun  ist 

-^=2[(x-a1)  +  (x-a2)  +  ..+(x-an)]. 

Setzt  man  diesen  Differentialquotienten  =  0,  so  folgt 

ai  -f-  a2  -\-  a3  -f-  •  •  ~h  an 

n 

Dieser  Wert  von  x  ist  das  arithmetische  Mittel  aus  sämmtlichen 
Beobachtungen.  Lässt  man  x  von  0  bis  zu  diesem  Mittel  wachsen, 
so  bleibt  dy  negativ,  also  nimmt  y  ab.  Nimmt  x  noch  weiter  zu,  so 
wird  dy  positiv,  also  wächst  y.  Folglich  wird  y  ein  Minimum  für  die- 
sen mittleren  Wert  von  x. 

A  uteo  h  eimer,  Eletuentarbuch.  3 
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Aus  einer  Anzahl  Beobachtungen  wird  der  richtigste  Wert  erhal- 
ten, wenn  man  das  arithmetische   Mittel   dieser   Beobachtungen   nimmt. 

39.  Aufgabe.  In  einem  Dreieck  sind  eine  Standlinie  c  und  die 
beiden  anliegenden  Winkel  A  und  B  gemessen.  Man  soll  bestimmen, 
welchen  Einfluss  der  Fehler,  welcher  am  Winkel  A  haftet,  auf  die 
gegenüberliegende  Seite  a  ausübt  (Fig.  14). 

Fi}J.    14  Man  hat  die  Relation 

a :  c  =  sin  A  :  sin  C,  a  sin  C  =  c  sin  A 

oder  da  sin  C  =  siu  (A-f-B),  s0  hat  mau  auch 
a  sin  (A  -\-  B)  =  c  sin  A. 

Nimmt  man  auf  beiden  Seiten  die  natürlichen  Logarithmen,  so 
kommt 

log  a  -|-  log  sin  (A  -f-  ß)  =  log  c  -j-  log  sin  A. 

Denkt  man  sich  hierin  A  und  a  veränderlich  und  B  und  c  kon- 
stant, so  erhält  man  durch  Differentiation 

da        cosA   ,,        cos  (A  -4-  B) 

d  A r-h — r^w  d  A, 


a  sinA  sin(A-j-B) 

da  _  siu  BdA 

a  sin  A  sin  (A  -|-  B)  ' 

Die  Aenderung,    welche    bei    denselben  Werten   von  dA   das  Ver- 

da 

hältnis erfährt,  hängt  vom  Wert  des  Winkels  A,  also  vom  Wert 

a 

da 
des  veränderlichen  Nenners  sin  A  sin  (A  -f-  B)  ab.     Es  wird grös- 
ser, wenn  dieser  Neuner  abnimmt  und  ein  Minimum,  wenn  der  Nenner 
ein  Maximum  wird.     Man  bezeichne  diesen  Nenner  mit  y,  so  ist 

-~-  =  siu  A  cos  (A  -j-  B)  -f-  cos  A  sin  (A  -|-  B), 

(1)  ^  =  sin(2A+B). 

Setzt  man  diesen  Differentialquotienten  ==  0,  so  erhält  man 

2A-f-B  =  0,       2A  +  B  =  ir,       2A-J-B  =  2tt,.. 

Die  Bedingung  2  A  -j-  B  =  0  kann  nicht  bestehen,  weil  sonst  einer 
der  Winkel  A,  B  negativ  sein  müsste,  was  dem  Sinn  der  Aufgabe 
nicht  entspricht.  Die  Bedingung  2  A  -f-  B  =  2  %  ist  ebenfalls  unzuläs- 
sig, weil  2(A+B4-C)  =  2t  und  2 A-|-B<2  (A  +  B-j-C)  ist. 
Deshalb  wird  sin  (2  A  -\-  B)  =  0,  wenn  2  A  -\-  B  =  ir,  also  wenn 

A=|(7T-B). 
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Lässt  man  in  der  Gleichung  (l)  den  Winkel  A  von  0  bis  —  (n  —  B) 

wachsen,  so  bleibt  dy  positiv,  also  wächst  y.     Wächst  A  noch  weiter, 

so  wird  d  y  negativ,  also  nimmt  y  ab.     Folglich  wird  y  ein  Maximum, 

da  1 

also ein  Minimum,  wenn  A  =  —  (%  —  B). 

a  2 

Setzt  man  diesen  Wert  von  A  in  die  Gleichung  A-|-B-j-C  =  '7r, 
so  folgt 

C  =  {(7T-B). 

da 

Folglich  wird  C  =  A  für  den  Fall ,    dass   ein  Minimum  wird. 

a 

Nun  sei  dA  die  Grösse,  um  welche  A  fehlerhaft  gemessen  wurde, 
so  wird  da  der  Fehler  der  Seite  a  sein.  Der  kleinste  Fehler,  wel- 
cher beim  Messen  eines  Winkels  an  der  gegenüberstehenden  Seite  ent- 
steht, tritt  somit  ein,  wenn  die  Staudlinie  und  die  berechnete  Seite 
einander  gleich  sind. 

Setzt  mau  nun  a  =  c  voraus  und  berechnet  den  Einfiuss,  welchen 
der  Winkel  B  auf  die  gegenüberstehende  Seite  b  hat,  so  ergibt  sich 
in  gleicher  Weise,  dass  die  Standlinie  c  und  die  gesuchte  Seite  b  ein- 
ander gleich  sein  müssen,  wenn  der  Fehler  der  Seite  b  ein  Minimum 
sein  soll.  Daraus  folgt,  dass,  wenn  aus  einer  Seite  und  den  beiden 
etwas  fehlerhaft  gemessenen  anliegenden  Winkeln  die  übrigen  Stücke 
zu  berechnen  sind,  die  Fehler  dieser  Stücke  ein  Minimum  werden, 
wenn  das  Dreieck  gleichseitig  ist. 

40.  Aufgabe.  In  der  geraden  Linie,  welche  zwei  leuchtende 
Punkte  M  und  N  verbindet,  soll  diejenige  Stelle  B  bestimmt  werden, 
in  welcher  die  schwächste  Beleuchtung  stattfindet.  Dabei  wird  vor- 
ausgesetzt, dass  die  Lichtstärke  verkehrt  proportional  sei  dem  Quadrat 
der  Eutfernuug  von  der  Lichtquelle. 

Es  seien  die  Entfernungen  MN  =  a  und  MB  — x,  ferner  die  Licht- 
inteusitäteu  im  Abstände  1  von  M  und  von  N  gleich  m3  und  n3,  so 
wird  die  Lichtintensität  y  in  B  sein 

m3    .         n3  M  BN 

(1)  y^-^+^^p    o-      — 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  zur  Bestimmung  des  Minimums  von  y : 

dy  _    _  2m3    ,        2n3 

"dT~      '~^+(a-x)3_    ' 

/  n  nia  ,  , 

(2)  x  = 1 ,      oder      x:a  =  m:m-hn. 

m-j-n 

Setzt  man  den  Wert  von  x  aus  (2)  in  (1),  so  erhält  man  als 
schwächste  Lichtintensität  in  B 

(m  +  n)3 

y        „2 
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41.  Aufgabe.  Ein  Körper  vom  Gewichte  P  werde  auf  einer  Hori- 
zontalebene fortgezogen  mit  einer  Kraft  K,  welche  mit  der  Horizontal- 
ebene einen  Winkel  «  bildet.  Diese  Kraft  K  habe  nur  die  Reibung, 
welche  P  auf  der  Unterlage  verursacht,  zu  überwinden.  Bei  welchem 
Winkel  a  wird  die  Zugkraft  K  ein  Minimum? 

Fig.    15.  Man  zerlege  K  (Fig.  15)  in  die  beiden  recht- 

winkeligen Seitenkräfte  K  cos  a  und  K  sin  « ,  so 
liegt  K  cos  «  in  der  Richtung  der  Bewegung  und 
ist  somit  gleich  der  Reibung,  welche  der  Kör- 
per auf  der  Horizontalebene  veranlasst ,  wäh- 
rend K  sin «  vertikal  aufwärts  wirkt  und  den 
Druck  P  gegen  diese  Ebene  vermindert.  Der  Normaldruck  auf  die  Reib- 
fläche ist  somit  =  P  —  K  sin  «. 

Nun  sei  r  der  Reibungskoeffizient  (§  189),  d.  h.  die  Reibung  fin- 
den Normaldruck  =  1 ,  so  ist  die  Reibung  =  r  (P  —  K  sin  «),  mithin 
die  Bedingung  des  Gleichgewichtes 

K  cos  a  =  r  (P  —  K  sin  a), 
rP 

TT  . 

cos  «  -\-  r  sin  « ' 
Hierin  ist  der  Zähler  rP  konstant,  es  muss  also  der  Nenner 
y  =  cos  «  -\-  r  sin  « 
ein  Maximum  sein,  wenn  K  ein  Minimum  werden  soll.     Nun  ist 

dy  •         , 

-—-  =  —  sin  «  -4-  r  cos  «. 

da 

Dieser  Differentialquotient  wird  =  0,  wenu  tang  a  =  r. 

Lässt  man  «  von  0  bis  zu  dem  Werte ,  welcher  aus  taug  «  =  r 
entspringt,  wachsen,  so  bleibt  dy  positiv,  also  wächst  y.  Nimmt  « 
noch  weiter  zu,  so  wird  d  y  negativ ,  also  y  kleiner.  Folglich  wird  y 
für  tang«  =  r  ein  Maximum,  also  K  ein  Minimum.  Dieser  Minimal- 
wert von  K  ist 


K  = ; ; =  r  P  cos  a 

cos  a  -j-  tang  a  •  sin  a 


oder  di 


Vi  +  tang2«        Vl+r2 

K=yT^Rp' 

Bei  Fuhrwerken  auf  schlechten  Strassen  kann  r  =  0,07  angenom- 
men werden.  Nun  erhält  man  für  tang  «  =  0,07  einen  Winkel  «  =  4°. 
Folglich  ist  die  günstigste  Richtung  der  Zugstange  um  4  Grade  zur 
horizontalen  Fahrbahn  geneigt. 
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42.  Aufgabe.  Aus  einem  cylindrischen  Baurastamme  einen  recht- 
winkeligen Balken  zu  schneiden,  welcher,  in  horizontaler  Lage  an  bei- 
den Enden  unterstützt  und  in  der  Mitte  belastet,  eine  möglichst  grosse 
Tragkraft  besitze. 

Die  Aufgabe  sei  unter  der  Voraussetzung  zu  lösen,  dass  die  Trag- 
kraft bei  gegebener  Balkeuläuge  zunehme  mit  der  Breite  AB  =  y 
(Fig.  16)  und  dem  Quadrat  der  Höhe  BC  =  x  des  Querschnittes. 
(Siehe  §  202,  Gleichung  5.) 

Bei   gegebener  Länge   sei   a    die   Tragkraft   des   Bai-       Fig.  16. 
kens   für  die  Einheit   der  Breiten-    und    Höhendimeusiou. 
T  die  Tragkraft  für  die  Dimensionen  x,  y,  so  ist 

T  =  ax2y. 

Hierin   ist   eine   der    Grössen   x,  y    durch    die  andere 
auszudrücken.      Es    sei   der   Durchmesser    des    Stammes  =  D,  so  ist 
x2  =  D2 


T  = 

:a(D2y- 

y3), 

dT 

dy: 

=  a(D2-: 

3y2). 

Damit  T  ein 

Maximum 

werde, 

setze 

dT 

man  - —  = 

dy 

=  0, 

woraus 

folgt 

D2-3y5 

:  =  o,- 

y  = 

D 

"TT 

Setzt  man  diesen  Wert 

von  y 

in  x2 

=  V2-y2.. 

so 

wird 

sein 

X  = 


¥- 


Mithin  hat  man  die  Proportion 

y2:x2:I)2=1.2:3 

Da  hiernach  y :  x  =  1 :  V2,  so  ist  annähernd 

y  :x  =  5:  7. 
43.   Aufgabe.     Man  soll  prüfen,  ob  die  Funktion 

y  =  a-f-x3 

Maxima-  oder  Minima-Werte  habe. 

Die  Konstruktion  der  Gleichung  gibt  eine  Kurve 
von  der  Form  CBD  (Fig.  17).  Sie  schneidet  die 
Ordinatenachse  in  einem  Punkte  B,  dessen  Koordi- 
naten x  =  0  und  y  =  a  =  AB  sind.  Durch  Differen- 
tiation folgt 

4*- =  3x3. 
dx 


Fig. 

17. 
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Dieser  Differentialquotient  wird  =  0 ,  wenn  x  =  0.  Also  ist  die 
Tangente  an  die  Kurve  durch  den  Punkt  B  parallel  zu  A  x.  Lässt 
man  x  von  —  oo  bis  0  wachsen,  so  bleibt  d  y  positiv ;  also  wächst  y. 
Nimmt  x  von  0  bis  -j-  oo  zu,  so  ist  dy  ebenfalls  positiv,  also  wächst  y 
fort.  Mithin  geht  dy  aus  positiven  Werten  durch  die  Null  in  positive 
Werte  über.  Der  Durchgang  findet  statt  für  x  =  0.  Mithin  ist  der 
Punkt  B  ein  Wendepunkt  der  Kurve. 

dy 
Für  x  =  -r-b  wird -r=- =  3  b2 ;    man    erhält    daher    für   je    zwei 
dx  J 

gleiche   Abscissen    mit   entgegengesetztem   Zeichen   zwei    Kurvenpunkte, 
für    welche  —  -    den    gleichen   Wert    hat.       Also    sind    die    Tangenten 

durch    diese   Kurvenpunkte    parallel.       Wächst  x  von  0    aus   in  positi- 

dv 

vem    und   negativem   Sinne,     so   wächst  auch  —    .   d.  h.    diese   Tan- 

dx 

genten  nehmen   mehr    und    mehr   eine  Richtung  an,    welche    senkrecht 

steht  zur  Abscissenachse  und   erreichen  diese  Richtung    für  x^^^C©. 

44.    Aufgabe.      Zu    prüfen,    welche    Eigentümlichkeit    eine    Kurve 

darbietet    für  — h-  =  0,  wenn  deren  Gleichung  ist 
dx 

y  =  a-j-btl-x)2. 
Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  findet  man 

dx="2b]Al-X- 

Dieser  Differentialquotient  wird  =0,  wenn  x=l.  Lässt  man 
x  von  —  GO  bis  -j-  1  wachsen,  so  bleibt  dy  negativ,  also  nimmt 
während  der  ganzen  Aenderung  y  ab.  Wächst  x  über  -j- 1  hinaus, 
so  werden  dy  und  y  imaginär.  Also  hört  der  Lauf  der  Kurve  für 
x=l  auf.  Mithin  ist  der  Kurvenpunkt,  dessen  Koordinaten  x=l, 
y  =  a  sind ,  eine  Spitze  der  Kurve ,  deren  Tangeute  parallel  zur  Ab- 
scissenachse  liegt.      Der  Bedingung  -j=-  =  0    entspricht  mithin    kein 

dy 
Maximum    oder   Minimum    der    Funktion.       Für   x  =  —  QC   wird    — — 

dx 

unendlich  gross,    also  steht   die    Kurvenrichtung    für    diesen    Wert  der 

Abscisse  senkrecht  zur  Abscissenachse. 
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III.    Anwendung  der   Differentialrechnung  auf  ebene  Kurven. 

45.  Ausdrücke  für  die  Taugente  uud  Normale,  Subtangente  uud 
Subnormale  einer  Rune.  Es  sei  y  =  f(x)  oder  </>(x,y)  =  0  die  Glei- 
chung einer  Kurve,  bezogen  auf  rechtwinkelige  Koordinatenachsen  Ax,  Ay. 
Die  Koordinaten  eines  Kurveupuuktes  C  (Fig.  18) 
seien  AB  =  x,  BC  =  y.  Mau  ziehe  durch  C 
eine  Tangente  CE  und  eine  Normale  CD 
zur  Kurve,  d.  h.  eine  Senkrechte  auf  die  Tan- 
gente, und  verlängere  beide  Liuieu,  bis  sie 
die  Abscissenachse  in  E  und  D  schneiden,  so 
nennt  man  den  Abschnitt  BE  auf  der  Ab- 
scissenachse die  Subtangente  und  den  Ab- 
schnitt BD  die  Subn  or male  des  Punktes  C. 
Die  Bestimmung  der  Länge  der  Subtangente  uud  Subnormale,  sowie 
der  Richtung  der  Tangente  und  Normale  der  Kurve  wird  bisweilen  die 
Methode  der  Tangenten  genannt. 

Da  in  den  beiden  rechtwinkeligen  Dreiecken  BCE  und  BCD  die 
Winkel  BEC  und  BCD  einander  gleich  sind,  so  erhält  man 

BC  p__        dy  BD  dy 

—  =  tangCEB  =  — ,       —  =  tangBCD=— , 

folglich 

(1)  Subtangente  B  E  =  y  4^-,       Subnormale  B  D  =  y  -p-. 

dy  '    dx 

Heisst  man  das  Stück  CE  in  der  Richtung  der  Berührungslinie 
Tangente  und  das  Stück  CD  in  der  Richtung  der  Normalen  Normale, 
so  ergibt  sich  aus  den  genannten  rechtwinkeligen  Dreiecken: 


(2)  Tangente  CE  =  yl/l  +  (|jX^)  ,  Normale  CD  =  yl/ 


■12 


46.   Anwendung  auf  die  Parabel.      Die   Gleichung   der   Parabel   ist 
=  2px.     Hieraus  folgt  durch  Differentiation 


dy  =  P 
dx         y ' 

dy 
Setzt  man  hierin  Ordinate  y  =  0,  so  wird  — —-  = 

=  oo,  d.  h.  die  Be- 

rührungslinie 

im  Scheitel  der  Parabel  steht  i 

senkrecht 

,  auf  der  Abscissen- 

achse.     Setzt 

dy 

man  y  =  oo,  so  folgt  -^-  = 

0,  d.  h. 

die  Tangente,  wel- 

che  den  Parabelast  im  Unendlichen  berührt 
achse. 

,  ist  par 

allel  zur  Abscisseu- 
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dy 
Mit  Hilfe  des  Wertes  von  — —  erhält  man  ferner  (Fig.   18) 
dx 

y2 

Subtangente  B  E  =  - —  =  2x, 

Snbnormale  B  D  =  p. 

Da  nun  AB  =  x,  BE  =  2x,  so  ist  AE  =  AB,  d.  h.  die  Subtan- 
gente der  Parabel  ist  gleich  der  doppelten  Abscisse  des  Berührungs- 
punktes. Die  Suboormale  ist  konstaut,  nämlich  gleich  dem  halben  Pa- 
rameter der  Parabel. 

47.  Auwendung  auf  die  Ellipse.  Die  Gleichung  der  Ellipse  für 
den  Mittelpunkt  als  Anfangspunkt  der  Koordinatenachsen  ist 

a2y2  +  b2x2  =  a2b2, 

worin  a,  b  (Fig.  19)  die  halben  Achsen  bezeichnen.    Durch  Differentia- 
tion folgt 

dy  b2     x 

d  x  a2     y ' 

dy 
Wird  hierin  x  —  0  gesetzt,  so  ist  —p- =  0,  d.  h.  die  Tangenten, 

welche  durch  die  Endpunkte   der   kleinen   Achse   gehen ,    sind    parallel 

dy       

zur  grossen  Achse.     Wenn  x  =  =f:a,  also  y  =  0,  so  wird  -p  =  -j-  oo, 

d.  h.  die  Tangenten  durch   die  Endpunkte  der  grossen  Achse  sind  auf 
dieser  Achse  senkrecht. 


Fig.  1 


Zieht  man  einen  Durchmesser  durch  die 
Ellipse,  so  haben  die  Endpunkte  desselben 
gleich  grosse  Koordinaten  mit  entgegengesetz- 
ten Zeichen,  es  hat  also  für  beide  Punkte  die 

x  (1  v 

Grösse  — ,  also  auch      ,-   denselben  Wert  mit 

y  dx 

demselben  Zeichen.  Folglich  sind  die  Tangen- 
ten durch  die  Endpunkte  irgend  eines  Durch- 
messers zu  einander  parallel. 

dy 
Ferner  ergibt  sich  vermöge  des  Wertes  von  -r^-  : 

dx 

Subst.BE  =  -  a   ~x  Subn.  B  D  =  —  \  x. 

x  a2 

Somit  ist  die  Subtangente  von  der  Ordinate  y  und  der  kleinen 
Achse  der  Ellipse  unabhängig.  Man  ziehe  deshalb  über  derselben  gros- 
sen Achse  2a  zwei  Ellipsen  von  verschiedener  Breite;  entsprechen  hier- 
bei die  Ellipsenpunkte  C,  C  derselben  Abscisse  AB,  so  müssen  beide 
Kurvenpunkte  die  gleiche  Subtangente  BE  haben,  d.  h.  die  Tangenten 
durch  die  Punkte  C,  C  gehen  nach  dem  gleichen  Punkte  E  der  Ab- 
scissenachse. 
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Gesetzt  die  Ellipse  durch  C  sei  ein  Kreis.  Man  errichte  auf 
dessen  Radius  CA  die  Senkrechte  C'E,  so  wird  dadurch  der  Punkt  E 
gefunden;  alsdann  ziehe  man  von  E  nach  dem  Ellipsenpunkte  C  eine 
Gerade,  so  muss  CE  eine  Tangente  au  die  Ellipse  sein. 

Die  Subnormale  ändert  ihr  Zeichen  mit  dem  Zeichen  von  x,  d.  h. 
der  Endpunkt  D  der  Subuormalen  befindet  sich  immer  auf  der  glei- 
chen Seite  der  Ordinatenachse  mit  dem  Kurvenpuukt  C. 

48.  Anwendung  auf  die  Hyperbel.  Die  Mittelpunktsgleichung  der 
Hyperbel  ist 

(1)  a2y2-b2x2=-a2b2, 

worin  a,  b  (Fig.  20)   die  halben  Achsen   bezeichnen.      Durch   Differen- 
tiation folgt 

{2)  dx  ~  a2      y  * 


dy 
Für  y  =  0  wird  -  —  =  oo,    also  steht   die  Tangente   im  Scheitel 

der  Hyperbel  senkrecht  auf  der  grossen  Achse. 

Die  Sehne  CC,  welche  durch  v. 

den  Mittelpunkt  A  der  Hyperbel 
geht,  heisst  Durchmesser.  Die 
Koordinaten  seiner  Endpunkte  ha- 
ben gleichen  Wert  mit  entgegen- 
gesetzten   Zeichen.      Also   hat    der 

x  d  y 

Quotient      ,  folglich    auch  —  *     für 

beide  Endpunkte  C,  C  den  glei- 
chen Wert  mit  gleichem  Zeichen. 
Die  Berührungslinieu  durch  die  End- 
punkte eines    Durchmessers  sind  also  parallel. 

dy 
Mit  Benutzung  des  Wertes  von  —      erhält  mau  ferner 

dx 

Subt.  B  E  =  x  -  — ,         Subn.  B  D  =  --_-  x. 
x  a2 

Nun  ist  AB  =  x  die  Abscisse  des  Punktes  C,  folglich 

a2 
AE  =  AB  — BE=— . 
x 

Wenn  hierin  x  wächst,  also  der  Berührungspunkt  C  der  Tangeute 

vom  Anfangspunkt  A  sich  entfernt,  so  wird  AE  kleiuer.     Wenn  x=  oo, 

a2 
so  ist  —  =  0,    also   AE  =  0,    mithin    geht   die  Tangeute  durch  den 

Mittelpunkt.     Diese  Tangente,  welche  die  Hyperbel  im  Unendlichen  be- 
rühr^ und  durch  den  Mittelpunkt  geht,  heisst  Asymptote  der  Hyperbel. 
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Um  die  Richtung   der  Asymptote    zur  Abscissenachse   zu  erhalten, 
setze  man  den  Wert  von  y  aus  (1)  in  (2),  so  kommt 


jdy 
dx 


a  ]/"x2  -  a2 


V-ey 


llütl 


Setzt  man  hierin  x 
a 


oo ,  was   für   die  Asymptote   als   Tangente 

ist,  so  wird-  =0,    also  — — -  =  -.  Ist   AF    die    Asymptote, 

x  dx         a  ' 

so  muss  hiernach  sein 


^  =  tangFAB=*. 
d  x  a 

Man   errichte   im    Scheitel   S   der  Hyperbel   ein    Lot   SF   auf   Ax, 
welches  die  Asymptote  in  F  schneidet,  so  muss  SF  =  b  sein,  weil 


49.    Anwendung  auf  die   Kurve   der  Exponentialgleichung   y  =  ex. 

In  dieser  Gleichung  bezeichne  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen. 
Fjg   21.  Die   Abscisse   x    ist   der    Ausdehnung  von  — 00 

bis  +oo  fähig.  Folglich  hat  die  Kurve  CMN 
(Fig.  21)  zwei  Aeste,  welche  von  der  Ordinaten- 
achse  aus  nach  positiver  und  negativer  Seite  ins 
Unendliche  verlaufen.  Fürx=0  wird  y  =  e°  = 
1  =  AM.     Die  Differentiation  der  Gleichung  gibt 


dy 
dx 


Setzt  man  hierin  x 


so  wird 


ÄL 

dx 


0  und  auch  zugleich 


0.     Somit   ist  die   Abscissenachse   eine  Tangente  an   den    Kurven- 


dy 

dx 


ast  MN  im   Unendlichen.     Setzt    man   x  =  -|-00,    so  wird 

folglich  wird  die  Richtung  des  Kurvenastes  MC  im  Unendlichen  senk- 

dy 
recht   zur  Abscissenachse.      In  M   ist  x  =  0,    +-=1,  also  die  Tan- 

dx 

gente  durch  M  unter  45°  zur  Abscissenachse  geneigt. 
Ferner  ist 


Subt.  B  E 


dx 

y^7  =  1- 


Die   Subtangente   ist   mithin   konstant   und  zwar 
Lage  des  Berührungspunktes  C. 


AM   für  jede 
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50.   Gleichung  der  Taugenteu    und  Normalen    einer  Kurve.     Es  sei 

y  =  f(x)  oder  y(x,y)  =  0  die  Gleichung  einer  Kurve.  Die  Koordi- 
naten eines  Kurvenpunktes  C  (Fig.  22)  seien  x,  y.  Mau  soll  durch 
diesen  Punkt  eine  Tangeute  CE  und  eine  Normale  CD  legen  uud  deren 
Gleichungen  ableiten. 

Die   Gleichung    einer    geraden  Linie 
immer  auf  die  Form  gebracht  werden 


kaun 


(1) 


;i\' 


b, 


worin  x',  y'  die  laufenden  Koordinaten  eiues 
Punktes  der  Geraden  bezeichnen.  Wird  diese 
Gleichung  differeutiiert.  so  fiudet  man 


dy' 

dx 


Folglich  ist  der  Koeffizient  a  der  Abscisse  in  der  Gleichung  der 
Geraden  die  trigonometrische  Taugeute  des  Winkels,  welchen  i\\r  Ge- 
rade mit  der  Abscissenachse  eiusehliesst.  Soll  die  Gerade  (l)  durch 
den  Kurvenpuukt  C  gehen,  so  müssen  für  diesen  Punkt  die  Koordi- 
naten x',  y'  der  Geraden  in  diejenigen  des  Punktes  C  der  Kurve  über- 
gehen, so  dass 

y  =  ax-j-b. 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  (1)  ab,  so  folgt 

(2)  y'-y=a(x'-x). 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  durch  den  Kurven- 
punkt x,  y  geht.  Solcher  Geraden  gibt  es  aber  unendlich  viele  mit 
verschiedenen  Richtungen  zur  Abscissenachse.  Damit  die  Gerade  (2) 
zur  Tangente  CE  an  die  Kurve  wird,  muss  sein 

dy  _  dy' 

dx         dx'        a- 

Setzt  man  diesen  Wert  von 
Gleichung  der  Tangente 


(3) 


y  —  y= 


i  in  (2),   so  erhält  man  die  gesuchte 
dv 


dx 


(x'  -  x). 


Die  Gleichung  der  Normalen  geht  ebeufalls  aus  (2)  hervor;  es  ist 
nur  der  Wert  von  a  zu  bestimmen. 

Die  Normale  bildet  mit  der  positiven  Richtung  der  Abscissenachse 
den  Winkel  CDx  =  90-J-CEB.     Mithin  wird  sein 

1  _   dx 

tangCEB    ~  dy  ' 

Setzt  man  diesen  Wert  von  tangCDx  für  a  in  die  Gleichung  (2), 
so  erhält  man  als  Gleichung  der  Normalen 

(4)  y '  —  y  =  —  -^  (x'  —  x). 


tang  C  D  x  =  —  cotg  C  E  B  =  — 


dx      , 
y  =  -"dy(x 


II 


51.    Anwendung   auf  die   Gleichung    des   Kreises.       Die    allgemeine 
Gleichung  des  Kreises  ist 

(x-a)2-f-(y-b)2  =  R2, 

worin    a,  b    (Fig.  23)    die   Koordinaten    des    Mittelpunktes    und    R   die 
Halbmesser  bezeichnen.     Die  Differentiation  dieser  Gleichung  gibt 

(x  —  a)  dx  -j-  (y  —  b)  d  y  =  0, 
dy  _          x  —  a 
dx  y  —  b  ' 

Folglich    sind    die   Gleichungen    der   Tangente    und   Normale   des 

Kreises 


Fig.  23. 


/  x  — a  /  i         \ 

Gehen  die  Koordinatenachsen  durch  den 
Kreismittelpunkt,  so  ist  a  =  b  =  0  und  die 
vorstehenden  Gleichungen  sind 


y  -y 


(x'-x), 


y'-y  =  +  f(x'-*> 


Setzt  man  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  y'  =  0,  so  ist  x'  die 
Abscisse  AE  des  Durchschnittes  der  Tangente  CE  mit  der  Abscissen- 
achse.     Für  diesen  Punkt  ist  deshalb 


—  y 


(AE-x). 


Multipliziert  man  mit  y  und  setzt  den  Wert  von  y2  aus  der  Glei- 

R2 

chung  y2  =  R2  —  x2  ein,  so  folgt  AE  = .      Der  Abschnitt  AE   ist 

somit  der  Abscisse  x  verkehrt  proportional. 

Setzt  man  in  die  Gleichung  der  Normalen  y'  =  0,  so  findet  man 
auch  x'  =  0.  Dies  sind  die  Koordinaten  des  Punktes,  wo  die  Normale 
die  Abscissenachse  schneidet.  Mithin  geht  die  Normale  des  Kreises 
durch  den  Mittelpunkt. 

52.  Asymptoten  der  Kimen.  In  der  Gleichung  y  =  f(x)  oder 
<P  (x,  y)  =  0  sei  die  eine  Variable  oder  auch  beide  einer  Ausdehnung 
fähig  bis  ins  Unendliche ,  entweder  in  positiver  oder  negativer  oder  in 
beiden  Richtungen.  Man  stelle  die  Gleichung  geometrisch  dar,  so  wird 
die  Kurve  (Fig.  24)  einen  oder  mehrere  Aeste  haben,  welche  ins  Un- 
endliche verlaufen.  Man  lege  eine  Tangente  CD  an  die  Kurve  durch 
einen  Punkt  C,  verschiebe  den  Berührungspunkt  C  vom  Anfangspunkt  A 
der  Achsen  ohne  Aufhören  weg.  Nähert  sich  hierbei  die  Tangente 
einer  bestimmten  Grenzlage  FG,  welche  eine  oder  auch  beide  Koordi- 
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natenachsen  in  endlicher  Eutfernung  von  A 
aus  schneidet  und  erreicht  sie  diese  Grenz- 
lage in  dem  Augenblick,  wo  der  Berüh- 
rungspunkt ins  Uueudliche  rückt,  so  heisst 
die  Taugente  in  dieser  Grenzlage  Asymptote 
der  Kurve. 

Die  Koordinaten  des  Punktes  C  seien 
x,  y,  die  laufenden  Koordinaten  der  Tan- 
gente CD  aber  x',  y',  so  ist  die  Gleichung 
der  Tangente 


Fig.   24. 

(1) 


_dy 

«Ix 


(x'-x). 


Die  Tangeute  schneide  die  Achsen  iu  D  und  E.  Setzt  man  in 
Gleichung  (1)  y'  =  0,  so  wird  x'  =  AD;  folglich  hat  mau  zur  Bestim- 
mung des  Abschnittes  AD  auf  der  Abscisseuachse 

..        <ly 


(2) 


J        dx 
AD  =  x  — y 


(AD  -  x), 


dx 

dy 


Setzt  man  in  (1)  x' =  0,  so  wird  y'  =  AE;  folglich  hat  man  zur 
Bestimmung  des  Abschnittes  AE  auf  der  Ordinateuachse 


dy 

AE-y=-x-*. 
J  dx 


(3) 


AE  =  y  — x 


iL 

dx 


dy 


Man  bestimme  aus  der  Gleichung  der  Kurve  den  Wert  — — ,  führe 

ihn  in  (2)  oder  (3)  ein  und  lasse  sodann  x  oder  y  oder  auch  beide 
unendlich  gross  werden.  Bleibt  hierbei  einer  der  Abschnitte  (2)  und 
(3)  oder  auch  beide  endlich,  so  hat  die  Kurve  wenigstens  eine  Asymp- 
tote. Wenn  aber  die  genanuten  Abschnitte  bei  jedem  Versuche  unend- 
lich gross  werden,  so  hat  die  Kurve  keine  Asymptote. 

53.  Anwendung  auf  die  gleichseitige  Hyperbel.     Die  Gleichung  die- 
ser Kurve  ist 

xy  =  a. 


Abschnitt  AE  =  ~  =  2y. 

,   so    wird  y  =  0   und   A  E  =  0.     Da 
oo  und  auch  x  =  —  oo  ein  endlicher 


Hieraus  folgt 

dy 
dx 

somit  (§  52, 

Fig. 

24) 

Abschnitt  A  D 

=  2 

tx  = 

2a 

y 

Setzt  man   hierin  x^^^oo 
dieser  Wert  von  AE  für  x  =  4- 
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ist,  so  ist  sowohl  die  positive   wie   negative    Seite    der  Abscisseoachse 
eine  Asymptote  der  Kurve. 

Setzt  man  y  =  -j-co,    so  wird  x  =  0  und  AD  =  0;   mithin    sind 
auch  die  beiden  Seiten  der  Ordinatenachsen  Asymptoten  der  Kurve. 

54.    Anwendung   auf  die    allgemeine    Gleichung    der    Kegelschuitte. 

Diese  Gleichung  ist 

y2  =  2mx-j-nx2, 
folglich 

dy  m-f-nx 

dx  y 

dy 
Setzt  man  diesen  Wert  von  — —   iu   die    vorstehenden   Ausdrücke 
dx 

(§  52,  Fig.  24)  für  AD  und  AE  und  eliminiert  y  vermittelst  der  Glei- 
chung der  Kurve,  so  folgt 


AD 


m-[-ax 


nix 


AE  =  ±-— =^-=  -  =  H 7===. 

hmx+iix2  i  /      ,2m 

Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich  für  x  =  ^  oo 
AD  =  -A  AE  =  ±£=. 

Bei  der  Parabel  ist  n  =  0 ,  also  werden  die  Abschnitte  A  D  und 
AK  unendlich  gross.  Mithin  hat  die  Parabel  keine  Asymptoten.  Für 
die  Hyperbel  sind  m  und  n  bestimmte,  endliche  Werte  und  zudem  n 
positiv;  folglich  bat  diese  Kurve  zwei  Asymptoteu,  welche  wegen  des 
doppelten  Zeichens  von  AE  symmetrisch  zur  Abscissenachse  liegen. 
Die  Ellipse  hat  keine  Asymptoten,  weil  weder  x  noch  y  ins  Unendliche 
wachsen  können. 


IV.    Entwicklung  der  Funktionen  in  Reihen. 
55.    lieber  Reihen  im  allgemeinen.     Es  seien 

UO,    Ol,    U2,    U3,  .  .  . 

die  aufeinander  folgenden  Glieder  einer  Reihe,  so  gebildet,  dass  je 
ein  Glied  aus  dem  vorhergehenden  in  gesetzmässiger  Weise  abgeleitet 
werden  kann.  Hierbei  nennt  man  die  Zahlen  0,  1,  2,  3, . . .  die  Stellen- 
zeiger der  Glieder  und  das  Glied  uu  mit  dem  Stelleuzeiger  n  das  all- 
gemeine Glied.  Kann  n  beliebig  gross  werden,  so  heisst  die  Reihe 
eine  unendliche. 


—      47      — 

Bezeichnet  man  mit  S„  die  Summe  der  n  ersten  Glieder,  so 
wird  sein 

S„  =  OO  +  Ul  4"  "2  +  •  •  •  +  °a-l' 

Mau  lasse  hierin  n  ins  Unendliche  wachsen.  Wenn  sich  dabei  die 
Summe  Sn  mehr  und  mehr  einem  bestimmten,  endlichen  Grenzwert 
nähert,  so  heisst  die  Reihe  konvergent.  Dieser  Grenzwert  ist  als 
die  Summe  der  Reihe  zu  betrachten.  Wenn  sich  dagegen  für  ein  un- 
endlich wachsendes  u  die  Summe  S„  keinem  solchen  Grenzwert  nähert, 
so  heisst  die  Reihe  divergent.  Konvergente  Reihen  siud  daher  sum- 
mierbar, divergente  nicht. 

Die  Reihe 

ist  für  x  =  1  augenscheinlich  divergent,  weil  die  Summe  1  — {—  1  — f- 1  — j— . . 
aus  unendlich  vielen  Gliedern  unendlich  gross  wird. 

Ebenso  ist  die  Reihe  für  x^>l  divergent,  weil  die  aufeinander 
folgenden  Glieder  wachsen. 

Wenn  dagegen  x  <^  1 ,  so  nehmen  die  Glieder  ab  und  es  kann 
die  Reihe  konvergent  sein.  Um  dies  zu  prüfen,  beachte  man,  dass 
die  Glieder  der  Reihe  eine  geometrische  Progession  bilden.  Mau  er- 
hält daher  als  Summe 

Für  x  <^  1  und  ein  unendlich  grosses  n  wird  xn  im  Zähler  rechts 
verschwindend  klein;  daher  gilt  für  diese  Voraussetzung 


Mithin  kann  die  Reihe  rechts,  weil  nunmehr  summierbar,  als  Aus- 
druck für  die  Funktion betrachtet  werden. 

1  —  x 

Reihen  können  überhaupt  nur  dann  als  Wert  für  f(x)  gelten, 
wenn  sie  konvergent  sind.  Wegen  der  häufigen  Anwendung  der  Reihen 
ist  es  daher  nötig,  Kennzeichen  der  Konvergenz  anzugeben. 

56.  Konvergenz  einer  geometrischen  Progression.  Diese  Progres- 
sion sei 

a-|-ae-|-ae2-j-ae3-{-.  ^^^n-i^ 

Bezeichnet  man  die  Summe  derselben  mit  S,  so  wird  sein 

e  —  1 

Wenn  e^>l,  so  wachseu  die  Glieder  der  Progression  und  für 
n==oo  wird  en_1  unendlich  gross,  also  auch  S  =  oo.  Daher  wird 
die  Reihe  divergent. 
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Wenn  e=l,  so  ist  S  =  a -J— a  — j— a -f- . .  =  na,  also  S  =  cr  für 
u=cr;  mithin  die  Reihe  ebenfalls  divergent. 

Wenn  e  <^  1,  so  nehmen  die  Glieder  ab  und  es  wird  für  n  =  GO 
die  Grösse  e"  =  0  und  die  Summe 

also  gleich  einem  endlichen  Werte.  Es  ist  also  eine  geometrische  Pro- 
gression, deren  Glieder  ins  Unendliche  fortlaufen,  konvergent,  wenn  der 
Quotient  der  Progression  kleiner  ist  als  die  Einheit.  In  allen  andern 
Fällen  ist  sie  divergent. 

57.  Konvergenz  einer  unendlichen  Reihe,  deren  Glieder  positiv  sind. 

Die  Reihe  sei 

(1)  llO-j-«!  +U2+--  +  U"+U»  +  1+-- 

Wenn  in  dieser  Reihe  das  Verhältnis  un  +  i:u„  zweier  benachbar- 
ter Glieder,  von  einer  gewissen  Stelle  an,  gleich  oder  kleiner  ist  als 
das  Verhältnis  aen  +  1:ae"  der  gleichstelligen  Glieder  einer  geometri- 
schen Progression,  und  zwar  für  beliebig  wachsende  Werte  von  n,  so 
wird  auch  die  Reihe  (1)  konvergent  sein.  Diese  Reihe  ist  also  kon- 
vergent, wenn 


uu. 


Un 


i<l. 


In  der  Reihe 


x+i 


X     ,      X2  x3       ,  ,  x"  xu- 


1-2    '    1-2-3   '     '    '    1-2-3. .n    '    1  •  2  •  3  ..  n(n-f  1) 
ist  das  Verhältnis 


u„  n-f-1 

x 
also    ist  diese  Reihe  konvergent,    wenn  — .— —  <^  1 ,    also    x<^n-(-l. 

Da  aber  für  wachsende  Werte  von  n  die  Grösse  n  zuletzt  unendlich 
gross  wird,  so  ist  diese  Reihe  für  jeden  endlichen  Wert  von  x  kon- 
vergent. Allerdings  werden  die  Glieder  der  Reihe  für  x  ^>  1  bis  zu 
einer  gewissen  Stelle  wachsen ,  müssen  aber  von  da  an  wieder  ab- 
nehmen. 

Bei  der  Reihe 

1  +  1  •  x  -f- 1  •  2  x 2  +  1  •  2  -  3  •  x 3  -j- . .  +  1  •  2  •  3  . .  n xn  -f 
l-2..n(n-j-l)nD+1-f.. 


wird  das  Verhältnis 


Un 
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für  jeden  von  Null  verschiedenen  Wert  von  x  unendlich  gross,  wenn 
n  =  oo  angenommen  wird.  Also  kann  .diese  Reihe  für  keine  positiven 
Werte  von  x  konvergent  gemacht  werden. 

Wenn  in  der  Reihe  (1)  das  Verhältnis  der  beiden  Glieder  u„  +  i 
und  u„  für  wachsende  Werte  von  n  nur  um  unendlich  wenig  unter 
der  Einheit  liegt,  so  rauss  auf  anderweitige  Weise  ermittelt  werden, 
ob  die  Reihe  konvergiert  oder  divergiert. 

Es  sei  z.  B.  die  Konvergenz  der  Reihe 

zu  prüfen,  so  hat  man 

u„  +.  i  n  1 


n-fl  1' 

n 

Wird   nun   hierin  n    unendlich    gross,    so  ist   das    Verhältnis    von 

1:1-) um  unendlich  wenig  unter  der  Einheit.     Nuu  ist 


u 


'        _L    1    \  X 


n-fl    '    n-f-2    '   "    '    2n  '         2n' 

d.  h.   n   auf   einanderfolgeude    Glieder   sind   zusammen   grösser    als  — 

und  da  sich   die  Summe   aus   einer   solchen    Anzahl   Glieder   unendlich 
oftmal  wiederholen  kann,    so  ist  die  Summe  der   ganzen  Reihe  grösser 

als  —  •  00,  also  ist  die  Reihe  divergent. 

58.  Konvergenz  einer  unendlichen  Reihe,  deren  Glieder  positive  und 
negative  Zeichen  hauen.  Hat  die  Reihe  uo  -j-  m  -|-  U2  -|- . .  positive 
und  negative  Glieder ,  und  ist  diese  Reihe  konvergent ,  wenn  sämmt- 
liche  Glieder  positiv  genommen  werden,  so  ist  auch  die  gegebene  Reihe 
konvergent. 

Denn  es  sei  in  der  gegebenen  Reihe  R  die  Summe  aller  posi- 
tiven und  R'  die  Summe  aller  negativen  Glieder,  von  un  an  gerechnet. 
Denkt  man  sich  nun  alle  Glieder  der  Reihe  positiv  und  setzt  diese 
Reihe  konvergent  voraus,  so  ist  R-j-R'  die  Summe  ihrer  Glieder  von 
u„  an.  Folglich  muss  R-j-R'  für  hinlänglich  grosse  Werte  von  n 
verschwindend  klein  werden,  um  so  mehr  also  auch  R  —  R',  d.  i.  die 
Differenz  der  Glieder  der  gegebenen  Reihe  von  u„  an.  Folglich  ist 
eine  Reihe  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  konvergent,  wenn  das 
Verhältnis  u,l+i:u„  kleiner  ist  als  die  Einheit. 

Diejenigen  Reihen,  deren  Glieder  einen  regelmässigen  Zeichen- 
wechsel haben,  sind  auch  noch  in  dem  Falle  konvergent,  wo  das  Ver- 
hältnis u„+i:u„  mit  wachsendem  n  nur  um  unendlich  wenig  kleiner 
ist  als  die  Einheit. 

Auteuh  ei  in  er,  Elemeutarljuch.  4 
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Deuu  es  sei 

S  =  Uo  —  Ul  -\~  U2  —  U.3  -f-  U4  — 

eine  solche  Reihe,  in  welcher  jedes  Glied  kleiner  ist  als  das  vorher- 
gehende. Da  die  Differenzen  uo — ui ,  112 — 113,..  alle  positiv  sind, 
so  ist  auch  die  Summe  S  positiv.  Schreibt  mau  dagegeu  die  Reihe 
in  folgender  Weise 

S  =  Uo  —  (lll   —  U2  -\~  U3  —  11 4  -j~  •  .), 

so  sind  die  Differenzen  m  —  112,  113 — 114, . .  ebenfalls  positiv,  somit 
ist  auch  die  Summe  in  der  Klammer  positiv.  Also  ist  S  gleich  der 
Differenz  zweier  positiver  Grössen,  also  auch  kleiner  als  der  Minuend, 
d.  i.  S<^uo.     Mithin  die  Reihe  konvergent. 

Hiernach  ist  die  Reihe 

deren  Glieder  abnehmen  und  abwechselnde  Zeichen  haben,  konvergent, 
während  dieselbe  nicht  mehr  konvergiert  (§  57),  wenn  alle  ihre  Glie- 
der positiv  genommen  werden. 

50.  Konvergenz  einer  Reihe,  deren  Glieder  nach  den  Potenzen  der 
Variabein  fortschreiten.     Es  sei 

(1)  f(x)  =  A0-j-Aix  +  A2x2-f ..  +  AnX-'  +  An  +  lX'^^.. 

eine  solche  konvergente  Reihe,  so  dass  mau  für  jeden  Wert  von  u, 
von  einem  bestimmten  Gliede  au  gerechnet,  hat 

Un  +  l  An+ 1      ^  ,     An  _ 

Uu  An  An  +  1 

Wird  Gleichung  (1)  differentiiert,  so  erhält  man 

(2)  iM  =  Al_|_2A2x  +  ..  +  nA„x"-1  +  (n  +  l)An  +  ix"4-.. 

Damit  aber  die  Differentiation  und  damit  die  Gleichung  (2)  zu- 
lässig sei,  so  inuss  die  Reihe  (2)  konvergent  sein.  Dies  ist  der  Fall, 
wenn 

n-h1     A„+i        .  n  Au 

n  An    X<^'          X<^n-|-1  'An+i' 

Nun   sei   a  der   grösste    absolute   Wert,    welchen    das    Verhältnis 

n  A„ 
—  annehmen  kann,  so  wird  die  Reihe  (2)  für  alle  Werte 

U  -|-  1        A„  +  1 

der  Variabein  von  x  =  —  a  bis  x  =  -|-a  konvergent;  um  so  mehr  ist 
dies  auch  für  diese  Werte  von  x  der  Fall  mit  der  Reihe  (1),  d.  h. 
die  beiden  Reihen  und  die  mit  der  ersten  vorgenommene  Differentiation 
haben  Gültigkeit  für  jene  Werte  von  x,  welche  die  zweite  Reihe  kon- 
vergent machen. 
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60.  Satz  der  uubestiminten  Koeffizienten.  Wenn  zwei  Reihen,  die 
nach  den  ganzen  Potenzen  einer  und  derselben  Veränderlichen  x  fort- 
schreiten,  einander  gleich  sein  sollen,  so  müssen  die  Koeffizienten  der 
gleichen  Potenzen  von  x  in  beiden  Reihen  gleich  sein. 

Gesetzt  es  sei 

(1)  a-fbx-|-  cx2-j-..  =  A  +  Bx  +  Cx2-t-.. 

und  findet  diese  Gleichung  für  jeden  Wert  von  x  statt ,    so   folgt  dar- 
aus, wenn  mau  x  =  0  setzt 

(2)  a  =  A. 

Zieht  man  (2)  von  (1)  ab  und  dividiert  mit  x,  so  kommt 

b-|-cx-j-dx2  +  ..  =  B  +  Cx4-Dx2-j-.. 

Setzt  man  hierin  wieder  x  =  0,  so  folgt  b  =  B.  Fährt  man  auf 
diesem  Wege  fort,  so  folgt  c  =  C,  d  =  D, . . 

61.  Binomische  Reihe  für  beliebige  Exponenten.  In  den  elemen- 
taren Lehrbüchern  entwickelt  man  die  Potenz  (a-j-x)m  der  zweiteili- 
gen Grösse  a-j-x  für  den  Fall  in  eine  Reihe,  dass  der  Exponent  eine 
ganze  positive  Zahl  bezeichnet.  Es  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  seine 
Entwickeluug  iu  eine  Reihe  auch  zulässig  ist,  wenn  der  Exponent  eine 
negative  oder  gebrochene  Zahl  darstellt. 

Nach  dem  Satze  der  uubestimmteu  Koeffizienten  setze  mau  voraus 

(1)  (a  +  x)ul  =  Ao+Aix  +  A2X2  +  A3X3  +  .. 

In  dieser  Gleichung  sind  Ao,Ai,A2,..  koustaute ,  vou  x  unab- 
hängige Grössen,  welche  zu  bestimmen  sind. 

Setzt  man  x  =  0,  so  folgt  Ao  =  ara.  Um  die  folgenden  Konstan- 
ten zu  bestimmen,  differeutiiere  mau  (1),  so  kommt 

m(a  +  x)ra-1  =  Ai-j-2A2x-L3A3X2  +  4A4X3-{-.. 

und  indem  mau  mit  m  dividiert  und  mit  a-}-x  multipliziert 

(2)  (a-j-x)-  =  ^A1 


2a     A 

—  A2 
m 

x+^-As 

x2  +  ^-A4 
m 

*4  + 

m 

+   —  Aj 
m 

+  ^-A3 
m 

Setzt  man  nun  die  Vorzahlen  gleich  hoher  Potenzen  von  x  aus  den 
Reihen  (1)  und  (2)  einander  gleich,  so  findet  man 

Ai  =  am ;  folgl.  Ai  =  m  am_1, 

m 

1    ,      .     2a    v 

—  Ai  H A2  =  Ai  A2 

m  m 

—  A2  -4 A3  =  A2  A3 

m  m 

3      A         L    4a     A  A  A 

A3  -\ A4  =  A3  A4  = 

mm  1  •  2  •  3 

etc.  etc. 


m(m 
1 

7'V 

-2 

m  (m 

-l)(m- 

-»),- 

-3 

1-2-3 

' 

m  (m 

-  1)  (m  - 

-2)(m- 

-3) 
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Führt  man  diese  Werte  von  Ao,  Ai,  A2,..  in  (1),  so  erhält  man 
als  gesuchte  Reihe 

(3)  (a  +  x)111  =  am  -f  m  a™"1  x  +  m^~1]  am~2  x2 

m(m-l)(m-2)         .    .  , 


1-2-3 

Wenn  der  Exponent  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  hat  die  Reihe 
m  -j- 1  Glieder.  Weun  aber  m  negativ  oder  gebrochen  ist,  so  wird 
die  Reihe  eine  unendliche.     Für  diese  muss  sein 

uu  +  i  m  —  n      x  ^  x/n_l~l 

uu  n-j-la  '          a         m  —  n' 

Der  absolute  Wert  des  Verhältnisses  —    3- —  konvergiert  für  wach- 

m  —  n 

sende  Werte  von  n  gegen  die  Einheit;  folglich  ist  die  Reihe  (3)  kon- 
vergent, wenn  der  zweite  Teil  x  des  Binoms  a-j-x  kleiner  ist  als  der 
erste  a.  Mithin  ist  die  Reihe  für  (l-|-z)m  konvergeut,  wenn  z<^l. 
Die  Reihe  (3)  wird  häufig  angewendet  auf  Wurzelgrössen  mit  zwei- 
teiliger Grundzahl.  Man  bringt  sie  auf  die  Form  von  Potenzen,  wie 
folgende  Ausdrücke  zeigen: 


|/l+x  = 

(1+x)", 

fr 

-x=(l- 

-x)3- 

J/V 

:  —  e2siu2a  = 

=  (a2  —  e2siu2«) 2 , 

(l+cx)2 

-  +  cx)-2.. 

F 

ür  V  1  +  x  < 

jrhält  man  z. 

B. 

(l  +  5 

a*-i+| 

-(-- 
.   |    2V2 

')- 

2  V2 

-OCi; 

1-2-3 

-2) 

Y3-l- 

X    '          1-2 

x    H 

x  nr 

-*+t 

X2              X3 

8    ^~  16 

5x4 
128 

■  +  •• 

Diese   Reihe   kann    zur  Wurzelausziehung    von   bestimmten    Zahlen 
benutzt  werden,  wie  folgendes  Beispiel  zeigt. 

5     /In* 


1,0246951 


128  V2(V   ""■"" 


Dabei  kommt  es  aber  immer  darauf  an,  dass  die  Zahl  in  zwei 
Teile  zerfalle,  wovon  der  eine  das  Quadrat  einer  bestimmten  Zahl  und 
der  andere  Teil  klein  sei. 
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Soll  z.  B.  }   7    bestimmt  werden,  so  kann  man  wie  folgt  zerlegen 

1 

7=9-2  =  9(1-!);    daber    */T=3(1-l)"; 

7=^+i=-25r1+^;  K7=iri+^ 


4         4    V  T  25  7 '        r  2  V, 

„      121    ,9        121  f,         9  \         -,,r~      11  / 

7=^+i6=i<r(1-i2i);    1/?=iöC1 


62.  Reihe  für  die  Expouentialgrösse  ax.  Man  nehme  an,  es  lasse 
sich  a*  in  eine  konvergente  Reihe  von  folgender  Form  entwickeln 

a*  =  A  +  Bx-f-Cx2-|-Dx3-f  Ex4  +  ... 

worin  A,  B,  C, ,.  unbekauute  konstante   Grössen  bezeichnen,    welche   zu 
bestimmen  sind. 

Zuerst  setze  mau  x  =  0,  so  folgt  a°=l  =  A.  Hierdurch  erhält 
man 

(1)  ax  =  l4-Bx  +  Cx2  +  Dx3-fEx44-.. 
Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  ergibt  sich 

(2)  ax  =  — ?—  (B  +  2Cx-f  3Dx2  +  4Ex3-|-..). 

loga         ' 

Da  die  rechten  Seiten  von  (1)  und  (2)  einander  gleich  seiu  müs- 
sen, so  geben  nach  §  60  die  Vorzahlen  der  gleichen  Potenzen  von  x 
folgende  Relationen 

B  =  log  a,  folglich         B  =  log  a, 

2C  =  Bloga,  „  C=|(loga)2, 

3D  =  Cloga,  „  D  =  -^  (loga)3, 

4E  =  Dloga,  „  E^^l^-Ooga)4, 


Setzt  man  diese  Werte  von  B,  C,  D, . .    in  (1)  oder  (2),   so   erhält 
man  die  gesuchte  Expouentialreihe 

(3)  a*  =  1  +  (loga)*+i^*  +  Äi3  +  i!^lxt+.. 

Wenn  a  =  e  als  Basis   der  natürlichen   Logarithmen  (§  16)    ange- 
nommen wird,  so  ist  loge=l  und  die  Reihe  (3)  geht  über  in 

x2  \3  x4 

(4)  ex  =  l  +  x    ' 


1-2    '     1-2-3      '      1-2 
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Setzt  man  hierin  x  =  1 ,  so  erhält  man  den  numerischen  Wert 
der  Basis 

e=l  +  l+}+ii3+T^7r  +  ..  =  2,718281828.. 

Die  allgemeinen  Glieder  in  der  Reihe  (3)  sind 

(xloga)»  (xloga)»*1 

n        2-3-4..n'  "11  +  1        2-3-4..n(n-j-l)  ' 

Somit  wird  das  Verhältnis      n±l_  _ & 

un  n-f-1 

Die  Exponentialreihe  ist  mithin,  wie  vorausgesetzt  wurde,  konver- 
gent, wenn 

x  log  a  <^  n  -f-  1 

wie  gross  auch  n    angenommen   wird.     Somit   ist  die  Exponentialreihe 
für  jeden  endlichen  Wert  von  x  und  a  konvergent. 

6'A.  Reihe  für  log(l-[-x).  Man  setze  voraus,  diese  Funktion  könne 
in  eine  konvergente  Reihe  entwickelt  werden  von  der  Form 

(1)  log(l+x)  =  A-f  Bx  +  Cx2-j-Dx3  +  Ex44-.. 

worin  die  konstanten  Vorzahlen  A,  B,  C, . .  unbekannt,    somit  noch  zu 
ermitteln  sind. 

Setzt  man  x  =  0,  so  folgt  log  1  =  0  =  A.  Durch  Differentiation 
von  (1)  erhält  man 

(2)  y^  =  B  +  2Cx-j-3Dx2-f-4Ex3  +  .. 

Führt  man  nun  die  Division  von  1 : 1  — j—  x  nach  den  gewöhnlichen 
Regeln  aus  oder  entwickelt  man  (l-j-x)-1  nach  dem  binomischen 
Satze  in  einer  Reihe,  so  kommt 

(3)  _L_  =  1_X_}_X2_X3  +  X4_#> 

Die  beiden  Werte  von  -    ,        in  (2)  und  (3)  sind  Reihen,  welche 
1  -j-x 

nach    den    Potenzen    derselben    Veränderlichen   x    fortschreiten.       Also 

sind  die  Vorzahlen  gleich  hoher  Potenzen  dieser  Reihen  einander  gleich. 

Dies  gibt 

B=l,     2C=  — 1,     3D=1,     4E  =  —  1,... 

Führt  man  diese  Werte  von  B,  C,  D, ..  in  (1)  und  setzt  A  =  0, 
so  erhält  man  die  gesuchte  logarithmische  Reihe 

x2  Y3  v4  Yn  yn+l 

(4)      I„g(i+X)  =  1-Jl_+^.,JE_  +  ..±J_TJLFI  +  .. 

Die  Reihe  (3),  als  Differentialquotient  von  (4),  ist  konvergent 
für  alle   Werte   von  x,   welche   zwischen  -j- 1    und  —  1    liegen.      Also 
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ist  jedenfalls   auch    die  Reihe   (4)    nach    §  59     für   diese    Werte   kon- 
vergent. 

64.  Anwendung  dieser  Reihe  zur  numerischen  Berechnung  der  na- 
türlichen Logarithmen.  Um  die  Reihe  für  log(l-|-x)  zur  Berechnung 
der  Logarithmen  bequemer  zu  machen,  führe  man  — x  statt  -j~x  eiai 
so  kommt 

x2  3  4 

l«*(l-i)=-x-V-    3-X-- 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  für  log(l-j-x)  ab,  so  er- 
hält man 

Nun  setze  man 

1-4-x        .    .     z  z 

-— ! — =1H ,   also  x  =  - — . — , 

1  —  x  y  2  y  -f-  z 

so  wird  dadurch  die  letzte  Reihe 

«  log(z+y)  =  logy  +  2[-^-+{(--^    " 

Dies  ist  nun  die  Reihe,  nach  welcher  numerische  Rechnungen 
auszuführen  sind.  Dabei  werden  um  so  weniger  Glieder  der  Reihe  zu 
berechnen  sein,  je  kleiner  z  und  je  grösser  y  ist.  Gewöhnlich  nimmt 
man  z  =  1. 

I.  Für  z=l,  y=l  erhält  man  aus  (2) 

*-  2[l+i(Ds+}(l)+KI)'+KD9+- 

log  2  =  0,6931471806... 
IL  Für  z  =  l,  y  =  2  ist  nach  (2) 

*«-*«+«[W(F+Ki),+K#+4 

log  3  =  1,0986122887... 
III.  Für  z  =  1,  y  =  9  folgt 

und  da  log  9  =  2  log  3  =  2,197224577  .. .,  so  findet  man 
log  10  =  2,3025850930... 
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üin  die  Logarithmen  aller  ganzen  Zahlen  zu  erhalten,  müssen  ver- 
mittelst der  Reihe  (2)  nur  die  Logarithmen  der  Primzahlen  berechnet 
werden  Alle  übrigen  Zahlen  zerlege  man  in  ihre  Primfaktoren  und 
nehme  die  Summe  der  Logarithmen  dieser  Faktoren. 

65.  Bestimmung  der  gemeinen  Logarithmen.  Die  Basis  der  ge- 
meinen oder  Briggischen  Logarithmen  ist  10,  die  der  natürlichen 
e  =  2,71828..     Hat  man  nun  die  Relation 

ey  =  10x  =  A, 

so  ist  y  der  natürliche  und  x  der  gemeine  Logarithmus  derselben 
Zahl  A.  Mau  nehme  von  beiden  Potenzen  die  natürlichen  Logarith- 
men, so  ist 

y  =  xloglO. 

Daraus  folgt,  dass  der  gemeine  Logarithmus  multipliziert  werden 
muss  mit 

log  10  =  2,302585093.. 

um  den  natürlichen  Logarithmus  derselben  Zahl  zu  erhalten,  und  dass 
umgekehrt  der  natürliche  Logarithmus  multipliziert  werden  muss  mit 

iihö  ~    2,302585093..    =  °<4342M«19  ■  •  ■ 
um  den  gemeinen  Logarithmus  dieser  Zahl  zu  finden. 

Diese  letztere  Zahl  wird  Modulus  der  gemeinen  Logarith- 
men genannt.  Sind  also  nach  dem  Vorhergehenden  die  natürlichen 
Logarithmen  der  Zahlen  berechnet,  so  können  durch  Multiplikation  der- 
selben mit  dem  Modulus  die  gemeinen  Logarithmen  aus  ihnen  abgelei- 
tet werden. 

Nach  §  16,  Gleichung  (7),  hat  man  für  irgend  ein  Logarithmen- 
system 

d  log  x  =  — —  log  e. 

Für  natürliche  Logarithmen  wird  loge=l,  für  briggische  dage- 
gen ist 

log  br  •  2,7182818284  . .  =  0,4342944819  . . 

Dieser  letztere  Wert  ist  daher  für  den  in  §  16,  Gleichung  (3), 
enthaltenen  Annäherungswert  zu  nehmen. 

66.  Reihen  für  den  Sinus  und  Cosinus.  Es  sollen  die  trigonome- 
trischen Zahlen  sin  x  und  cos  x  durch  den  Bogen  x  ausgedrückt  werden. 
Man  nehme  an ,  es  lassen  sich  diese  Funktionen  entwickeln  nach  den 
Gleichungen 

(1)  sinx  =  Ax-{-Bx2-}-Cx3-f-Dx4-j-Ex5-|-.. 

(2)  COsx  =  l-|-ax  +  /Sx2  +  ^x3-f5x4-j-sx5-|-.. 

worin  A,  B,  C, . .  a,  ß,  y, . .  konstante  Zahlen  bezeichnen ,  welche  zu  be- 
stimmen sind.     Das  von  x    unabhängige  Glied    in  (1)    ist   weggelassen, 
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weil  für  x  =  0  auch  sin  x  =  0  wird;  sodann  wurde  das  erste  Glied 
rechts  in  (2)  deshalb  =1  gesetzt,  weil  für  x  =  0  diese  Gleichung 
gibt  1  =  1. 

Differentiiert  man  (1)  und  (2)  uud  ändert  das  Zeichen  von  (2), 
so  kommt 

(3)  cosx  =  A  +  2Bx-f-3Cx2-j-4Dx3-f  5Ex4-f.. 

(4)  sinx=  —  a-2£x-3>'x2-4Sx3  —  bsx*-.. 

Setzt  man  die  Werte  von  siu  x  aus  (1)  nud  (4),  sowie  diejenigen 
von  cos  x  aus  (2)  und  (3)  einander  gleich  und  berücksichtigt,  dass  in 
den  daraus  entstandenen  Gleichungen  die  Vorzahlen  gleich  hoher  Poten- 
zen von  x  einander  gleich  sein  müssen,  so  erhält  man 

3C  =  £,  4D  =  r,  5E  =  5,.. 

3^  =  -B,     45  =  — C,     5f=-D,.. 


1        D-ft 


A  = 

1,    2B  = 

•  a, 

«  = 

0,    iß  = 

--- 

A, 

woraus 

folgt 

A 

•  i? 

B  =  0, 

i 

a 

=  0, 

ß  =  ~ 

1 

2' 

2-3  2- 3 -4 -5' 

Führt  man  diese  Werte  iu  (1)  und  (2)  oder  auch  in  (4)  und  (5) 
ein,  so  erhält  man  die  gesuchten  vou  Newton  herrührenden  Reihen 

..3  „5 

(5)  sin  x  = 


2-3    '    2-3-4-5 

2 


(6)  cosx=l  -    * 


2      '    2-3-4        2-3-4-5-G    ' 

Je  eine  der  Reihen  (5)  und  (6)  ist  der  Differentialquotient  der 
andern.  Ist  daher  die  eine  konvergent  für  irgend  welche  Werte  von  x, 
so  ist  es  die  andere  für  diese  Werte  ebenfalls. 

Nun  ist  das  Verhältnis  der  beiden  Glieder 


1     2-3..  (2n—  1)  2-3..  2n(2n  +  l) 

der  Siuusreihe,  abgesehen  vom  Zeichen 

Un  +  l    _  X2 

un      ~~2n~(2n-+iy 
Damit  nun  diese  Reihe  konvergiert,  muss  sein 

Für  ein  unendlich  grosses  n   muss  somit   sein  x<^2n.     Hiernach 
wird  die  Reihe  für  jeden  endlichen  Wert  von  x  konvergent.     Die  Glie- 
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der  der   Reihe   können   allerdings,  je    nach  dem   Werte   von  x,  bis  zu 
einer  gewissen  Stelle  wachsen,  müssen  aber  von  da  an  abnehmen. 

67.  Numerische  Berechnung  des  Sinus  und  Cosinus.  In  den  eben 
entwickelten  Reihen  für  sin  x  und  cos  x  muss  der  Bogen  x  in  Teilen 
des  Kreisumfanges  ausgedrückt  werden,  welcher  mit  dem  Radius  =1 
beschrieben  wird. 

Ist  z.  B.  Sinus  und  Cosinus  von  1°  zu  bestimmen,  so  bezeichne 
man  den  diesem  Winkel  entsprechenden  Bogen  mit  x,  so  hat  man 

l°:360°  =  x:27r, 
z=  3,1415926^  =001745324 

180 

Führt  man  diesen  Wert  von  x  in  die  Sinus-  und  Cosinusreihe, 
Gleichungen  (5)  und  (6)  von  §  66,  ein  und  berechnet  die  Glieder  der 
Reihe  bis  auf  die  achte  Dezimalstelle,  so  wird  man  bemerken,  dass 
nur  die  beiden  ersten  Glieder  der  Reihen  von  Einfluss  auf  die  Resul- 
tate sind,  indem  man  erhält 

siu  io  =  0,01745329  —  0,00000089  =  0,01745240, 
cos  1°  =  1,00000000  —  0,00015231  =0,99984769. 

Die  Reihen  von  sin  x  und  cos  x  lassen  behufs  numerischer  Rech- 
nungen folgende  Umgestaltung  zu.  Man  setze  in  dieselben  x  =  m-— , 
so  gehen  sie  über  in 

-r  "wU;  +2T3TT:  s  brj  - 

1  /m7r\2  ,  1        /m7rs 


cos(m.90°):  2V2y     ,    2.3.4V2 

TT  7T2  TT  3 

Berechnet  man   die  Werte  von  — ,  — — ,  —— , . . ,     so    erhält    man 
folgende  Gleichungen 

sin  (m  •  90°)  =  4- 1,5707963  m    —  0,6459641  m3 
'  -j-  0,0796926  m5  —  0,0046818  m7 
-|-  0,0001604  m9  —  0,0000036  m11 
-1-0,0000001  m13, 
cos  (m  •  90°)  =  -j-  1,0000000        —  1,2337006  m2 
-f-  0,2536695  m4  —  0,0208635  m6 
-j-  0,0009193  m8  —  0,0000252  m10 
+  0,0000005  m12. 
Sind  Sinus    und    Cosinus    von    1°  zu  berechnen,    so    setzt  man   in 
diese  Gleichungen  m  =  —   und    man    findet   die    obigen   Werte.      Für 

1  Minute  hat  man  zu  setzen  m  •  90  •  60'  =  1',  also  m  =      ^     ,  u.  s.  w. 
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Vermittelst  dieser  Gleichungen  rechnet  mau  mir  die  Werte  vou 
Sinus  und  Cosinus  für  Wiukel    bis  auf  45°.      Folglich   ist   der   grösste 

Wert  von  m= — ,  also  sind  diese  Reiheu  sehr  konvergent. 

68.  Reiheu  für  Logarithmus-Sinus  und  Logarithmus-Cosinus.  Son- 
dert man  bei  der  Sinusreihe  (5),  §  66,  den  Faktor  x  ab,  so  er- 
hält mau 

(1)  sinx  =  X(l-^3-+  2.3X.4.5  -* 

und  setzt  zur  Abkürzung 

(9)  v=  — - -I - 

3       2-3         2.3-4-5     '    2-3-4-5-6-7 

so  geht  Gleichung  (1)  über  in 

sinx  =  x  (1  —  y). 

Nimmt  man  hier  die  natürlichen  Logarithmen,  so  kommt 

log  sin  x  =  log  x  -j-  log  (1  —  y). 

Wird  die  Grösse  log(l— y)  vermittelst  der  Reihe  (4),  §  63,  iu 
eine  Reihe  aufgelöst,  so  erhält  man 

log  sin  x  =  log  x  —  (y  +  -y+  3  +• 

Man  führe  hierin  den  Wert  von  y  aus  (2)  ein,  so  ist 


log  sin  x  =  log  x  — 


x2  x4 x«_ 

2-3    ■"  2-3-4-5         2-3-4-5-6-7 
x*         ,  x6 


2-22-32    '   22-32-4-5 
x6 


3-23-33 


m  7r 
Nun  setze  man  x  =  — —  und  gehe  von  den  natürlichen  Logarith- 
men zu  den  gemeinen  über,    indem  man  den  Modul  0,43429..  mit  M 
bezeichnet,  so  erhält  man 


log  sin  (m  -  90°)  =  log  y  +  log  m  -  M  [^  (■£ 


Verfährt  man  mit  der  Cosinusreihe 

«         x2  v* 

cos  X  =  1 


2-3-4          2-3-4-Ö-6 


60 


ebenso,    iixlem  mau  die  Grösse  rechts  =1  —  y  setzt   und   log(l  —  y) 
iu  eiue  Reihe  auflöst,  etc.,  so  erhält  man 

log  cos  (m  •  90«)  =  -  M  [±  (£f  m*  +  -±  (^J  m± 


ÄfV- 


..]. 


Hätte   man    vermittelst   dieser  Reihen    die  Grössen   log  sin  2°  und 

log  cos  2°    zu    berechnen,     so    würde    man    setzen    m-90  =  2°,  also 

2 

m  =  — — ;     für     1    Sekunde    hätte     man    m  •  90  •  60  •  60"  =  1",  also 

m  —  aa    /»r,    nrs     zu  setzen-     Da  der  grösste   in  der  Anwendung  vor- 
90  •  bO  •  60 

kommende  Wert  von  m=         ist,    nämlich    für    45°,    so    sind    diese 

Reihen  konvergent. 

69.  Reihe  für  Taug  s.  Dividiert  man  die  Reihe  für  sinx  durch 
die  von  cos  x  (§  66),  so  erhält  man  als  gesuchte  Reihe 

,    x3    .    2x5    .    17  x7    . 
tangx  =  x  +  T+— +  — +  .. 

Topographische  Aufnahmen  können  ein  verhältnismässig  grosses 
Gebiet  umfassen.  Nehmen  wir  au,  sie  seien  eingeschlossen  in  den 
.Mantel  eines  Kreiskegels,  dessen  Spitze  in  den  Mittelpunkt  der  Erde 
fällt,  so  schneidet  der  Mantel  auf  der  Erdoberfläche,  diese  kugelförmig 
gedacht,  eine  Kalotte  aus ,  auf  welcher  die  wahren  Längen  sich  vor- 
finden. Allein  die  Kalotte  werde  ersetzt  durch  die  Grundfläche  des 
Kegels,  welche  die  Kalotte  berührt  oder  durch  die  Grundfläche,  welche 
durch  den  Umfang  der  Kalotte  geht. 

Nun  ergibt  ein  Schnitt  des  Kegels  längs  der  Achse  einen  Bogen 
auf  der  Kalotte  und  zwei  Gerade  auf  den  Kegelgrundflächen.  Der  Zentri- 
winkel, welche  die  geschnittenen  Kegelkanten  bilden,  sei  2x  und  der 
Radius  der  Kugel  R,  so  sind  der  halbe  Bogen  auf  der  Kalotte  =Rx 
und  die  Radien  der  Kegelgruudflächen  =  R  tang  x  und  R  sin  x.  Diese 
Linien  verhalten  sich  unter  einander  wie  x :  tang  x  :  sin  x. 

Setzt  man  x  sehr  klein  voraus,  so  hat  man  annähernd 

x3  x3 

tangx  =  x-fy;  sinx  =  x--^-. 

Daher  die  relativen  Fehler,  wenn  tang x  und  sinx  für  x  genom- 
men werden 

tangx  — x         x2 


x  ö 

Mithin  ist  der  Fehler  auf  der  innern  Grundfläche   zweimal  kleiner 
als  auf  der  äussern. 
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Für  einen   Konvergeuzwinkel  von  1°  hat  man 

x:2T=0,5.:360»;     <=w 

Daher  ergibt  sich  hierfür 

taugx  — x         1  /  3,1415926 


0,00002538 . . 
360 

Der  Fehler  beträgt  daher  auf  der  äussern  Grundfläche  für  einen 
Bogen,  der  0,5°  umfasst,  sehr  annähernd    *  40000    von    der   Bogenlänge. 

Nimmt  man  den  Erdhalbmesser  zu  6400000  m  an,  so  beträgt  die 
Länge  dieses  Fehlers 

6400000  'W  -40500=  1'896m- 

70.  Reihe  für  Arcus-Siims.     In  der  Gleichung 

(1)  y  =  Arcsinx 

bezeichnet  x  den  Sinus,  dessen  Bogenmass  ==y  ist.  Es  soll  der  Bo- 
gen y  ausgedrückt  werden  durch  eine  Reihe,  deren  Glieder  den  Sinus  x 
enthalten.      Man  setze  zu  diesem  Zwecke 

(2)  Arcsinx  =  Ax  +  Bx2-j-Cx3-!-Dx*-f  Ex5-|-Fx6-f-Gx7  + .. 

in  welcher  Gleichung  die  Grössen  A,  B,  C, . .  unbestimmte  Konstanten 
bezeichnen.  Da  für  x  =  0  auch  der  Bogen  =  0  wird ,  so  ist  das 
Glied  mit  x°  weggelassen. 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  gibt 

(3)  -7-i—  =  A  +  2Bx-f-3Cx2-f-4Dx3-f5Ex4  +  6Fx5  +  .. 
V  1  —  x2 

Bringt    man    die     linke    Seite    dieser     Gleichung    auf    die    Form 

(1  —  x2)  '  und  entwickelt  dieselbe  nach  dem  binomischen  Satze,  so 
folgt 


Da  nun  die  rechten  Seiten  von  (3)  und  (4)  einander  gleich  sein 
müssen,  so  geben  die  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen  von  x  fol- 
gende Werte 

A  =  l,    B^O,     C  =  i     D  =  0,     E  =  ^,     P  =  0,     G-JLv. 

Vermöge  dieser  Werte  wird  die  Gleichung  (2) 
(5)  Arcsiux  =  x+6x3  +  — x5-(-Ti^x7+.. 
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Setzt  man  hierin  nach  (1)  x  =  sin  y  und  beachtet,  dass  die  Vor- 
zahlen ein  bestimmtes  Bildungsgesetz  befolgen,  so  hat  man  als  ge- 
suchte Reihe 

,„v  .         |     1-siny3    ,     l'3siuy5     ,    l-3-5siny7 

(6)  ^S,,1>'  +  -T73^  +  -T^5-+-¥T4^7- 

,     1-3-5-7-siny9    . 
'        2-4-6-8-9        ' 

In  der  Reihe  (4)  hat  man  allgemein 

_  l-3-5..(2n-l)     2n 
U,,~        2-4-6..2n         X    ' 

_  1-3-5.  .(2n-l)(2n  +  l) 
"  +  1  2-4-6. ..2n(2n-f  2) 

Mithin  das  Verhältnis 

n.,4-1  2n4-l      2 


u  i,  2  n 

Folglich  ist  die  Bedingung  der  Konvergenz  der  Reihe  (4),  welche 
als  Differentialquotient  der  Reihen  (5)  und  (6)  anzusehen  ist,  nach  §  59 

2n  +  2  -1'  <  1_" 

T2n 

Für  wachsende  Werte  von  n  nähert  sich  der  Wert,  unter  wel- 
chem x2  immer  liegen  soll,  der  Einheit,  übertrifft  jedoch  die  Einheit 
für  n  =  qo  um  unendlich  wenig.  Folglich  ist  der  grösste  zulässige 
Wert  von  x2=l,  also  für  x  =  H~  1-  Mithin  ist  auch  die  Reihe  (5) 
für  jeden  Wert  von  y  konvergent. 

1  7T 

Für  einen  Wiukel  von  30°  ist  sin  30°  =  —,  y  =  ^r-  Für  diese 
Werthe  geht  die  Reihe  (6)  über  in 


TT 


H1+irib+ 


1-3         ,  1-3-5 


2-4-5-16     '     2-4-6-7-64 
1-3-5-7 


2- 4- 6 -8- 9 -256 


+-], 


-  =  »ri    .   Jl   .   A   i    _i_j 35 |         63         i      1 

|_      '   24  "•"  640   '7168  "'294912  "^  2883584  ^"J" 

Die  Glieder  dieser  Reihe  nehmen  ziemlich  rasch  ab,  also  kann 
daraus  der  Wert  von  r  bis  zu  einem  beliebigen  Grad  der  Genauig- 
keit berechnet  werden. 
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71.  Reihe  für  Argus-Tangens.     Iu  der  Gleichung 

(1)  y  =  Are  tätig  x 

bezeichnet  x  die  trigonometrische  Tangente  des  Bogens  \.  Man  soll 
den  Bogen  y  durch  eine  Reihe  ausdrücken,  deren  Glieder  die  Variable  x 
enthalten. 

Man  nehme  als  hypothetische  Gleichung  an 

(2)  Are  taug  x  =  A  x  -f  B  x2  -f  C  x3  +  D  x4  -f  E  x5  -f . ., 

worin  A,  B,  C, . .  konstante  Grössen    bezeichnen,    welche  zu  bestimmen 
sind.      Dabei   ist    die   Vorzahl    der    Potenz  x°    gleich    Null    genommen, 
weil  für  x  =  0  auch  der  Bogen  =  0  wird. 
Man  differeutiiere  (2),  so  kommt 

(3)  -^7T2  =  A  +  2  Bx  -[-  3  C x2  -|-  4D x3  -{-  5 E x4  + . . 

1  -j-x 

Führt  man  die  Division  von   1  durch   l-px2  ans,   so    findet  man 

(4)  rJ_=1_x,  +  xi_xo+... 

Vermöge  der  Gleichungen  (3)  und  (4)  hat  man  zwei  Reihen  für 
dieselbe  Grösse  l:l-|-x2.  Also  müssen  die  Vorzählen  derselben  Po- 
tenzen von  x  iu  beiden  Keilieu  gleich  sein.     Dies  gibt 

A  =  l,     2B  =  0,     3C=—  1,     4D  =  0,     5E  =  !,... 

Führt  mau  diese  Werte  von  A,  B,  C, .  .  iu  (2),  so  folgt 

x3         x5         x7 

(5)  Are  taug  x  =  x  —  —  —  —  —  —  -f-  . . . 

Setzt  man  hierin  nach  (1)  x  =  tangy,  so  erhält  man  folgeude  von 
Leibnitz  gefundene  Reihe 

(6)  y  =  taug  y  —  —  tang3y  -f-  —  taug5y  —  —  tang7y  -f-  . . 

Die  beiden  Glieder  der  Reihe 

■    tangy2""1  _£  taugy2ll  +  1 
—     2n— 1        '       2n-f  1 
geben  das  Verhältnis,  abgesehen  vom  Vorzeichen: 
u„  + 1          2  n  —  1   ,       9 

Somit  ist  die  Bedingung  der  Konvergenz  der  Reihe  (6) 

^+r tang  y <  h   taug  y <  2n^r- 

Für  n  =  oo  kanu  tang2y  höchstens  =1  werden;  also  muss  taugy 
zwischen  -j- 1  und  — 1  liegen,  wenn  die  Reihe  (6)  konvergeut,  also 
zulässig  sein  soll. 


64      — 


Setzt  man  tangy  =  l,  so  wird  y=~,  •       Für  diese   noch  zulässi- 
gen Werte  wird  die  Reihe  (6)  geben 

d\  %  —  1  _14_Jl_  \         ]   _  _i_ 

l7j  4  3    !    5        7     '    9         11     '    '• 

Mithin,  wenn  man  je  zwei  Glieder  zusammenzieht  und  mit  4  mul- 
tipliziert 

(8)     ^=4rr3^5Ty^-9Tir^i3^  +  i7ä9+"J- 

7T  1 

Für  30°  wird  y  =  — -  und  tang  y  =  -^= ;  daher 


(9)  7r  =  2K3^1-^- 


5-32         7-33    ' 
Mittels  der  Reihen  (8)  und  (9)  kann  der  Wert  von  iz  berechnet  werden. 
Um    aber  die    Reihe  (7)    noch    rascher   konvergierend   zu   macheu, 

7T 

zerlege  mau  den  Rogen  in  zwei  solche  Teile,  dass  man  hat 


(10)                                             4-  =  4«~ 

~ß 

und  nehme  taug  a  =  —  au,  so  ist 

2  taug  a 

-i 

5 

1  —  taug-« 

,_-!_ 

12 

1    - 

25 

2- 

5 

2  taug  2«  12  120 

(11)  taUg  4  U  =  1  -  teng»2«  =  rrjöT =  TlT- 

144 

7T 

Da  ferner  taug       —  1,  so  wird   vermöge  (10)  sein 

/.  o\  taug  4  a  —  tang  ß 

1  =  tang  (4a  —  ß)  =  — j-5 ^-r, 

Ky        1  -[-  taug  4  «  •  taug  ß ' 
woraus  folgt 

a        tang  4  a  —  1 

tang  ß  = ^ : . 

öt  tang4a-j-l 

Setzt  man  hierin  den  Wert  von  tang 4a  aus  (11),    so  ergibt  sich 

120 

♦        rf         119  l 

taD^  =  -W— -  =  ^39-- 

119    ' 
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Führt  mau  nun  in  Gleichung  (6)  die  entsprechenden  Werte  y  =  « 
uud  tang  a  =  — ,  sowie  y  =  ß  und  taug  ß  =  ——   ein ,   so  findet  man 

5     V        3-52^5-54       7-56^9-58 

^  =  239  V  ~~  1T2392  ^~  5  •  2394  ~~  T-  2396  "■""' '/ 
Zieht   man  beide   Reihen   von   einander  ab ,     so   erhält   man    den 
Wert  von  — .     Folglich  entsteht  nach   einer  einfachen    Umformung  der 
Brüche  in  den  Klammern 


_£/    _  _4_|_i2_  43  44  45         .      \ 

~5V      3-100"'  5- 1002      7-1003  +  9-100*      11-1005'~'7 

_J_fi L_. i i . 

239  V        3-57121^5-571212       7-571213' 


Vermittelst  dieser  Reihe  findet  man  leicht 

TT  =  3,14159265358979323846  . . . 

72.  Ableitung  der  Jloivre'scheii  ßinomiualformel  aus  der  Expoueu- 
tial-,  Siuus-  und  Cosinusreihe.  Die  Exponentialreihe  (4),  §  62,  für  einen 
positiven  und  negativen  Exponenten  ist 

X  Y^  X3 

6  1       1  +  1-2        1- 


2-3    ' 
Durch  Addition  und  Subtraktion  dieser  Gleichung  erhält  man 

ex  +  e-s  =  2fl  +  -^-4 


1-2    ■     1-2-3-4 


1 -2-3-4-5    ' 

Setzt  man  hierin  x  y  —  1  statt  x,    so    erhält   man   mit  Rücksicht 
auf  die  Sinus-  und  Cosinusreihe 


l-2~l-2-3-4       1-2  -3-4-5-6~ 


2 

=  cosx 


1-2-3    '   1-2-3-4-5 


=  sin  x  •  V —  1. 

A  utenh  e  i  m  e  r,   Eleuieutarbuch. 
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Addiert  man  diese  beiden  Gleichungen,  so  folgt 

(1)  exV~-T=cosx-j-smx-~K^l. 
Setzt  mau  hierin  ux  statt  x,  so  wird  sein 

(2)  enx^-1  =  cosnx-f-sinnx  .  ]/"—  l. 

Erhebt  man  aber  die  Gleichung  (1)  auf  die  nte  Potenz,  so  kommt 

(3)  e"  »V-5  =  (cos  x  -f-  sin  x  •  V—  l)". 

Die  liukeu  Seiten  vou  (2)  und  (3)  sind  identisch,  also  sind  auch 
ihre  rechten  Seiteu  gleich,  dies  führt  zu  der  gesuchten  Moivre'schen 
Formel 

(4)  (cosx-psiux  •]/" —  l)n  =  cos  nx-j-sinnx  •  \~  —  1. 

73.  Sinus  und  Cosinus  der  vielfachen  Bogen  durch  die  Potenzen 
der  eiufachen.  Entwickelt  man  die  linke  Seite  der  eben  erhaltenen 
Moivre'schen  Formel  nach  dem  binomischen  Satze,  so  folgt 

(cos  x  -j-  siu  x  •  Y  —  1)"  =  cos"x  -\-  —  cos"  - 1%  sin  x  •  Y~  1 

u(n  —  1)  _2     .  2 
— cos"    Jxsmzx 

_  n  (n  —  l)(n  — 2) 
1-2-3 

.    n(n-l)(n—  2)  (u  —  3)       „_4     .  4 
+ 1  ^3^4 C°S       X  Sm  X  ~  *  * 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  gleich  der  rechten  Seite  der 
Moivre'schen  Formel  =  cos  nx-f"sm  nx  '  V  — 1-  Mithin  müssen  die 
reellen ,  ebenso  die  imaginären  Teile  beider  gleichen  Ausdrücke  gleich 
sein.     Dies  gibt  die  gesuchten  Gleichungen 

n(n-l)(n-2)  _n_  .   ^  , 


sin  n  x  =  n  cos"      x  sin  x  — 


1-2-3 


.fr- !)(■- »)(.,- »)(.~4)         _  Sj  _ 

1-2-3-4-5 

n  (n  —  1)        „     2     •  o 
cos  n  x  =  cosux ^ — — —  cos"  _  Jx  sm^x 

.     n(n-l)(n-2)(n-3)        n_4     .  4     , 

1.2- 3 -4  ~C°         X8inx+- 

Setzt  man  in  diese  Gleichuugeu  der  Reihe  nach  n  =  2, 3, 4, . . , 
so  erhält  man  folgende  Relationen,  wenn  man  noch  sin2x  durch 
1  —  cos2x  ersetzt 
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sin  2  x  =  sin  x  (2  cos  x), 

sin  3  x  =  sin  x  (4  cos2x  —  1), 

sin  4x  =  sin  x  (8  cos3x  —  4  cos  x), 

sin  5  x  =  sin  x  (16  cos4x  —  12  cos3x  -j-  1), 

etc. 
cos  2x  =  2  cos2x  —  1, 
cos  3x  =  4  cos3x  —  3  cos  x, 
cos  4x  =  8  cos4x  —  8  cos2x  -\~  1, 
cos  5x=  16  cos5x  —  20cos3x-|-5  cos  x, 

etc. 

Löst   man   diese  Gleichungen    in  Hinsicht  der   Potenzen   von  sinx, 
cos  x  auf,  so  erhält  man 

2  sin2x  =  —  cos  2  x  -\-  1, 
4  sin3x  =  —  sin  3x  -J-  3  sin  x, 
8  sin*x  =  cos  4  x  —  4  cos  2  x  -\-  3, 
16  siu5x  =  sin  5x  —  5  sin  3x  -\-  10  sin  x, 

etc. 
2  cos2x  =  cos  2 x  -|~  1, 
4  cos3x  =  cos  3x  -)-  3  cos  x, 
8  cos4x  =  cos4x-|-4cos  2x-|-3, 
16  cos5x  =  cos  5x-^5cos  3x-|-  10  cos  x, 

etc. 


Erster  Teil  der  Integralrechnung. 


I.    Ableitung  von  Integralen. 

74.  Begriff  und  Bezeichnung  der  Integration.  Konstante  der  Inte- 
gration. Durch  die  Iutegratiou  wird  aus  einer  gegebeueu  Differential- 
gleichung diejenige  Funktion  abgeleitet,  durch  deren  Differentiation  jenes 
Differeutial  entstanden  ist  oder  doch  entstanden  gedacht  werden  kaum 
Die  Operation  des  Iutegriereus  ist  somit  das  Umgekehrte  des  Differeu- 
tiierens.  Die  aus  der  Integration  hervorgegangene  Fuuktion  wird  nach 
Bernoulli  das  Integral   des  Differentials  genannt. 

Für  einzelne  einfache  Differeutialieu  kann  das  Integral  leicht  an- 
gegeben werden.     So  ist  z.  ß. 

Differential.  Integral. 

dx,  x; 

2xdx, x2; 

dx  . 

— ,       logx; 

x 

cosxdx, sinx; 

dx 

1+x2 
wie  man  sich  durch  Differentiation  des  Integrals  überzeugen  kann. 

Um  die  Integration  durch  ein  Zeicheu  anzudeuten,  schreibt  man 
vor  das  Differential,  das  zu  integrieren  ist,  den  Buchstaben    I .       Dieses 

Zeichen    hat    für    die    Integralrechnung    dieselbe    Bedeutung,     wie    der 
Buchstabe  d  für  die  Differentialrechnung.     Man  schreibt  hiernach 


Arctangx; 


i  2xdx  =  x2,  I  cosxdx 


x  =  sin  x. 


—      69      — 
Wird  die  Integration  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung 
(1)  dy  =  f(x)dx 

ausgeführt,  so  fällt  links  das  Differentialzeicheu  weg  und  man  erhält 

(2).  y=Jf(x)dx. 

Allein  statt  dieser  Gleichung  (2)  kann  man  auch  schreiben 

(3)  y=Jf(x)dx  +  C, 

worin  die  Grösse  C  eine  Konstante  bezeichnet.  Denn  wird  diese  Glei- 
chung (3)  differeutiiert,  so  erhält  mau  die  obige  Differentialgleichung  (l), 
indem  das  Differential  von  C  =  0  wird.  Nun  ist  Gleichung  (3)  allge- 
meiner als  (2) ;  daher  wird  man  dem  aus  der  Integration  unmittelbar 
hervorgegangenen  Werte  eine  Koustante  C  anhängen. 

Die   Bedeutung   dieser   Konstanten    ergibt    sich 
durch   folgeude   Betrachtung.       Gleichung   (2)   stellt    ^^^^^^m 
eine   Kurve   dar,    deren    Abscisse    x   (Fig.  25)    und 
deren    Ordinate  y    ist;    während    Gleichung  (1)   die 
Neigung  dieser  Kurve  zur  Abscisseuachse  angibt  und 

dy 
zwar  mittels  des  Verhältnisses  -~  =  f  (x).       Nun 

sind  aber  unendlich  viele  Kurven  denkbar,  welche 
für  dieselbe  Abscisse  in  a,  b,  c . .  gleiche  Neigung 
zur  Abscisseuachse  haben.  In  den  Anwendungen  kann  im  allgemei- 
nen nur  eine  dieser  Kurven  der  Aufgabe  entsprechen  und  zwar  jene, 
welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht.  In  Gleichung  (3)  ist  nun 
die  Koustaute  C  nichts  anderes  als  eine  Ordinate,  welche  eineu  Punkt 
wie  a,  b, . .  feststellt,  durch  welche  die  Kurve  gehen  soll.  Dieser  Be- 
dingung wegeu  fügt  man  dem  aus  der  Integration  unmittelbar  hervor- 
gegaugeuen  Werte  immer  eine  Koustante  C  bei.  Ihre  Anweudung  zei- 
gen die  folgenden  Aufgaben  auf  Geometrie,   Physik,  Mechanik  etc. 

x"  +■ l 
75.   Integration  des  Differentials  xndx.      Wird  die  Funktion  — j— - - 

n  +  1 

differeutiiert,    so   findet    man   x"dx.      Folglich   erhält   mau   durch    die 

umgekehrte  Operation 

xn  +  l 

x"  d  x 


p 


/• 


n  +  1    ' 

Somit  wird  das  Integral  der  Formel  x"dx  erhalten,  wenn  man 
dx  zu  x  macht  und  die  entstandene  Potenz  xn  +  1  durch  den  neuen 
Exponenten  dividiert. 

Diese  Regel  ist  gültig  für  jeden  Wert  von  n.  Allein  sie  führt  in 
dem  speziellen  Fall,  wo  n  =  —  1  wird,  zu  dem  unbrauchbaren  Ausdruck 


/ 


x_1dx  =  ^-  +  C. 
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Nun   ist  aber   x_1dx  =  —  und  somit  das  Integr; 


J-T  =  logx 


Enthält  das  Differential  einen  konstanten  Faktor  a,   so  kann  man 
schreiben 

,11+ 1 


/(*  X11  + 

a  xn  d  x  =  a     xn  d  x  =  a      .      -|-  C 


n  +  1 

Denn  diese  drei  Ausdrücke  liefern,  wenn  sie  differentiiert  wer- 
den, ein  und  dasselbe  Differential.  Somit  geht  der  konstante  Faktor 
unverändert  aus  dem  Differential  in  das  Integral  über,  und  es  kann 
ein  solcher  Faktor  vor  oder  hinter  das  Integral-Zeichen  gesetzt  werden. 
Nach  diesen  Regeln  erhält  man  z.  B. 

fadx  =  ax-r-C,  f2x3dx  =  y  x4  +  C, 

/I.dx-^  +  C,     J|^dx=3.|x4  +  Ci 


/Ä=f 


2 


0  x  y  x 


76.    Logarithmische    und   expouentielle   Integrale.      Durch    Umkeh- 
rung der  Differentiation  folgt  unmittelbar 


fäi-W  +  1  +  C     J-^=-log(a-x)  +  C; 


Alle  gebrochenen  Differentialgleichungen,  deren  Zähler  das  Differential 
des  Nenners  ist,  führen  durch  die  Integration  auf  Logarithmen.    So  ist 

J-|¥Xx2=log(a^  +  x^)  +  C, 


J 


cosxdx  . 

log  sin  x  -f-  C, 


sinx 


dx 
Um  — -r—r —  zu  integrieren ,    multipliziere   man  Zähler   und  Nen- 
ner mit  b,  dem   Faktor  von  x   und    schreibe   dann  d(bx)   statt  bdx, 
so  folgt 
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f-*5_  =  lf-^f-  =ilog(a  +  bx)  +  C. 

J    a-f-bx         bJ    a-fbx        b 

Die  Differentialgleichungen  (2)  und  (1),    §  17,   geben   unmittelbar 

JVdx-*+Q-    JW-^+Q. 

Nach  dieser  Regel  kann  jedes  expouentielle  Differential  integriert 
werdeu,  wenn  die  Expoueutialgrösse  mit  dem  Differential  des  Exponen- 
ten multipliziert  ist.  Um  z.  B.  auxdx  integrieren  zu  können,  multi- 
pliziere und  dividiere  man  mit  n  und  schreibe  d  (n  x)  statt  n  d  x,  so  folgt 

faMXdx  =  -  fallxd(nx)=     f- \-C. 

J  nj  nloga 

77.  Trigonometrische  Integrale.  Durch  Umkehrung  der  Differen- 
tiation folgt 

I   cos  x  d  x  =  sin  x  -\-  C,         I   sin  x  d  x  =  —  cos  x  -j-  C, 

f \ —  =  tangx  +  C,      f — r^ —  =  — cotgx  +  C, 

J     cos2x  J      sin^x 

/sin  x  d  x  ,    _,  C  cos  x  d  x  .   n 
—  =  sec  x  +  C,           — —« —  =  —  cosec  x  +  C. 
cos2x                                 J      sin^x 

Um  das  Integral  von  siu2xdx  herzustellen,  ist  es  nötig,  dass 
sowohl  in  sin  2  x  als  in  dx  derselbe  Bogen   vorkomme.      Nun   ist  aber 

dx=  — -d(2x);  somit  hat  man 

fsin  2  x  d  x  =  j  fsin  2  x  d  (2  x)  =  —  —  cos  2  x  -f  C. 
Ganz  ebenso  ergibt  sich 

(cos 4 (f  d (f  =  —  j  cos 4 <f  d (4 (f)  =  —  sin  4  <f  -\~ C, 

sin  a  x  d  x  =  —     sin  a  x  d  (a  x)  = cos  a  x  -j-  C. 

78.  Kreisfunk  tioneo.  Mit  Rücksicht  auf  die  Differentialgleichungen 
in  §  23  und  24  erhält  man 

(1)  =  Are  sin  x  -f  0, 

J  Kl-x2 


Jw=A" 


(2)         hrri^-  =  Aretan«s+c> 
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(3)  I  -^jn      ■=-  =  Are  sin  vers  x  -\-  C, 


r dx_ 

Jx]/"x2-l 

r dx 


x- 
(4)  =  Are  sec  x  -f-  C. 


I.   Um  den  Ausdruck         =       =    auf  die  erste  dieser  Gleichungen 

zurückzuführen,  schreibe  man 

*(f) 


dx 
Ka2  —  x' 


in  nicht  x,  sonde 

r dx 


und  betrachte  hierin  nicht  x,  sondern  —   als  Sinus,  so  wird  sein 

a 


~&)  1 


(5)  I      — "  A    —  =  Are  sin  —  -4-  C. 
J  J/V  -  x2  a  ^ 

IL  Ganz  ebenso  findet  man  nach  (2) 

(6)  J-   a.+\.     ^ir!^^      --J-An.tawf+0. 

f"        dx  1    (>    A\TJ  1 

J^+i?^=ibJ1+}bxy  =^b  ArctaDgT+a 

xdx  . 

III.  Um  i      4     zu  integrieren,    setze  man    x^  =  z,     so    wird 

2 xdx  =  dz;  folglich 

f    xdx  1   f     dz  1  .  1  .  „  .   n 

jTT;r  =  YJTT^  =  -Arctangz  =  -Arctangx2  +  C. 

IV.  Setzt  man  in  Gleichung  (5)  statt  x  die  Grösse  b  — [—  y,  also 

dx  =  dy,         x2=b2  +  2by  +  y2, 
so  folgt 

f^—      d?"  -   =  Arcsin^+^  +  C. 

JKa2-b2-2by-y2  «■ 

Schreibt  man  hierin  a2  —  b2  =  A,  —  2  b  =  B,  also  b  = —  und 

2      4A  +  B2 
az  = -t ,  so  wird 
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Für  A  =  0  wird  diese  Gleichung 

(8)      /Ffc=Arcsin2yB_B+a 

79.    Integration  einer  Summe  von  IMfferentialien.     Es  ist 

J[f(x)dx4-9'(i)dx  +  ..]=J,f(x)dx+j9,(x)dx  +  .. 

Denn  differentiiert  man  auf  beiden  Seiten,  so  erhält  man  gleiche 
Werte.  Folglich  wird  eine  Summe  von  Differentialieu  integriert,  indem 
man  jedes  Glied  integriert  und  die  erhaltenen  Iutegrale  addiert.    So  ist 

J(a  +  bx  +  cx2)dx  =  ax+-^  +  C3-  +  C, 


J(a2-x2)dx  =  a2x--^-  +  C, 
J(xKx"4-afx)dx  =  }x^+  ~  ^  +  0. 


Da  nach  §  73  sin2x=  —  (1  —  cos2x)  nud  cos2x  =  —  (1-|-C08  2x), 
2  ^ 

so  hat  man 

Psiu2xdx=^  P(l  —  cos2x)dx=-x  — -sin2x-f  C, 

Pcos2x  dx  =  -j-  P(l  +  cos  2  x)  dx  =  ~  x  -\-j  sin  2 x  -f-  C. 

Es    ist    (a— x)2dx=(a2— 2ax-|-x2)dx;    folglich    durch    Inte- 
gration 

3 


/« 


(a  -  x)2  d  x  =  a2  x  -  a  x2  +  -^ — |-  C. 


Um    das   Produkt   (a-|-x)  (b  —  x)dx    zu  integrieren,    führe   man 
die  Multiplikation  aus.     Mau  erhält 

(a  -|-  x)  (b  -  x)  d x  =  [ab  -f  (b  -  a)  x  —  x2]  dx. 

Folglich  indem  man  integriert 

J(a  +  x)(b-x)dx  =  abx  +  (b-a)~--^-4-C. 

80.    Integration  nach  vorausgegangener  Differentiation. 

I.  Mau  differentiiere   "Ka2  -|-  x2  und  ]/~a2  —  x2,  so  kommt 


dKa2  +  x2=  ,J— -—  ,         d]/~a2-x2  = 


Ka2  +  x2'  Fa2- 
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Mithin  erhält  mau,  wenn  die  Gleichungen  integriert  werden 

II.  Man  differeutiiere  die  Grösse  log  ,  so  wird 

,,      1+x  dx 

und  indem  man  mit  2  dividiert  und  integriert 

dx  1,      1-4-x    .    „ 


<2>  J-Ä-T-r 


x 

III.  Man  differeutiiere  log(x-|-"Ka2-}-x2),  so  folgt 
i        xdx 

diog(x+n^H2)=      y"i'Tri      dx 


x  +  fa2  +  x2  ]/"a2+x2 

Mithin  durch  Umkehrung  der  Operation 

(3)       !t^w = log  (x + ra_qr~x2) + c- 

IV.  Man  differeutiiere  xn  ~  1  V"b  x  —  x2,  so  folgt 

d  (x»->  y"b^r-x2) = (u  - 1)  x— 2  Vbx^^  d  x + ^~l^z_2Adx. 

2Fbx  — x2 
Bringt  man  rechts  auf  gleiche  Benennung  und  ordnet,  so  folgt 


d  (xn-  1  Vbi  -^X2)  =  -^n-1)b     ,f_ZÜX_    - 


n  xn  d : 


Vbx-x2         "Kbx-x2 
Man  dividiere  mit  n,  versetze  die  Glieder  und  integriere,  so  kommt 

Für  n  =  1  erhält  man  hieraus 


f     xDdx  x»-1-.^- (2n-l)b    f  x-'di 

Jybx-x2"  n      K     X       X  "+"         2n         J  ]Abx"-^72  " 

n  =  1  erhält  man  hieraus 


Somit  unter  Benutzung  von  Gleichung  (8),  §  78, 
(5) 


V.  Es  ist         d  arc  lang 
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J/x  —  a  d  x 


f dj 

Jy-^^y^z^^—     y^ 


dx  Vx 

daher  auch  |  ^j=      —  \/ -  =  arc  tang 

VI.  Man  erhält  ferner  durch  Differentiation  von  sin"x  und  cos"x 
dsin"x  =  n  sinu_1x  cos  xdx,      d  cosnx  =  —  n  cosn— xx  sin  xdx, 
daher,  wenn  man  mit  n  dividiert  und  integriert 

(6)  |sinn_1xcosxdx  =  —  sinnx-f-C, 

(7)  fcosn  -  xx  sin  x  d  x  = cos"x  -\-  C. 

Für  n  =  2,  3  erhält  mau  hieraus 


sin  x  cos  x  d  x  =  —  sin2x  -\-  C, 
sin2x  cos  x  d  x  =  —  sin  3x  -j-  C, 


cos2x  sin  xdx  = cos3x  -|-  C. 


Die  Gleichungen  (6)  und  (7)  gelten   auch,    wenn    n  negativ    wird. 
Für  n  =  —  1  erhält  man  z.  B. 


cos  xdx  1       , 

sin2x  sin  x 

sin  xdx  1        ,    „ 


cos^x  cos  x 

VII.  Man  differentiiere  sinnxcosx  und  cosnxsinx,  so  kommt 

dsinuxcosx  =  —  sinn+1xdx-|-nsran_1xcos2xdx. 

d  cosnxsinx  =  cosn+1xdx  —  ncosn_Ixsin2xdx. 

Man  setze  in  den  letzten  Gliedern  cos2x  =1  —  sin2x  und  sin2x  = 
1  —  cos2x,  so  folgt 

d  siunxcosx=  —  (1  -po)sinD+1xdx-[-osinn_1xdx, 

d  cosnx  sin  x  =  (1  -|-n)cosn+1xdx  —  neos11- *xdx. 

Mithin   durch   Versetzung    der    Glieder,    Division   mit    1  -j-  n    und 
durch  Integration 

(8)  fsin-Mxdx  =  -  — ?—  sinnx  cos  x4--iL_  fsinn-1xdx  4-  C, 

J  !  +  n  1  +  nJ 

(9)  cosn+1xdx=-— i — cosnx  sin  x -}- ,,   ?      |cosn-1xdx-|-C. 
J  1-f-n  1-j-nJ 
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Für  n  =  l,2,  3  erhält  man 


Jl  1 

sin2x  d  x  =  —  —  sin  x  cos  x  -j-  -—  x  -j-  C, 

(*  1  1 

(11)  cos2xdx  =  —  sin x cos x  -f-  —  x  — [- C, 

/l  2 

sin3x  d  x  = sin2x  cos  x  —  — -  cos  x-f-  C, 

J>  1  2 

cos3x  d  x  =  —  cos2x  sin  x  +  ■«  sin  x  4"  C, 

r*  i  3/1  in 

(14)  sin4xdx=  —  —  sin3x  cos  x  -f-  f  —  —  sin  x  cos  x-]--r-  x  j  -j-C, 

(15)  I  cos4x  d  x  =  —  cos3x  sin  x  —  —  (  —  sin  x  cos  x-j-  —  x  )  -\-0. 
J  4  4  \2  2    J 

Führt  man   in  (8)    und    (9)  — n  statt  -f-  n   ein   und    versetzt   die 
Glieder,  so  erhält  man 


d  x  1    cos  x     ,    n  —  1    P      dx 

sii 
dx 


p      dx 
J   sinn+1x 

/d  x         _  1    sin  x     ,   n  —  1  p 
cos"  +  1x         n   cosnx  n     J 


cos"     \K 


VIII.  Wendet  man  dieses  Verfahren  auf  xnlogx  an,  so  kommt 
zunächst 

d  xn  log  x  =  n  xn  _  1  d  x  log  x  -j-  xn  _  J  d  x, 
sodann  durch  Division  mit  n  und  Integration 

J,  Xn  Xn 

xn-1logxdx=-    logx—  — 2--J-C. 

IX.  Ebenso  gibt  dasselbe  Verfahren  mit  Zugrundelegung  von  x"ax: 

d  x"  ax  =  n  xn  _  1  ax  d  x  -\-  xn  ax  log  a  d  x, 

f»n  xnax  n       pn_, 

xn  ax  d  x  = : x"       ax  d  x. 

J  log  a         log  a  J 

Nach  dieser  Methode  können  offenbar  unzählige  Integrale  abgeleitet 
werden,  ohne  dass  irgend  welche  neue  Lehren  der  Integralrechnung  in 
Anwendung  kommen. 

81.  Integration  durch  Einführung  einer  neuen  veränderlichen  Grösse. 

I.  Es  sei  zu  integrieren  dxl^a-pbx.  Man  setze  a-{-bx  =  z, 
so  ist 

dx  =  -r— ;       dx]^a-[-bx  =  —  z2  dz, 
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oder  wenn  z  wieder  ersetzt  wird 


JdxKa-|-bx  =  ^-(a  +  bx)2  +  0. 

TT    „  .         .  xdx 

IL  Es  sei  zu  integrieren  =-. 

|/(x  — a)3 

Mau  setze  x  —  a  =  z,  so  wird  d  x  =  d  z,  x  =  z  -\-  a  und 

xdx  z  H-  a  j         /^     _vi     ~  r\  j 
-  =  — l-r—  dz=az     -  +  z     ^     d  z. 


Mitbin 

—  2  a  z     2  -j-  2  z  2  +  C 


xdx 


JV(x-a)3 


III.  Zu  integrieren         — dx 


d  x  \ocr  X 

Mau  setze  logx  =  z.  so  ist       "    =dz  und  '    dx  =  zdz, 


/-^d*=|-(logs)*  +  C. 

t\t    v     •  +      •  sin  xdx 

IV.  Zu  integrieren ~ — . 

cos^x 

Man  setze  cosx  =  z,  so  ist  sinxdx  =  —  dz,  also 

sin  xdx  dz 


ax  il 

sin  xdx 


f«S^i  =  -f,-»d«-i  +  c 

J     cos^x  J  z 

J      cos-x  COS  X 

V.  Für  1  -j-  log  x  =  z  wird 

J^  KI+ioFx=/rzdz=}z*=|(lAT+io^^4-c. 

VI.  Um  nach  diesem  Verfahren  f  (x)  d  x  zu  integrieren,  setze  man 

z  =  .V(x),     also     x=9>(z),     dx=91(z)dz, 
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so  erhält  man 

f(x)dx  =  f[y>(z)].?>1(z)dz. 

Allein  die  rechte  Seite  kann  hier  =F(z)dz  gesetzt  werden;    da- 
her ist 


Jf(x)dx  =  fF(z)d: 


82.   Das  teilweise  Integrieren.     Es  seien  u  und  v  Funktionen  der- 
selben veränderlichen  Grösse,  so  erhält  mau  durch  Differentiation 

d  (u  v)  =  u  d  v  -|-  v  d  u 

und  hieraus  durch  Versetzung  der  Glieder  und  durch  Integration 

(1)  |udv  =  uv —  Jvdu. 

Durch  diese  Gleichung  gelingt  es  öfters,  das  Integral    Judvindie 

beiden  Teile  u  v  und      vdu  in  der  Weise  zu  zerlegen,  dass  diese  Teile 

nach   bekannten   Formeln    hergestellt   werden   können.      Die    nächstfol- 
genden Beispiele  zeigen  die    Anwendung   dieser  Gleichung. 

I.  Zu  integrieren  logxdx.     Man  setze 

logx  =  u,         dx  =  dv, 

so  folgt  unter  Anwendung  der  Gleichung  (1) 

log  x  d  x  =  x  log  x  —  x  -f-  C. 

IL  Zu  integrieren  cos  x  sin  x  d  x.     Man  zerlege  wie  folgt 
sinx  =  u;         cosxdx  =  dv, 
so  folgt  zunächst  du  =  cosxdx;  v  =  siux;  folglich 

cos  x  sin  x  d  x  =  siu2x  —     cos  x  sin  x  d  x. 

Daher  durch  Zusammenziehen  der  Glieder 


I  cos  x  sin  x  d  x  =  —  sin2x  -|~  C. 


xn  +  1  dx 

III.    Um  das  Differential  _=-  zu  integrieren,  setze  man 

]/a2-x2 

xdx 

u  =  xn,         d  v  =   -,  . =-» 

Ka2  -  x2 

so    erhält    man   unter   Anwendung   der   Gleichung    (1),    §  80:    v  = 
l^a2  —  x2 ;  mithin  wird 

uv  =  —  xn  V"a2 — x2,         vdu  =  —  nx"_1  \  a2  —  x2dx. 
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Allein  die  letzte  Gleichung   gibt,   indem   mau   Zähler  uud  Neuuer 
des   zweiten   Teils   mit  j^V2  —  x2  multipliziert 

na2xu_1dx   ,      nxn+1dx 

vdu  =   "  1/7^2  "+" >^lx2- 


Setzt  man  diese  Werte  von  uv  nud  vdu  in  (1),  so  folgt 

dx 
x' 


%r.  =  —  x"  V  a2  —  x2  4-  ua2    =-===  —  n    .,  . : 

J|Aa2-x2  ^        JVa2-x2         jFa2- 

Zieht   man  die   beiden  gleichartigen    Glieder   zusammen   und 
ert  mit  n-j-1,  so  kommt 

f  x»+xdx x^_  y-^  _ -~ ä   ,    _na2     fx»-*dx 

j         JlV-^x2  n+lKa  ^n  +  ljKa^x^ 

Ganz  ebeuso  findet  man 

fx"  +  1dx  x"     1/  2   |      2 na2     /*xn~1dx 

Jra2Tx^"~u  +  lKa  +X        «+lJ]ÄaM-x2, 


x 

Für  u  =  1  ergibt  sich  aus  diesen  beideu  Gleichungen 
f    x2dx  _^lV  2—    2_i_  a2    f      d* 

JX2dx        £  y   2|_  r2  _   ^L_   f         dx 

Wenn  man   die   zweiten    Teile  nach   den   Gleichungen  (5),    §  78, 
und  (3),  §  80,  integriert,  so  entsteht 


W     JyS=p=-f^^+XArcsi»f+c' 


(5) 


JV=q=i=¥ Ka2+x2-f  M*+r^+?)+a 


Die  vorstehende  Gleichung  (2)  kann  benutzt  werden,  um  das 
Differential  x"_1  dx]/  a2  —  x2  zu  integrieren.  Man  multipliziere  und 
dividiere  dieses    Differential    mit    ]/~a2  —  x2,  so  erhält  man 

n    u    1/-5 i       a2xn"1dx         xn+ldx 

xn-1dx  K  a2  —  x^  =  -,. =r= 

l^a2  -  x2        Fa2  -  x2 

Man  integriere,  führe  den  Wert  des  letzten  Gliedes  aus  Glei- 
chung (2)  ein  und  ziehe  zwei  gleichartige  Glieder  zusammen,  so  er- 
gibt sich 


J^-MO^-^l^+ikJ^g, 
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Ganz  ebenso  findet  man  mittels  (3)  die  Gleichung 
(7) 

Für  n  =  l,  2  ergeben  beide  Gleichungen 

(8)  Jd  x  V^~-  x~2  =  f  V^  -^  +  Y  Are  sin  ±  +  C. 

(9)  Jd  x  y^T^2  =  |  Fa2 +  *2  +  -y  log  (x  +  F^+i5)  +  0, 

Allein  die  letzten  Teile  dieser  zwei  Gleichungen  könneu  mit  Hilfe 
der  Gleichungen  (l),  §  80,  integriert  werden,  wodurch  man  erhält 

(10)  Jx  d  x  Fa^-x^  =  -  l  (a2  -  x2)^  +  C, 
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(11)  Jxdxy"a^Fx"2  =  |(a2+x2^  +  C. 
Für  n  =  3  erhält  man  aus  (7) 

Führt  mau  den  Wert  des  letzten  Integrals  aus  (5)  hier  ein,  so  kommt 

(12)  Jx2dx"Ka2+"x2"= 

£  V^F+P  +  £  [|  Ka^T^2  -  ~  log  (x  +  FaM^2)]  +  & 

83.   lutegratiou  durch  Reiheu.     Es  sei 

(1)  f(x)  =  Ao+Aix  +  A2x2-f  A3x3  +  .. 

eine  konvergente  Reihe.     Multipliziert  man  mit  dx,    und  integriert  auf 
beiden  Seiten,  so  folgt 

(2)  Jf(x)dx  =  Aox  +  -^x2  +  f-x3+^^  +  .-  +  C. 

Da  nun  die  Reihe  (1)  der  Differentialquotient  ist  von  (2),  so  muss 
nach  §  59  die  Reihe  (2)  für  dieselben  Werte  der  Variabein  x  konver- 
gent sein,  für  welche  auch  (1)  konvergent  ist. 

I.    Durch  Division  von   1  durch  1  -f-  x  findet  man 

(3)  _|l_=i_I  +  I»_x'+^-.. 


—      81      — 

Diese  Reihe  ist  konvergent  für  Werte  von  x  zwischen  —  1  und 
-f- 1.     Man  multipliziere  mit  dx  und  integriere,  so  kommt 

(4)  log(l+x)  =  x-^-+^---^-l-.. 

Die  Konstante  der  Integration  ist  =  0,  weil  für  x  =  0  beide  Sei- 
ten der  Gleichung  verschwinden.  Die  erhaltene  Reihe  ist  die  in  §  63 
abgeleitete  logarithmische  Reihe. 

IL    Für  den  Sinus  von  x  hat  man  die  Reihe 

s""1-*-  2^+  2.3*4-5  +■" 

welche   für  jeden  Wert  von  x  konvergent  ist.      Multipliziert  man   mit 
dx  und  integriert,  so  erhält  man 

x2  x4  x6 

_cosx=__  ___+_____.  .+c. 

Für  x  =  0  wird  —  1  =  C.  Führt  man  diesen  Wert  von  C  ein 
und  multipliziert  mit  —  1 ,  so  ei'hält  man  die  bekannte  Cosinusreihe 

,        x2    ,         x4 
cos  x  =  1 


2-3-4 


II.   Bestimmte  Integrale. 


84.  Begriff  und  Bezeichnung.  Es  sei  die  Differentialgleichung 
dy  =  f(x)dx  gegeben,  so  folgt  nach  §  74  durch  Integration 

(1)  y=Jf(x)dx-{-C, 

oder  indem    man    !f(x)dx  durch  F(x)  bezeichnet 

(2)  y  =  F(x)4-C 

Der  Ausdruck  rechts  in  (1)  und  (2)  wird  das  unbestimmte  Inte- 
gral von  f(x)dx  genannt,  weil  der  Wert  von  C  noch  willkürlich  ist. 

Man  nehme  nun  an,  es  gehe  y  in  ya  über,  wenn  x  zu  a  wird, 
Fig.    26,   so  erhält  man  aus  (2) 

(3)  y,  =  F(a)  +  C.  Fig-  26- 
Zieht  man  (3)  ab  von  (2),  so  folgt 

(4)  y-ya  =  F(x)-F(a). 

Diese  Differenz,  in  welcher  a  bestimmt 
und  x  als  veränderlich  gedacht  wird,  heisst  das 
partikuläre  Integral  von  f(x)dx. 

Autenheinier,  Eleiuentarbuch. 


y 

0 

a  x    i     c 
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Man  lasse  x  übergehen  in  b,  dadurch  werde  y  zu  yi,;  so  gibt 
hierfür  Gleichung  (4) 

(5)  Yb-ya  =  F(b)-F(a). 

Hierin  denkt  man  sich  a  und  b  als  bestimmte  Grenzwerte,  zwi- 
schen welchen  die  Variable  x  liegen  soll.  Also  liegt  auch  das  Integral 
von  f(x)dx  zwischen  F  (b)  und  F(a).  Iudem  nun  x  übergeht  von  a 
in  b,  ändert  sich  das  Integral  um  die  Differenz  F  (b)  —  F  (a).  Man 
sagt  alsdann,  es  sei  das  Differential  f(x)dx  integriert  worden  von 
x  =  a  bis  x  =  b  oder  auch ,  es  sei  das  Integral  von  a  bis  b  genom- 
men worden.  Um  den  Vorgang  anzudeuten,  schreibt  man  nach 
F  o  u  r  i  e  r 

b 

(6)  Jf(x)dx  =  F(b)-F(a). 

a 

Dabei  nennt  man  a  die  untere,  b  die  obere  Grenze  von  x  und 
den  ganzen  "Wert  rechts  in  (6)  das  bestimmte  Integral  von  f(x)dx. 

Setzt  man  daher  in  das  unbestimmte  Integral  zuerst  die  obere,  so- 
dann die  untere  Grenze  der  Variabein  und  zieht  das  letztere  Resultat 
vom  erstem  ab,  so  erhält  man  das  bestimmte  Integral  für  diese  Greuzeu. 

Der  Uebergang  von  F  (a)  in  F  (b)  muss  im  Sinne  von  §  4  stetig 
erfolgen.  Das  geschieht  in  unendlich  kleinen,  aufeinander  folgenden 
Intervallen,  so  dass  von  Intervall  zu  Intervall  das  Integral  (die  Ordi- 
nate der  Kurve  in  Fig.  26)  um  unendlich  kleine  Werte  sich  ändert. 
Die  endliche  Differenz  F(b)  —  F(a)  kann  daher  als  Summe  aus  diesen 
unendlich  kleinen  Werten   angesehen  werden.      Daher   kommt  es,  dass 

nach  Leibuitz  vor  das  Differential  der  Anfangsbuchstabe    I    des  Wor- 
tes Summe  geschrieben  wird. 

85.  Aenderung  der  Integratiousgrenzeii.  Dehut  man  die  Variable  x 
von  a  bis  c  aus,  wo  c^>b^>a  vorausgesetzt  wird  (Fig.  26),  so  folgt 

c 

(1)  Jf(x)dx  =  F(c)-F(a). 


Daher 


(2)  Jf(x)dx=Jf(x)dx+Jf(x) 


(1  X, 


d.  h.  um  ein  bestimmtes  Integral  zwischen  den  Grenzen  x  =  a  bis 
x  =  c  zu  erhalten ,  kann  man  integrieren  von  x  =  a  bis  x  =  b  und  so- 
dann von  x  =  b  bis  x  =  c  und  die  Resultate  addieren. 

Vertauscht  man  die  Integrationsgrenzen  in  (1),  so  folgt 


/' 


f(x)dx  =  F(a)-F(c). 
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Daher  rauss  sein 

c  a 

(3)  Jf(x)dx=-Jf(x)dx, 

d.  h.  wenn  mau  die  obere   uud  untere  Grenze   der  Variabein   verwech- 
selt, so  ändei-t  das  Integral  sein  Vorzeichen. 

86.  Auswertung  bestimmter  Integrale. 

I.    Das  unbestimmte  Integral  von  x2dx  ist 

3 


/.•d*  =  ±-+C. 


Es  soll  daraus  das  bestimmte  Integral  abgeleitet  werden  für  x  =  b 
und  x  =  a. 

Für  die   obere   Grenze  b  ist  das   Integral  =  —  4"  C, 

a3 
für  die  untere  Grenze  a  dagegen    .     .     .  =—  -|-C; 

folglich  durch  Subtraktion  dieser  beiden  Resultate 

b 

Px2dx  =  -|(b3-a3). 

a 

Für  a  =  0  geht  diese  Gleichung  über  in 

b 
0 

Wird  a  uegativ,  so  erhält  man 

+  b 

Jx2dx  =  |(b3  +  a3). 

—  a 

II.  Aus  dem  unbestimmten  Integral 
dx 


Jlnh-M.+=ö+c 


erhält  man  für  die  Grenzen  x  und  0: 

Wert  des  Integrals  für  x  als  Grenze  =  log  (a  -j~  x)  -(-  C, 
Wert  des  Integrals  für  x  =  0      .     .  =  log  a  -j-  C. 

Daher  durch  Subtraktion  des  letztern  Wertes 


j  — ^  =  log  (a  +  x)  —  log  a  =  log 
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Wird  hierin  a  als  obere  Grenze  eingeführt,  so  kommt 

a 

P  dx 

— j—  =  log  2  a  —  log  a  =  log  2. 
o  a  — p~  x 
o 

III.    Es  ist       I  sin  x  =  cos  x  -f-  C. 

7T 

Für   x  =  —  als  obere  Grenze  wird  das  Integral  =  0  -\-  C, 
für   x  =  0  als  untere  Grenze =  1  -j-  C ; 

71 

Y 


daher  Jsinxdx  =   -1. 

o 
IV.  Nach  §  82,  Gleichung  (4)  ist 


/ 


x2dx  x  1A-2 ö   i    a2   a       •     X    I    n 

p==r=-Y^-x2H-TArcsm7  +  C. 


Man   nehme   als   obere   Grenze  x  =  a   und    als    untere  x  =  0 ,    so 

wird    der   Bruch  —    rechts    in    Are  sin:    für    die    obere    Grenze  =  1, 
a 

7T 

für  die  untere  =0.      Allein  der  Bogen,    dessen  Sinus  =  1,  ist  =  — 

und  der  Bogen,  dessen  Sinus  =  0,  ist  selbst  =  0.     Daher  wird 

a2     7r 
das  Integral  für  die  obere  Grenze  =*  —  ■  —  -4-  C 

und  für  die  untere  Grenze  .     .     .  =  0  -j-  C, 
f     x2dx  1    2 

somit  J  yrw  =  4 a  * 

o 

x 

f\    d  \  x  t a  y 

-p==^=    -¥  Ka2-x2-|-TArcsin7. 


V.   Nach  §  80,  V.  ist 


n. 


dx  k      .  V  x—  a    l    n     ^  u 

Arctang  i   C.    Daher 


Kx-aVb-x  Vb 

b 

dx  _ 

Kx-a  Vb  —  x~ 
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VI.  Nach  §  62,  Gleichung  (4),  hat  man  folgende  Reihe 

eu  =  1l     »     li^J ^ I ^ L 

-    '     1    ^  1-2   ^  1-2-3     '     1-2-3-4     *" 

Es   werde  mit  —  -   multipliziert  und  integriert,  so  kommt 
feaxdx        .         ,  ,       a2x2       ,  a3x3  . 

Daher  das  bestimmte  Integral  für  die  Grenzen  xi  und  xo : 

"0 

VII.  Weitere  Beispiele  zur  üebung. 

5  3 

f3xdx=125;  JVxd x  =  2,797  .. ; 

o  i 

f      dx       _  (LAX_  =  ^L. 

Jyi^x   ,%  Jvt=t»   2' 

O  0 

1  00 

/dx        _  7r  p      dx        _  _7T_ 

l+x^^T5  J    1+x2  ~~  2  "' 

0  0 

lsin2xdx=  — -;  lcos3xdx  =  — ; 

o  o 

a  a 

JdxTa2^x"2  =  ^a27r;       jFa^^x  dx= -|a3; 

0  0 

1  1 

f(a-fbx)dx  =  a-j-|b;      jex  dx  =  1,71828  . . 
o  o 

CO  Q 

Pe-*dx=l;  Je 

o  o 

7i  n 

T  1 

Jsin4xdx  =  0;  |cos4xdx  =  0. 


dx=i 


o 
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III.   Länge  ebener  Kurven. 

87.  Ausdruck  für  das  Element  eiues  Bogens.  Es  sei  y  =  f  (x)  die 
Gleichung  einer  Kurve  CE  (Fig.  27).  Die  Ordinaten  ED  und  CB 
dieser  Kurve  schliessen  einen  Bogen  EC  =  s  ein,  dessen  Differential 
zu  bestimmen  ist. 

Die  Bogenlänge  s  hängt  von  der  Abscisse 
A  B  =  x  ab ,  ist  also  eine  Funktion  von  x. 
Wenn  x  inx-}-Ax  =  Am  übergeht,  so  wird 
y  zu  yiAy  =  mn  und  s  zu  s-}-As  =  En. 
Man  ziehe  Cn'  parallel  zur  Abscissenachse ,  so 
ist  uq'  =  A  y.  Legt  man  noch  eine  Sebue  durch 
die  Kurvenpunkte  C  und  n,  so  ist  die  Länge 
dieser  Sehue 


Allein  das  Bogenstück  Cn 
wird  sein 

As 

A3 


T(Ax)2~f-(Ay)2  =  Ax 
As  ist  länger  a 


V- 


Aj^2 
Av 


die  Sehne,  mithin 


j/'+(!0 


>i. 


Wenn   hierin   Ax   ohne  Aufhören   abnimmt,    so    nähert  sich   der 
As   der   Sehne   als   einer    Grenze   und    erreicht   dieselbe,   wenn 
Ax  zu  dx  wird.     Alsdann  wird  As  zu  ds  und  man  hat 

ds 
dx 


v^m 


=i. 


Diese  drei  unendlich    kleinen  Differentiale   dx,  dy,  di 
rechtwinkeliges  Dreieck,  dessen  Hypotenuse  ist 

ds  =  Vdxs 


bilden   ein 


(1) 


dy2  =  d: 


lA+00 


Wenn  nach  dieser  Vorstellung  die  Grösse  x  um  dx  zunimmt,  so 
nimmt  auch  der  Bogen  s  um  ds  zu.  Das  Differential  ds  heisst  Bo- 
genelement. 

Wird  die  Gleichung  (1)  integriert,  so  erhält  man 

als    Ausdruck   für   den  Bogen  EC.      Die   Ausführung    dieses   Integrals 
heisst  auch  die  Rektifikation  der  Kurven. 
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88.  Gerade  Linie.     Die  Gleichung  der  geraden  Linie  ist 

dv 
y  =  a  x  -j-  b,       folglich      -p-  =  a. 

dv 
Setzt  man   diesen  Wert  von-r^   in  die  Gleichung  (1),    §  87,    so 

erhält  man  für  das  Bogenelement 

ds  =  dx]/T+I2. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

s  =  Kl  +  a2Jdx  =  Vl+a2  •  x  +  C. 

Mithin  die  Lauge  der  Geraden  innerhalb  der  Abscisseu  x  und   xo, 
diese  als  Greuzen  des  Integrals  gedacht 

s  =  Kl  +  a2(x-xo). 

89.  Länge  der  Kreislinie.      Die   Mittelpuuktsgleichuug  des  Kreises 
ist  y2-}-x2  =  a2.     Durch  Differeutiation  dieser  Gleichung  folgt 


ydx+xdx  =  0,  l  +  (-^): 


=  dX|/ 


i  +  (£ 


adx 


Vdxy         ]Aa2 


Wird  diese   Gleichung   unter   Berücksichtigung   von  Gleichung  (5), 
§  78,  integriert,  so  erhält  man 


■i 


dx  .    x    , 

,.  —  =  a  Are  sin \-  0. 

Fa2-x2  a^ 


Wird  x  zwischen  den  Grenzen  b  und  c  genommen,  so  erhält  man 
für  den  Bogen,  der  über  der  Abscissendifferenz  c — b  liegt,  den  Aus- 
druck 


'/■ 


dx 


v^= 


\  ■      C  A  •      b 

Are  sin Are  sin  — 


ferner  für  den  Bogen,  der  über  der  Abscisse  x  liegt 


s  =  a  Are  sin— 


und  für  den  Viertelkreis 


jVfer=aAresinl=l 


!"' 


90.  Rektifikation  der  Parabel.     Aus  der  Gleichung  y2  =  2px  der 
Parabel  folgt  ydy  =  pdx.     Folglich 

Wird  nach  Gleichung  (9),  §  82,  integriert,  so  kommt 

Für  y  =  0  wird  auch  Bogen  s  =  0.     Setzt  man   diese  gleichzeiti- 
gen Werte  in  diese  Gleichung,  so  erhält  man 

0  =  flogP  +  C. 

Führt  man  diesen  Wert   der  Konstanten  C   in    die   Formel   für  s, 
so  ist  die  Länge    des  Parabelbogens   vom  Scheitel   bis   zum   Punkt  x,  y 

91.  Rcktifikatiou  der  zweiteu    kubische»  Parabel.      Die  Gleichung 
dieser  Kurve  ist  y3  =  a2x2.     Hieraus  folgt 

-sr  dx  3      -s- 

ax  =  y   ,        —.     ==— — -y    . 
J    '         dy        2a  3 

Mithin  das  Bogenelement 

Um  dieses  Differential  integrieren  zu  können,  führe  man  eine  neue 
Variable  z  ein,  so  dass 

9  4  a2 

l-h^2-y  =  z,     also     dy  =  — dz, 

so  erhält  man  für  das  Bogenelement 

4  a2    - 
ds=  z2  dz 

und  für  den  Bogen,  indem  man  integriert 
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Nun  sind  die  Koordinaten  des  Anfangspunktes  der  Achsen  x  =  0, 
y  =  0.  Zählt  man  den  Bogen  s  von  diesem  Punkte  an ,  so  ist  für 
y  =  0  auch  s  =  0.  Für  diese  Werte  von  y  und  s  wird  die  letzte 
Gleichung 

Führt  man  diesen  Wert  der  Konstanten  C  ein,  so  wird  die  Länge 
des  Kurvenbogens  zwischen  den  Ordinaten  0  und  y : 

,2   r/  Q  \  3 


^K'+t^)1-1} 


92.  Rektifikation  der  Ellipse.  Die  Gleichung  der  Ellipse  ist 
a2  y2  -\-  b2  x2  =  a2  b2.  Setzt  mau  hierin  x  =  a  sin  <f,  so  folgt  y  =  b  cos  <f, 
mithin  d  x  =  a  cos  <f  d  <p,  d  y  =  —  b  sin  (p  d  </>.  Folglich  ist  das  Bogeu- 
element 

d  s  =  Vdx24-dyT  =  d <f  F"a2  cos2y-|-b2sinV 

Nun  ist  aber  cos2<f  =  1  —  sin2y,  folglich 

a2  cos2?  +  b2  sin2?  =  a2  (l  -  ^~^°-  sin2?\ 

a2  ^2 

Setzt   man    hierin ^ —  ==  e2>  so  folgt 

a 

ds  =  ady  Kl  —  e2sin2<j\ 

Um  integrieren  zu  können,  entwickele  man  die  Wurzelgrösse  nach 
dem  binomischen  Satze  in  eine  Reihe.     Man  erhält 

1  1  1  1 

(1  -  e2  sin2?) 2  =  1  -  g- e*  sin2^  -  y  e*  sin*y  —  ~iq  e*  sin6(f>  ~  ' ' 

Diese  Reihe  ist  konvergent,  da  der  grösste  Wert  von  esin?=l 
ist.     Vermittelst  dieser  Reihe  wird 

(1)  d s  =  ad  <p  ( 1  —  —  e2  sin2?  —  —  e4  sin4?  —  . .  J. 

Die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  können  integriert  werden  nach 
der  Gleichung  (8),  §  80 

jsinn?d?  = smn'-1<pcos<f-\-  ~ Jsinn-2?d?. 

Man  erhält  für  n  =  2, 4,  6, ..  und  die  Grenzen  x  =  0  bis  x  =  x, 
also  für  g>  =  0  bis  ?  =  <p : 

r>  1  i 

I  sin2?  d  ?  =  —  —  sin  ?  cos  ?  -\-  —  ?, 
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J  sin4^  d  (f  =  —  —  sin3^  cos  <p  -J-  —  f  —  -  sin  y  cos  (f>  -f  —  y \ 
o 
'f 
j  sin6<f  d  <f  =  —  —  sin5</>  cos  <f 

o 

5/1  3  3 

+  g-  (  —  j  sin3^  cos  y  —  —  sin  (f  cos  <f  -j-  —  <p 

etc.  etc.  etc. 

Hierfür  wird  nun  nach  Gleichung  (1)  der  Bogen  s  sein 

=  (f  —  —  e2  (  —  (f  —  -  sin  </>  cos  (f) 

1  •  1    ,  f  1  •  3  1  •  3    .  1 

—  e4  (  — — -  y  —  — —  sin  <p  cos  (f  —  —  sin  3(f  cos  </> 


2-4      V2-4  '        2-4 

1-1-3   -/1-3-5  1-3-5  .  1-5  .    , 

"24T6eW6^24lSlnfC0Sf-MS,ü?C0S^6si"fC0sy 
—  etc.  etc. 

Wird  dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  a, 
also  zwischen  <f  =  0  und  <iP  =  ^-  genommen,  so  erhält  man  den  vier- 
ten Teil  vom  Umfang  u  der  Ellipse.     Folglich  ist 

7V2.4-6.8     )  J 

Betrachtet  man  die  Erde  als  elliptisches  Sphäroid,  so  bezeichnet 
2  a  7r  die  Länge  des  Aequators  und  u  die  eines  Meridians.  Nun  hat 
man  für  die  Erde 

e2=1-G)2=1-(H)2=0-006908"- 

Mithin 

u  =  2  aTr- 0,9982681, 

d.   h.   es    verhält    sich    der    Aequator    zum  Meridian    annähernd    wie 
1000:998,3. 

Nach  französischen  Messungen  gehen  10000000  Meter  auf  einen 
Meridianquadrant;  folglich  wird  sein 

~-  •  0,9982681  =  10000000  m, 

und  daher  der  Halbmesser  des  Aequators 
a  =  6377224  ra. 
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93.  Rektifikation  der  Cykloide.  Wenn  ein  Kreis  auf  einer  gera- 
den Linie  fortrollt,  so  beschreibt  ein  bestimmter  Punkt  des  Kreis- 
umfanges  während  der  Rotation  eine  Kurve,  welche  Cykloide  genannt 
wird. 

Es  sei  CD  (Fig.  28)  der  Rollkreis,  AB  die  Gerade  oder  Grund- 
linie und  C  der  Punkt,  welcher  während  des  Rollens  die  Cykloide  be- 
schreibt. Wenn  der  Kreis  um  den  Bogen  CD,  in  der  Richtung  von 
A  nach  B,  fortrollt,  so  muss  das  Stück  AD  der  Grundlinie  gleich  dem 
Bogen  CD,  ebenso  die  ganze  Grundlinie  gleich  dem  Umfang  des  Roll- 
kreises sein. 

Nun   sei  a  =  OC  der  Fig.  28. 

Halbmesser  des  Kreises, 
a  (f  =  Bogen  C  D ,  also  ff 
der  dem  Zentriwinkel  CO D 
entsprechende  Bogeu  fin- 
den Halbmesser  =  1 ;  fer- 
ner sei  x  =  A  E  die  Ab- 
scisse  und  y  =  CE  die 
Ordinate  des  Kurveupunk- 
tes  C,   so  ist,  wenn  CF  parallel  zu  AB  gelegt  wird 

AE  =  AD  — CF,  CE  =  OD  — OF,  also 

x  =  a (y  —  sin  <f),  y  =  a  (1  —  cos  (f), 

daher  durch  Differentiation 

dx  — a(l  —  cosy)d<jp;         dy  =  asin  </>d<J>. 

Bezeichnet  s  den  cykloidischen  Bogen  AC,  so  wird  das  Bogen- 
element 

ds  =  ]Adx2  +  dy2  =  a  d  <f  V2  (1  —  cos  (fj. 


Nun   ist   1  —  cosy  =  2sin2f  -—  J,  folglich 
d  s  =  2  a  sin  ( -|-  j  d  (f, 

—  *•/*({->(!)-  -4acos(f-)  +  C. 
Mithin  der  Bogen  für  die  Grenzen  <f  =  0  bis  <f  =  <p 

s  =  4a(  1  —  cos— -  J. 

Dehnt  man  hierin  <p  bis  2  ic  aus,  dreht  man  also  den  Rollkreis 
vollständig,  so  ist,  da  cosir  =  — 1,  die  Länge  der  ganzen  Cykloide 
=  8  a,  d.  h.  das  Vierfache  vom  Durchmesser  des  Rollkreises, 
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94.  Rektifikation  der  Kreisevolveute.  Wenn  sich  ein  Kreisbogen 
AB  (Fig.  29)  vom  Umfange  vdes  Kreises  abwickelt  und  sich  dabei  in 
eine  Gerade  CB  so  ausstreckt,  dass  diese  Gerade  fortwährend  Tan- 
gente an  den  Kreis  bleibt,  so  beschreibt  der  Eudpunkt  C  der  Tangente 
eine  Kurve,  welche  Evolvente  des  Kreises  heisst. 

Der  Halbmesser  des  Kreises  sei  a,  die 
Länge  A  B  des  abgewickelten  Bogens  =  a  <p, 
wobei  (f  den  Bogen  bezeichnet,  welcher  dem 
Zentriwinkel  BOA  für  den  Halbmesser  =  1 
entspricht.  Man  lege  rechtwinkelige  Koordina- 
tenachsen durch  den  Mittelpunkt;  die  Ab- 
scissenachse  gehe  durch  den  Anfangspunkt  A  der 
Kurve.  Die  Koordinaten  des  Kurvenpunktes  C 
seien  OC'  =  x,  CC'  =  y.  Man  ziehe  noch  BB' 
senkrecht  und  CD  parallel  zur  Abscissenachse, 
so  ist 


F 

'ig.  29. 

OC'  =  OB'  -f-DC,        CC'  =  BB' 


BD. 


Da  nun  Tangente  CB  =  Bogen  AB  und  Winkel  CBD 
so  geben  die  vorstehenden  Gleichungen 

x  =  a  cos  <p  -f-  a  <p  sin  (f, 
y  =  a  sin  <p  —  a  <p  cos  (f. 

bezeichnet,  so  ist  ds  = 


Winkel  A  OB, 


Der  Bogen  AC  werde  mit 
Nun  ist  aber 

d  x  =  a  (f  cos  (f  d  <p, 

Mithin  das  Bogenelement  d  s 

ff 


Vd: 


dy2. 


ajydy  =  ^ay2. 

o 


dy  =  a</'  sin  <pd<f. 
<fd<f,  und  der  Bogen 

1 


IV.  Fläche  ebener  Kurven. 


95.    Ausdruck   für   das   Plächenelement   uud    die    Fläche.      Es   sei 

y  =  f(x)  die  Gleichung  einer  Kurve  CE  (Fig.  30).  Man  bestimme 
die  Fläche,  welche  zwischen  zwei  Ordinaten  BC  und  DE  der  Abscis- 
senachse und  der  Kurve  liegt. 

Die  Koordinaten  des  Kurvenpunktes  C  seien  AB  =  x,  BC  =  y. 
Die  zu  bestimmende  Fläche  hängt  ab  von  der  Abscisse  x,  ist  also 
eine  Funktion  von  x.  Man  bezeichne  deshalb  diese  Fläche  mit  F(x). 
Es    nehme    x    zu   um    Ax,    so    wird    y    zu   y^Ay  und   F(x)    zu 

F(x)  +  AF(x). 
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Nun  sei  A  x  =  B  m.  Mau  ziehe  die  Ordi- 
nate mn,  so  wird  mn  =  y43Ay  und  die 
Fläche  B  m  n  C  =  A  F  (x)  sein.  Es  sei  die 
Kurve  von  C  aus  steigend,  also  mn  =  y-(-Ay, 
so  wird  die  Fläche  BmnC  grösser  sein  als  das 
Rechteck  Brnn'C,  dessen  Grundlinie  Ax  und 
dessen  Höhe  y,  und  kleiner  als  das  Rechteck, 
dessen  Grundlinie  A  x  und  dessen  Höhe  y  -|-  A  y 
ist.     Mithin  wird  sein 


Fig.  30. 


AF(x) 
Ax 


>y, 


Der  Wert  des  Verhältnisses 


AF(x) 

Ax 
AF(x) 


<Y  +  Ay. 


liegt  hiernach  zwischen  den 


Ax 

Grenzen  y  und  y-j-Ay.  Lässt  man  Ax  abnehmen,  d.  h.  rückt  man 
die  Ordinate  mn  näher  an  BC,  so  bleibt  die  Grenze  y  fest,  während 
die  Grenze  y-J-Ay  sich  mehr  und  mehr  der  Grösse  y  nähert  und 
diese  erreicht,  wenn  die  endlichen  Differenzen  in  Differentiale  über- 
gehen.    Deshalb  muss  sein 

d_FJx) 
dx 


(1) 


y     oder     cl  F  (x)  =  y  d  x. 


Man  nennt  die  Grösse  ydx  das  Differential  der  Fläche  F(x).  Das 
Produkt  ydx  ist  ein  Rechteck  von  der  Höhe  y  und  der  Breite  dx. 
In  diesem  Sinne  nennt  mau  ydx  Flächenelement  und  stellt  sich  vor, 
dass  die  Fläche  F(x)  um  dF(x)  oder  um  ydx  zunehme,  wenn  x  in 
x-(-dx  übergehe. 

Integriert  man  die  letzte  Gleichung,  so  erhält  man  die  gesuchte 
Fläche 


(x)=Jydx. 


Die    Berechnung  der   Fläche    ebener    Kurven    (Quadratur)   besteht 
hiernach    in   der   Bestimmung  des   Integrals    jydx. 

96.  Trapezfläche.  Es  sei  y  =  ax-|-b  die  Gleichung  einer  Geraden. 
Die  Koordinaten  eines  Punktes  der  Geraden  (Fig.  31)  seien  AB  =  x, 
BC  =  y.  Die  Fläche  zwischen  den  beiden  Koordinatenachsen,  der 
Ordinate  B  C  und  der  Geraden  werde  mit  F  (x)  bezeichnet.  Den  bei- 
den Abscissen  x  und  x-j-dx  entsprechen  zwei  Ordinaten,  welche  ein 
Flächenelement  dF(x)  =  ydx  einschliesseu.  Führt 
man  den  Wert  von  y  aus  der  Gleichung  der  Geraden 
hier   ein,    so  folgt 

dF(x)  =  (ax-f  b)dx. 

Wird  diese  Gleichung  integriert,  so  erhält  man 


Fig.  31. 


F(x): 


+bx-f  c. 
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Hierin  ist  die  unbestimmte  Konstaute  C  zu  ermitteln.  Lässt  man 
die  Abscisse  AB  =  x  auf  0  abnehmen,  so  wird  auch  die  darüber  lie- 
gende Fläche  F  (x)  ===  0.  Setzt  man  daher  x  =  0  in  die  letzte  Glei- 
chung, so  folgt  0  =  C,  d.  h.  die  Konstaute  fällt  aus  der  Gleichung  weg. 

Wird  x  ausgedehnt  bis  zu  dem  bestimmten  Werte  h,  so  folgt  aus 
der  letzten  Gleichung 


F(h) 


ah2 


Es  ist  dies  die  Trapezfläche  über  der  Abscisse  h. 

97.    Dreiecksfläche.      Es   sei   BC  =  a   (Fig.    32)    die    Basis    und 
AD  =  h  die  Höhe  eines   Dreiecks.     Die  Spitze  A   werde   als   Anfangs- 
punkt  der    Koordinatenachsen    und    die    Höhenlinie 
Fig.  32.  als    Abscissenachse     angenommen.       Der    Abscisse 

AE  =  x  entspreche  eine  Ordinatensumme  Em-f- 
En  =  y,  für  welche  man  vermöge  der  Aehnlichkeit 
der  Dreiecke  A  m  n  und  ABC  hat 

y  :  a  =  x  :  h. 

Der  Inhalt  des  Flächeuelemeutes  längs  der  Ordi- 
nate mu  wird  deshalb  sein 

a      i 
y  d  x  =  —  x  d  x. 
J  h 

Folglich  die  Dreiecksfläche,  indem  man  integriert 


J' 


y  dx  = 


C. 


Lässt  man  die  Abscisse  x  abnehmen  auf  0,  so  wird  auch  die 
Dreiecks  fläche  y  d  x  =  0,  folglich  geht  die  letzte  Gleichung  für  x  =  0 
über  in  0  =  C.     Mithin  fällt  C  weg  und  es  ist 

Dreieck  A  m  n  =  —  — - . 
h    2 

Dehnt  man  hierin  x  bis  h  aus,  so  erhält  man 

Dreieck  AB  C  = —  =  —r-, 

h      2  2 

98.  Parabelfläche.  Die  Koordinaten  eines  Punktes  der  Parabel 
seien  x,  y.  Man  soll  die  Fläche  bestimmen ,  welche  zwischen  diesen 
beiden  Koordinaten  und  dem  entsprechenden  Parabelbogen  liegen. 

Zu  den  Abscissen  x  und  x-j-dx  gehören  zwei  Ordinaten,  welche 
ein  Flächenelement  einschliessen  von  der  Breite  dx  und  Höhe  y,  also 
dem  Inhalte  ydx.  Vermöge  der  Gleichung  der  Parabel  ist  aber 
y  =  y 2  p  x.     Mithin  wird  das  Flächenelemeut 


ydx  =  y2pxdx  =  K2p-x2  dx 
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und  folglich  die  Fläche,  indem  man  integriert 

Jy  d x  =  V~2p  PxY d x  =  -|  Vz~p  ■  xy  +  C. 

Für  x  =  0  wird  auch  die  Fläche      ydx  =  0 
C  =  0.     Es  ist  deshalb  die  gesuchte  Fläche 

ydx 


Mithin   wird   auch 


f> 


2     1AS—  2 

-xK2px  =  -xy. 


Nun   ist   xy  die  der  Parabelfläche   umschriebene    Rechtecksfläche. 
2 
Folglich  ist  die  Parabelfläche  —    von    der    umschriebenen    Rechtecks- 
fläche. 

99.  Andere  Auffassung  des  bestimmten  Integrals.  In  §  84  wurde 
die  Grösse  dy  =  f(x)dx  als  Differential  der  Ordinate  aufgefasst,  wo- 
durch sich  das  bestimmte  Integral  als  Differenz  zweier  endlicher  Ordi- 
nalen darstellte. 

Hier  erscheint  f(x)dx  als  Differential  einer  Flache  (Fig.  33),  be- 
grenzt von  einer  Kurve  ab'c'. .,  deren  Gleichung  y  =  f  (x)  (§  95)  ist.  Folg- 
lich stellt  das  Iutegral  if(x)dx  die  Fläche  dieser  Kurve  dar.  Nun 
erhalte  mau  durch  Integration 


(1) 


Pf(x)dx  =  F(x) 


C. 


Gesetzt  die  Fläche  zwischen  der  Kurve  und 
der  Abscissenachse  verschwinde  für  x  =  A  a  =Ja, 
so  erhält  man  aus  (1) 

0  =  F  (a)  -f  C,         C  =  —  F  (a). 

Setzt  mau  diesen  Wert  der  Konstauten  C  in  (1), 
so  folgt 


Fig.  33. 


(2) 


jf(x)dx  =  F(x)-F(a). 


Dieser  Wert  des  Integrals  ist  die  Fläche  über  der  Abscissendiffe- 
renzx  —  a.  Wenn  also  Ax  =  x,  so  istF(x)  — F(a)  die  Fläche  axx', 
also  das  partikuläre  Integral. 

Dehnt  man  den  Wert  der  Abscisse  in  (2)  von  Aa  =  abisAb  =  b 
aus,  so  geht  (2)  über  in 


J< 


f(x)dx  =  F(b)-F(a). 


Dieses  Integral  ist  die   Fläche  abb'   über  der  Abscissendiffereuz 
b  —  a  und  wird  wegen  der  bestimmten  Grenzen,  zwischen  welchen  die 
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Variable  x  eingeschlossen  ist,    das   bestimmte   Integral   von   f(x)dx 
genannt. 

Es  sei  c^>b^>a,    so  hat   man   mit  Rücksicht  auf  die  Figur,    ge- 
rade wie  in  §  84  und  85 

c 

Fläche     acc'=  ff  (x)  d  x  =  F  (c)  —  F  (a), 

a 
b 

Fläche     a  b  b'  =  ff  (x)  d  x  =  F  (b)  —  F  (a). 

c 

j'  b'  =  Pf  (x)  d  x  =  F  (c)  -  F  (b). 

b 
c  b  c 

ff  (x)  d x  =  ff  (x)  d x  -4- Jf  (x)  d 


Fläche  b  i 


,     x. 

b 


Der  Wert  des  Integrals    lf(x)dx,  als  Fläche  gedacht,  ist  ein  Pro- 

b 

dukt  aus  zwei  Faktoren.  Der  eine  Faktor  ist  die  Abscissendifferenz 
c  •— b  als  Grundlinie  eines  Rechtecks,  der  andere  die  Höhe  dieses 
Rechtecks.  Diese  Höhe  ist  ein  mittlerer  Wert  aus  den  verschiedenen 
Ordinateu,  welche  zwischen  den  Eudordiuateu  f  (b)  und  f  (c)  liegen  und 
kann  mit  f  [b  -j-  a  (c  —  b)]  bezeichnet  werden ,  wobei  der  Wert  von  a 
zwischen  0  und  1  liegt.  Diese  mittlere  Ordinate  muss  nämlich  eine 
Abscisse  haben,  welche  zwischen  Ab  und  Ac  liegt;  eine  solche  Ab- 
scisse  ist  b  -f-  a  (c  —  b).     Mithin  ist  das  Integral 

c 

(3)  Jf(x)dx  =  (c-b)f[b  +  «(c-b)]. 

i) 

In  dieser  Gleichung  sind  die  einzelnen  Rechtecke  als  algebraische 
Grössen  aufzufassen.  Wenn  c  ^>  b  oder  c  <^  b ,  so  wird  c  —  b  das 
positive  oder  negative  Zeichen  haben.  Ordinateu ,  welche  über  der 
Abscissenachse  liegen,  werden  gewöhnlich  als  positiv,  solche  unterhalb 
derselben  als  negativ  angesehen.  Aus  diesem  Grunde  kann  die  mitt- 
lere Ordinate  in  (3)  positiv  oder  negativ  sein;  das  Integral  (3)  aber 
ist  positiv,  wenn  beide  Faktoren  rechts  das  gleiche,  negativ,  wenn  sie 
ungleiche  Zeichen  haben. 

100.  Das  bestimmte  Integral  eine  Summe  aus  unendlich  Meinen 
Teilen.  Es  sei,  wie  im  vorigen  Paragraph,  f(x)dx  das  Differential  von 
F(x).  Lässt  man  nun  die  Grösse  x  iu  x-f-dx  übergehen,  so  nimmt 
F  (x)  um  f(x)dx  zu.  Teilt  mau  die  Abscissendifferenz  c —  b  in  uTeile, 
wovon  jeder  =dx  ist,  und  lässt  man  x,  vom  Werte  b  aus,  übergehen 
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in  b-}-dx,  b  — [—  2  dx, . . .  b  -j-(n  —  l)dx,  so  stellt  die  Summe  aus  deu 
eutsprechenden  Zuwachsen  der  Funktion  den  totalen  Zuwachs  dersel- 
ben, d.  h.  die  Grösse  F  (c)  —  F  (b)  dar.     Mithin  wird  sein 

c 

ff  (x)  dx  =  f  (b)  d  x  +f  (b  +  dx)  dx  +  f  (b  +  2  d  x)  dx  -f- . . 

b 

+  f[b  +  (n-l)dx]dx. 

Die  einzelnen  Glieder  der  Reihe  rechts  sind  Flächenelemente  auf 
den  Grundlinien  dx  und  den  respektiveu  Höhen  f(b),  f(b-j-dx), 
f  (b-j-2dx), . ..  Die  Summe  dieser  Flächenelemente  ist  die  totale 
Fläche,  eingeschlossen  zwischen  die  Endordinaten  f(b)  und  f(c). 

Verwandelt  man  die  Fläche  zwischen  diesen  Endordinaten-  in  ein 
Rechteck  von  der  Länge  c  —  b,  diese  der  Abscissenachse  nach  gemes- 
sen, so  ist  die  mittlere  Höhe  dieses  Rechtecks 


;/fw 


dx. 


101.    Fläche  einer  Kurve,  deren  Gleichung  ist 

y  =  X2  —  X—  2. 

Diese  Gleichung  gibt  (siehe  §  8)  eine  Kurve,  welche  die  Abscis- 
senachse (Fig.  34)  in  E  und  L  schneidet.  Der  Kurventeil  EKL  liegt 
unterhalb  der  Abscissenachse.     Für  y  =  0  er-  Fig.  34, 

hält  mau  x  =  AE  =  2  und  x  =  A L  =  —  1. 
Die  Koordinaten  des  Punktes  C  seien  x  =  AB, 
y  =  BC,  so  ist  das  Flächenelement  längs  der 
Ordinate  B  C  =  y  d  x  =  (x2  —  x  —  2)  d  x ;  folg- 
lich die  Fläche  zwischen  der  Kurve  und  Ab- 
scisseuachse  für  unbestimmte  Grenzen 


x3        x2 


2x-j-C. 


Es 


A  B'  =  4,  so  ist  die  Fläche  E  B'  C 


/ 


/^  =  (f-f_B  +  c)_(f-f-,  +  c) 


Ferner  die  Fläche  EKL  unterhalb  der  Abscissenachse 

;rü-(f-i-4+o)-(-i-i+,+d 


2" 


Der  Inhalt  dieses  Flächeuteiles    hat  das  negative  Vorzeichen,  weil 
die  Ordinateu  zwischen  L  und  E  negativ  sind.     Die  algebraische  Summe 

Au  t  en  h  ei  in  er,  Elemeutarbuch.  7 
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aus  den  zwei  berechneten  Flächenteilen  ist  daher  82/3  —  41/2=41/6. 
Dieses  Resultat  kann  indessen  auch  direkt  erhalten  werden.  Es  ist 
nämlich 

—  1 

Dieser  Wert  4x/6  als  Rechteck  gedacht,  hat  nach  §  99,  Glei- 
chung (3),  zur  Grundlinie  B'L  =  c —  b  =  4  —  ( — 1)  =  5  und  somit 
zur  mittleren  Höhe  f  [b  -j-  « (c  —  b)]  =  4^6  : 5  =  5/e.  Dieser  Ordinate 
entspricht,  zufolge  der  gegebenen  Gleichung,  eine  Abscisse  =2,26. 
Es  ist  daher 

b  +  a  (c  -  b)  =  2,26,         -  1  -f  «  [4  -  (-  1)]  =  2,26, 
«  =  0,65. 

Mau  erkennt  hieraus  die  Bedeutung  der  Grösse  «  im  Ausdruck 
der  Gleichung  (3),  §  99. 

102.  Fläche  der  Ellipse.  Die  Gleichung  der  Ellipse  für  den  Mit- 
telpunkt ist  a2y2-J-b2  x2  =  a2b2.     Mithin  das  Flacheneleineut 

y  d  x  =  —  y  a2  —  x2  d  x 
a 

und  das  unbestimmte  Integral  hiervon  nach  Gleichung  (8),  §  82 

~  JY a^-"^2  dx  =  ~  [x  "Ka2^2  +  a2  Are  sin  |1  -f  C. 

Für  x  =  0  wird  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  =C,  da 
Are  sin  0  verschwindet.     Mithin  ist  die  Fläche  über  der  Abscisse  x: 


-  fV^~-  x2dx  =  ~  TxTa2  -  x2-f  a2  Are  sin 


Um  den  vierten  Teil   der  Ellipseufläche   zu  erhalten,  muss  x  von 
0  bis  a  genommen  werden.     Nun  wird  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 

r,                            Da  »       •            ab     ir 
für   die   obere   Grenze  x  =  a  zu  -^-Arcsinl=  — — , 

für  die   untere  Grenze  x  =  0  zu  0. 
Folglich  die  Differenz  dieser  Werte 

a 

—  I  V~a2  —  x2  d  x  =  —  a  b  7r. 

a  J  4 

o 

Mithin  ist  die  ganze  Ellipsenfläche  =  abw. 
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103.  Fläche  des  Kreises.  Ersetzt  mau  im  Vorhergehenden  das 
Verhältnis  —  durch  1,  so  erhält  mau  die  Gleichungen  für  die  Quadra- 
tur des  Kreises. 

In  §  10  wurde  auch  als  Differential  der  Kreisfläche  die  Formel 
angegeben 

d  F  =  2  TT  x  dx. 

Mithin  erhält  man  für  die  Kreisfläche  und  den  Kreisring 


F  =    f  2  TT  5 


xdx  =  7rR2. 


F-fi 


R 

2  t  xdx 


n  (R2  -  r2). 


104.    Fläche  der  Hyperbel.      Die    Gleichung  der   Hyperbel   für   den 
littelpuukt  ist  a2  y2  —  b2  x2  =  —  a2  b2.      Folglich   das  Flächeuelement 


y dx  =  -  V  J 


a2dx. 


Integriert  man  nach  Gleichung  (9),  §  82,  so  erhält  man 
(1)       Jy  d  x  =  ~  [xTx^^T2  -  a2  log  (x  +  Kx2  -"a2)]  -f  C. 

In  diesen  Gleichungen  muss  x  ^>  a  sein.  Um  deshalb  die  Fläche 
zu  finden,  welche  zwischen  der  Abscissenachse,  der  Ordinate  y  uud 
dem  betreffenden  Hyperbelbogen  liegt ,  muss  dieses  Iutegral  von  x  =  a 
bis  x  =  x  genommen  werden.  Nun  wird  die  rechte  Seite  von  (1)  für 
x  =  a  zu 

-^a.a2loga4-C. 

Zieht  man  diesen  Wert  des  Integrals  von  (1)  ab,  so  erhält  man 
die  gesuchte  Fläche 


105.    Quadratur    der    gleichseitigen   Hyperbel. 

Die  Asymptoten  dieser  Hyperbel  stehen  rechtwin- 
kelig aufeinander.  Nimmt  man  dieselben  als  Ko- 
ordinatenachsen 0  x,  0  y  (Fig.  35)  au ,  so  ist  die 
Gleichung  der  Hyperbel  y'  x'  =  m2.     Der  Einfach- 

y'     x' 
lieit  wegen  schreibe  man  —  •  —  =  1  und  bezeichne 
m     m 

die  Brüche  mit  y  und  x,  so  erhält  man  als  Glei- 
chung der   Hyperbel 


Fig.  35. 


x  y  =  1,     oder     y  =  — . 
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Wenn  die  Abscisse  0A=1,  so  ist  die  entsprechende  Ordinate 
AB  =  1.  Es  seien  x  =  OD,  y  =  CD  die  Koordinaten  eines  Hyperbel- 
punktes C.  Man  lasse  x  um  dx  zunehmen,  so  ist  das  Flächenelement 
längs  der  Ordinate  CD 

.  dx 

y  dx= . 

x 

Folglich  die  Fläche  zwischen  der  Abscissenachse  und  der  Kurve 
für  unbestimmte  Grenzen  von  x 

(1)  J_^L  =  l0gx  +  C. 

Rückt  man  die  Ordinate  OD  gegen  die  Ordinateuachse  hin,  bis 
sie  mit  ihr  zusammenfällt,  so  ist  auch  die  zwiscbenliegende  Fläche  =0; 
folglich  gibt  (1) 

0  =  —  cr>  +  0. 

Also  ist  die  Konstante  C=oo.  Setzt  man  x  =  l  in  (1),  so  stellt 
die  linke  Seite  der  Gleichung  die  Fläche  yOAB  dar;  folglich 

Fläche  yOAB  =  C  =  (X>. 

Hieraus  erkennt  man  die  geometrische  Bedeutung  der  Konstan- 
ten 0. 

Es  sei  EF  eine  Ordinate  für  die  Abscisse  OE  =  a,  so  ist 


J' 


—  =  log  a  =  Fläche  AB  FE. 


Diese  Fläche  ist  somit  der  natürliche  Logarithmus  ihrer  Abscisse  a. 
Wegen  dieser  Eigenschaft  werdeu  die  natürlichen  Logarithmen  auch 
hyperbolische  genannt. 

IOG.    Fläche  der  Sinuskurve.     Eine  Halbkreislinie,  beschrieben  mit 
dem  Radius  1,  werde  in  eine  Gerade  AB  (Fig.  36)  ausgestreckt.    Das 
Stück    AC  =  x   derselben   bezeichnet   daher   einen   Bogen    des   Kreises. 
Man   trage   eine    Reihe    solcher   Bogen   ab    und 
_ amm^^m^    errichte   in    den  Endpunkten    derselben    Ordina- 
teu   D  0 ,    welche    =  sin  x    siud    und    verbinde 
die  Endpunkte  dieser  Ordinateu,  so  entsteht  die 
Sinuskurve.       Die   Gleichung   derselben  ist  da- 
her, wenn  die  Ordinaten  mit  y  bezeichnet  werden 

(1)  y  =  sinx. 

Mithin  das  Flächenelement  längs  der  Ordinate  CD  =  ydx  = 
sin  x  d  x.     Allein  es  ist 

I  sin  x  d  x  =  —  cos  x  -j-  C. 
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Folglich  das  Flächenstück  ACD  und  die  ganze  Fläche  ADB 


sin  x  d  x  =  1  —  cos  x 

o 


|sinxdx  =  2. 

o 


Verwandelt  man  diese  Fläche  in  ein  Rechteck  ABB'A'  mit  einer 
Höhe  B  B'  =  h,  so  ist  der  Inhalt  desselben  =  %  h ;   daher 


,rh  =  2;         h  =  —  =  0,6366.. 

TT 

Die  Gerade  A'B'  schneide  die  Kurve  in  m,  so  ist  die  Ordinate 
m n  =  h.  Der  entsprechende  Bogen  An  sei  =  cc ,  so  wird  h  =  sin  a 
=  0,6366;  daher  «  =  39,5°. 


107.   Quadratur  der  logarithmischen  Liuie. 

Linie  CMN  (Fig.  37)  ist 

(1)  x  =  logy. 


Die   Gleichung  dieser 


Für  Werte  von  y,  welche  kleiner  sind  als  1,  wird  x  negativ; 
solche  Werte  geben  den  Kurvenast  M  N ,  der  sich  immer  mehr  der 
Abscissenachse  nähert  und  dieselbe  für  y  =  0,  also  x  =  —  oo  erreicht. 
Wenn  y  =  1 ,  so  wird  x  =  0.  Diese  Werte  geben  den  Durchschnitt  M 
der  Kurve  mit  der  Ordinatenachse.  Wenn  y  von  1  an  wächst,  so 
entfernt  sich  der  Kurvenast  MC  von  beiden  Achsen.  Man  gehe  von 
den  Logarithmen  der  Gleichung  (1)  zu  den  Zahlen  über,  so  ist  y  =  ex; 
folglich  das  Flächenelement 

y  d  x  =  ex  d  x. 

Mithin  durch  Integration 


(2) 


(3) 


JW 
o 
o 
JVd: 


e*--l, 


Wenn  x  =  A  B,  so  stellt  das  Integral  (2)  die  zwischen  den  Ordi- 
naten  BC  und  AM  liegeude  Fläche  dar.  Wenn  — x  =  AD,  so  ist 
das  Integral  (3)  die  Fläche  zwischen  den  Ordinaten  DN  und  AM. 
Wird  die  Abscisse  in  (3)  bis  —  oo  erweitert,  so  wird  e~x  =  0;  folg- 
lich ist  die  zwischen  der  Abscissenachse  und  der  Kurve  gelegene 
Fläche ,  von  der  Ordinatenachse  an  nach  links  ins  Unendliche  rei- 
chend, =  1. 
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108.  Quadratur  der  Cykloide.  Nach  §  93,  Fig.  28,  ist  das  Ele- 
ment der  Fläche  ACE 

y  d  x  =  a2  (1  —  cos  <f)2  d  (f  =  a2  (1  —  2  cos  <p  -\-  cos2</>)  d  <p. 

Setzt  man  hierin  cos2«f  =  —  (1  -\-  cos  2  <f),  so  wird 
2 

y  dx  =  a2  f  —  —  2  cos  9  +  —  cos  2  </>  J  d  (f. 

Hiervon  ist  das  Integral 

Jy  dx  =  a2  f-^  —  2  sin  <f  -f  |  sin  2  y)  -f  C. 

Nimmt  man  dieses  Integral  rechts  zwischen  den  Grenzen  ff  =  0 
und  <f  =  <P,  so  erhält  man 

Fläche  A  E  C  =  a2  (^-~  -  2  sin  <f  -f  j  sin  2  y 

Wenn  hierin  y  bis  zu  2  ir  ausgedehnt  wird ,  so  erhält  man  den 
Inhalt  der  ganzen  Fläche  zwischen  der  Cykloide  und  der  Grundlinie 
=  3  a2  TT.     Derselbe  ist  also  das  Dreifache  vom  Inhalt  des  Rollkreises. 

Verwandelt  mau  diese  Fläche  in  ein  Rechteck   mit  der  Grundlinie 

3 
A  B  =  2  a  TT,  so  wird  die  Höhe  desselben  3  a2  n  :  2  a  nr  =  —  a.     Dieser 

a 

Wert  ist  das  arithmetische  Mittel  aus  den  unendlich  vielen  Ordinalen, 
welche  zwischen  A  und  B,  je  in  einem  Abstand  dx  von  einander,  er- 
richtet werden  können. 


V.  Inhalt  der  Rotationsflächen. 

I09.  Ausdruck  für  das  Element  der  Rotationsfläche.  Es  sei  y  =  f(x) 
die  Gleichung  einer  Kurve  E  C  (Fig.  38).  Dieselbe  mache  eine  ganze 
Drehung  um  die  Abscissenachse.  Man  soll  den  Inhalt  der  von  der 
Kurve  beschriebenen  Oberfläche  bestimmen. 

Die  Koordinaten  des  Kurvenpunktes  C  seien  x,  y ,  die  Länge  der 
Generatrice  C  E  =  s.  Da  s  eine  Funktion  von  x  ist,  so  wird  auch  die 
Rotationsfläche  von  x  abhängen  und  durch  F  (x) 
bezeichnet  werden  können.  Es  nehme  x  um 
Ax  =  Bm  zu,  so  ändert  sich  F(x)  um  AF(x), 
y  um  Ay  =  nn'  und  s  um  As  =  Cn.  Die  Aende- 
rung  von  Ay  kann  positiv  oder  negativ  sein,  je 
nachdem  die  Kurve  von  C  aus  steigt  oder  fällt. 
Man  lege  durch  die  Kurvenpunkte  C,  n  eine  Sehne, 
so  ist  deren  Länge  =  V^(Ax2)-[-(Ay)2.  Diese 
Sehne  ist  kürzer  als  der  Bogen  A  s.     Dreht  sich 


Fig.    38. 
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die  Sehne  mit  der  Kurve  um  die  Abscissenachse,  so  beschreibt  die  Sehne 
die  Oberfläche  eines  Kegelmantels.  Da  die  Halbmesser  dieses  Kegel- 
mantels  y  und  y;jz  Ay  sind,  so  ist  dessen  Oberfläche  =  ir  (y  -\-  y  -J-;  A  y) 
X  "K(A  x)2  -[-  (A y)2.  Dieser  Kegelmantel  ist  kleiner  als  die  Zone  A  F  (x), 
welche  vom  Bogen  A  s  beschrieben  wird ;  folglich  wird  sein 

*(2y±£y)AxJ/l+(AZ 

Nimmt  hierin  Ax  ohne  Aufhören  ab,  so  nähert  sich  die  Zone  dem 
Kegelmantel  als  einer  Grenze.  Diese  Grenze  wird  erreicht ,  wenn  A  x 
zu  dx  wird.  Alsdann  reduziert  sich  2y=f=:Ay  auf  2  y,  die  Verhält- 
nisse   — -,  — werden  zu  Differentialquotienten  und  mau  erhält 

Ax        Ax  x 

dF(x) 


">«  V  *+(£)' 


-|A+Gl 


Da  hierin  dx  1/  1 -f  ( -^- )     durch   das    Differential  ds    des   Bo- 


gens  (§  87)  ersetzt  werden  kann,    so  findet   man    als   Differential   der 
Rotationsfläche 

(1)  dF(x)  =  27ryds. 

Die  Grösse  2  7ryds  ist  das  Flächenelement,  welches  von  ds,  im 
Abstand  y  von  der  Achse,  bei  der  Rotation  beschrieben  wird.  Durch 
Integration  der  Gleichung  (1)  erhält  man  die  Rotationsfläche 

(2)  F  (x)  =  2  TT  fy  d  s. 

Die  Herstellung  dieses  Integrals  heisst  auch  Komplanation  der  Ro- 
tationsflächen. 

HO.  Oberfläche  eines  Kegelmantels.  Die  Achse  des  Rotationskegels 
sei  h,  der  Halbmesser  der  Grundfläche  r,  der  Halbmesser  eines  Schnittes 
im  Abstand  x  von  der  Kegelspitze,  normal  zur  Achse,  gleich  y,  so  ist 

y:x  =  r:h,        y  =  yx>       dy  =  ydx. 


Mithin  das  Element  ds  der  Kante  des  Kegels 

v 


,;£)■_  Jüai,,. 

Somit  die   unendlich   schmale  Zone  2  ir  y  d  s ,    welche  d  s   bei  der 
Drehung  um  die  Achse  beschreibt 

._,-,,        2irryhqr^ 

df(x)  = i^—1 xdx 
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und   der   Mantel  des   Kegels   für   unbestimmte   Grenzen  von  x ,    indem 
man  integriert 

2irrVP+r*      J?_ 
h2  '    2 


FW-    *"'"-T'      .4_  +  Ct 


Folglich  der  Kegelmantel  zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  h 
F  (h)  =  TT  r  ]/h*+72. 

111.  Oberfläche  der  Kugel  und  Kugelzoue.  Die  Kugeloberfläche 
entsteht  durch  Drehung  eines  Kreises  um  seinen  Durchmesser.  Der 
Halbmesser  des  Kreises  sei  r,  so  wird  sein 

y2  =  r2  —  x2,         dy  = dx, 


Hiernach  wird  das  Flächenelement  2  tr  y  d  s  der  Kugel  =  2  ir  r  d  x 
und  die  ganze  Kugelfläche ,  indem  man  von  x  =  —  r  bis  x  =  -f~ r 
integriert 

+  r 

2  TT  r  Jd  x  =  4  TT  r2. 

—  r 

Stehen  die  beiden  parallelen  Ebenen,  welche  eine  Kugelzone  aus- 
schneiden, vom  Mittelpunkt  der  Kugel  nach  derselben  Seite  hin  um 
h  und  h'  ab,  so  ist  der  Inhalt  dieser  Zone 


2  TT  r  (d  x  =  2  TT  r  (h'  —  h). 


112.  Oberfläche  des  Paraboloides.     Diese  Oberfläche  entsteht  durch 
Rotation  einer  Parabel  um  ihre  Achse.     Die  Gleichung  der  Parabel  ist 

dy  _        p 


y  =  "K2px,     folglich 

a  x  V  2  p  x 


2x  +  P 
2x     ' 


Mithin  das  Element  2  7r  y  d  s  der   Rotationsfläche ,  welche  wir  mit 
F  (x)  bezeichnen  wollen 


dF(x)  =  27r]/p  ]/~2x-{-pdx. 
Um  integrieren  zu  können,  setze  man 


2x-}-p  =  z,       also       dx  =  — dz, 
2 


so  erhält  man 
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dF(x)  =  7r]/~pz2dz, 

F(x)=|7rV7z^-|_C, 

F(x)  =  |9rV7(2x  +  p)F+a 

Für  x  =  0  wird  auch  die  Parabelfläche  F(x)  =  0.  Diese  Werte, 
in  die  letzte  Gleichung  eingesetzt,  geben 

o  =  f*p2+c. 

Führt  man  diesen  Wert  von  C  in  die  Gleichung  für  F(x),  so  er- 
hält man  die  Paraboloidfläche  von  der  Höhe  x,  vom  Scheitel  an  ge- 
rechnet 

(2x4-p)2-p2 


F(x)  =  |ir"Kp 


113.  Oberfläche  des  Eliipsoides.  Diese  Oberfläche  entsteht  durch 
Rotation  einer  Ellipse  um  ihre  grosse  Achse.  Nun  ist  die  Mittel- 
punktsgleichung der  Ellipse 

y  =  —  V"a2  —  x2 ,     folglich     d  y  = 


a    V 

Mithin  wird  das  Flächenelement 


=  2  7r^dxl/as 


2*-yds  =  27r-dxl/a2—    — ~-  x2. 


b2 


a2  —  b2 
Man  setze s =  e2,  so  wird  der  Ausdruck  für  das  Flächen- 


element 


27r-l/~a2-e2x2dx. 


Dividiert  man  noch  unter  dem  Wurzelzeichen  mit  e2  und  integriert 
nach  Gleichung  (8),  §  82,  so  erhält  man 


Für  x  =  0  muss  dieses  Integral  =  0  sein ;  folglich  ist  auch  C  =  0. 

Zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  a  liegt  die  halbe  Ober- 
fläche des  Eliipsoides.  Der  vorstehende  Ausdruck  gibt  hierfür,  da 
a2  —  a2e2  =  b2  ist 

.0  ,    t  ab 
irbl-\ Are  sin  e. 
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Wenn  das  Ellipsoid  in  eine  Kugel  übergeht,  so  ist  b  =  a,  e  =  0  und 
Are  sin  e 


e 
Folglich  die  halbe  Oberfläche  der  Kugel  =  2  x  a2. 

114.  Oberfläche  des  abgeplatteten  Sphäroides.  Die  Ellipse,  deren 
Gleichung  a2 y2-j- b2 x2  =  a2b2  ist,  drehe  sich  um  ihre  kleine  Achse 
2  b,  so  beschreibt  dieselbe  ein  abgeplattetes  Sphäroid.  Das  Bogen- 
element 


'jAKü 


Kb4-fy2(a2-b^dy 


b  bx 

beschreibt  während  der  Drehung  ein  Flächenelenient  gleich 

2  7rxds  =  ^2^]A)4-Ha2-b2)y2dy. 

Man  setze  a2  —  b2  =  a2  e2  und  dividiere  unter  dem  Wurzelzeichen 
mit  a2e2,  so  wird  das  Flächenelement 


_         ,  27ra2e        j  /    b*       ,     2 

2rxds  =  — v—tjy-^+J2- 

Das  Integral  dieses  Ausdruckes  zwischen  den  Grenzen  y  =  0  und 
y  =  b  gibt  die  halbe  Oberfläche  des  Körpers.  Nun  ist  nach  Glei- 
chung (9),  §  82 


JdyK^+y2=irÄ 


10*(y+j/l??+y 


2a*e 
Folglich  ist  die  halbe  Oberfläche  des  Sphäroides 

o 
Man  setze  wieder  a2  —  b2  =  a2  e2,  so  ist 


1  ,      a  ^    ,     N        1  ,      14-e 


1°gTr(1H-e)  =  ^1°g- 


t,2  i  _  e2   '  "°  b  v     '     '       2     °  1  -  e 

Führt  man  diesen  Wert  in  das  vorstehende  Integral  ein  und  mul- 
tipliziert mit  2,  so  ist  die  Oberfläche  F  des  Sphäroides  gleich 

w  „       .     b2?r  1  -j-e 

F  =  2  a2  ir  4 —  log  — - — . 

e        D  1  — e 
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1+x 
1  — X 


nach  Gleichung  (1),  §  64,  in  eine  Reihe  auf, 


Löst  man 
so  hat  man 


Die  Reihe  in  der  Klammer  ist  konvergent  für  alle  Werte  von  e 
zwischen  e  =  —  1  bis  e  =  — J—  1,  also  für  alle  denkbaren  Werte  von  e. 
Wenn  b  =  a,  so  wird  e  =  0  und  F  =  4  a2  tt,  wie  es  sein  soll. 


2  a2  TT -f  2  b2  TT    1-|- 


Fig.  39. 


VI.  Inhalt  der  Rotationskörper. 

115.    Ausdruck   für  das   Elemeut  eines   Rotationskörpers.      Es   sei 

y  =  f(x)  die  Gleichung  einer  Kurve  CE  (Fig.  39).  Man  ziehe  zwei 
Ordinaten  Cß  und  ED  dieser  Kurve  und  bestimme  das  Volumen,  wel- 
ches die  Fläche  BCED  bei  einer  ganzen  Rotation  um  die  Abscissen- 
achse  beschreibt. 

Die  Koordinaten  des  Kurvenpunktes  C  seien 
AB  =  x,  BC  =  y.  Da  die  Fläche,  welche  den 
Körper  beschreibt,  von  x  abhängt,  so  ist  auch 
der  Inhalt  dieses  Körpers  eine  Funktion  von  x. 
Man  bezeichne  diesen  Inhalt  mit  F  (x).  Lässt 
man  x  um  Ax  =  Bm  zunehmen,  so  ist  die 
entsprechende  Ordinate  mu  =  y=j=Ay.  Da- 
durch wächst  das  Volumen  des  Rotationskörpers 
um  AF(x).  Somit  ist  AF(x)  das  von  der  Flä- 
chenzunahme   B  m  n  C     beschriebene    Volumen. 

Wenn  mn  =  y-f-Ay,  so  ist  n  (y-f-  Ay)2  Ax  ein  Cy linder,  welcher 
um  AF(x)  und  7ry2Ax  ein  Cylinder,  welcher  in  AF(x)  beschrieben 
gedacht  werden  kann.  Der  erstere  Cylinder  ist  grösser,  der  letztere 
kleiner  als  AF(x).     Folglich  hat  man 

AFW  <u 


oder  auch 


ir(y  +  Ay)2Ax 
AF(x) 


Ax 


0(y  +  Ay)2, 


AF(x) 
7ry2Ax 

AF(x) 
Ax 


>1 


>*y2- 


Wenn  hierin  A  x  abnimmt,  so  nähert  sich  y  -f-  A  y  der  Grösse  y 
als  einer  Grenze.  Wird  Ax  zu  dx,  so  wird  aus  beiden  Ungleichhei- 
ten die  Gleichung 

dF(x) 


(1) 


dx 


=  7ry 


d  F  (x)  =  TT  y2  d  x. 


Die  Grösse  — ist  der  Differentialquotient   des  Rotationskör- 
pers und  dF(x)  sein  Differential,  die  Grösse  7ry2dx  ein  Cylinder  von 
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der  Grundfläche  w  y2  und  der  unendlich  kleinen  Höhe  d  x.  In  diesem 
Sinne  sagt  man,  es  nehme  das  Volumen  des  Körpers  um  7ry2dx  zu, 
wenn  x  in  x-f-dx  übergehe.  Die  Ermittelung  von  F(x)  heisst  auch 
Kubatur. 

116.  Inhalt  eines  seukrechteu  Kreiskegels.  Seine  Höhe  sei  h,  der 
Halbmesser  seiner  Grundfläche  r.  Man  lege  in  den  Abständen  x  und 
x  -{-  d  x  von  der  Kegelspitze  ebene  Schnitte  durch  den  Körper ,  senk- 
recht zur  Achse  und  bezeichne  den  Halbmesser  des  ersteren  dieser 
Schnitte  mit  y,  so  ist 

,  r 

x:y  =  h:r,  y  =  — x. 

Mithin  das  zwischen  den  beiden  Schnitten  enthaltene  Körperelement 

r2 

7T  V2  d  X  =  7T  -r-s-  X2  d  X. 

h2 


4— IrC. 


Das  unbestimmte  Integral  hier 

von  ist 

*p-/X'dxÄ 

r2    x3 

Folglich  der 

Inhalt  des  ganzen 

Kegels 

h 

0 

I«.» 

und  der  Inhalt  eines  abgestumpften  Kegels,  dessen  Grundflächen 
und  h,  von  der  Spitze  abstehen 


TT 


ilj,2dx=|i!(h3_h,s). 


117.  Inhalt  einer  Kugel.  Die  Kugel  entsteht  durch  Umdrehung 
eines  Halbkreises  um  seinen  Durchmesser.  Man  nehme  diesen  Durch- 
messer als  Abscissenachse  und  einen  seiner  Endpunkte  als  Anfangs- 
punkt der  Achsen  an,  so  ist  die  Gleichung  des  Kreises 

y2  =  2rx  —  x2. 

In  den  Abständen  x  und  x-f-dx  vom  Anfangspunkte  lege  man 
zwei  ebene  Schnitte  durch  die  Kugel,  senkrecht  auf  die  Drehachse,  so 
ist  das  zwischen  ihnen  liegende  Körperelement 

„  y2  d  X  =  TT  (2  r  x  -  x2)  d  x. 

Die  Integration  dieses  Differentials  gibt 

(1)  TT  f(2rx-x2)dx  =  7r(rx2-  ^~)  +  & 
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Folglich  der  Inhalt  der  ganzen  Kugel 


TT  P(2  r  x  — 


X2)  d  X  = 


und  der  Iuhalt  einer  körperlichen  Zone,    deren   parallele    Grundflächen 
um  h  und  h,  vom  Anfangspunkt  der  Achsen  abstehen,  nach  Gleichung  (1) 

•('»-£)-^'-£> 

Nach  §  10  ist  das  Volunieuelement  einer  Kugel 
d  v  =  4  7r  x2  d  x. 

Folglich,  indem  mau  integriert,  das  Volumen  der  vollen  und  hoh- 
len Kugel 

v=|-7rr3;  v  =  |tt  (R3- r3). 

118.  Iuhalt  des  Ellipsoides.  Dasselbe  entsteht  durch  Drehung 
einer  Ellipse  um  ihre  grosse  Achse.  Aus  der  Gleichung  a2y2-)-b2x2 
=  a2  b2  der  Ellipse  könnte  der  Wert  des  Körperelementes  ir  y2  d  x  wie 
bei  der  letzten  Aufgabe  über  die  Kugel  dargestellt  werden.  Allein 
statt  dessen  setze  man  x  =  acosy,  so  wird  vermöge  der  Gleichung 
der  Ellipse  y  =  bsin<f  und    durch   Differentiation  dx  =  —  asiu^dy. 

Mit  Hilfe  dieser  Werte  erhält  man 

7ry2dx=  —  7rab2  siu3(/>  d  (f. 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (12),  §  80 

(*  1  2 

sin3«/1  d  <f  = sin2y  cos  </>  —  -  cos  (f  4-  C. 

J  3  3 

Folglich  das  Ellipsoid  für  unbestimmte  Grenzen 

Ji  TT  a  b2 

y2  d  x  =  — _—  (sin2y  cos  (f  +  2  cos  (f)  -\-  C. 

Für  x  =  0  bis  x  =  a  erhält  man  das  halbe  Ellipsoid.  Diesen 
Grenzen  entsprechen  aber  die  Werte  V  =  -jr    und  ff  =  0.      Mithin   ist 

das  halbe  Ellipsoid 

o 

—  TT  a  b2  I  s'm3<p  d  <p  =  —  tt  a  b2. 


119.  Inhalt  des  ahgeplatteten  Sphiiroides.  Dieser  Körper  entsteht, 
wenn  sich  eine  Ellipsenfläche  um  ihre  kleine  Achse  dreht.  Es  gelte 
die  Bezeichnung  der  vorigen  Aufgabe.  Man  lege  zwei  ebene  Schnitte 
durch  den  Körper   in  deu   Abständen  y  und  y-j-dy   vom    Mittelpunkt 
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des   Körpers,    senkrecht   zur   kleinen   Achse,    so   ist   das    von   diesen 
Schnitten  eingeschlossene  Körperelement  =  ir  x2  d  y.     Da  nun  aber 

x  =  acos<f,         y  =  bsin</\         d  y  =  bcos  </>  d  ff, 

so  wird  das  Körperelement 

7T  x2  d  y  =  TT  a2  b  cos3<£>  d  ff. 

Nun  ist  das  Integral  hiervon  nach  Gleichung  (13),  §  80 

7r  a2  b  j  cos  *<p  d  (p  =  — ^  -  (cos2y  sin  <J>  -j-  2  sin  </>)  -4-  C. 

Um  das  halbe  Sphäroid  zu  erhalten,   muss  y  zwischen   den  Gren- 
zen  0  und  b,  also  ff  von  ff  =  0  bis  ff  =  —  genommen  werden.     So- 
mit ist  der  Inhalt  des  halben  Körpers 
n 

7r  a2  b  I  cos3</>  d  <jp  =—  ic  a2  b. 
o 
Wird  die  Erde   als  elliptisches   Sphäroid  augesehen,    so   kann   ihr 
Inhalt  vermittelst  dieser  Formel  berechnet  werden.     Man  schreibe 


4  1         b 

~7ra^b  =  — — = 

3  6  TT2      a 


*a2b  =  -^ä---(2air)3. 


n  (5400) 3  =  26500  Millionen  Kubikmeilen. 


b       288 
Nun  ist  der  Erdumfang  2  a  tt  =  5400  geogr.  Meilen  und  —  =  ^— ; 

folglich  der  Inhalt  der  Erde 
1        288 
6  tt2  '  289 

120.  Inhalt  eines  Paraboloides.  Es  drehe  sich  eine  Parabelfläche 
um  ihre  Achse.  Da  die  Gleichung  der  Parabel  y2  =  2  p  x ,  so  ist  das 
scheibenförmige  Körperelement  dieses  Rotationskörpers 

7ry2dx  =  2  7rpxdx. 
Folglich  das  Paraboloid  von  der  Höhe  x ,   vom  Scheitel  an  gerechnet 


2t p  jx 


d  X  =  TT  p  X2  =  —  X  •   7T     y2, 


d.  h.  gleich  der  Hälfte  vom  umschriebenen  Cylinder. 

121.  Inhalt  eines  Hyperboloides.  Wenn  sich  eine  Hyperbelfläche 
um  ihre  grosse  Achse  dreht,  so  beschreibt  sie  zwei  getrennte  Körper, 
welche  man  Hyperboloide  nennt.  Die  Gleichung  der  Hyperbel  für  den 
Mittelpunkt  ist 
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Mithin  das  Körpereleinent,  seukrecht  zur  Drehachse 

b2 

•k  y2  d  x  =  7r  — 2-  (x2  —  a2)  d  x 

und   das   Hyperboloid ,    das   mit  F  (x)    bezeichnet   werde ,    indem   mau 
integriert 

(1)  F(x)  =  7T^rl 


Lässt  man  hierin  x  bis  auf  a  abnehmen,  so  verschwindet  das 
Hyperboloid,  weil  dasselbe  nur  bis  zum  Scheitel  reicht.  Da  für  x  =  a 
somit  F  (x)  =  0  wird,  so  erhält  mau  aus  der  Gleichung  (1) 


0  =  7T 


bVa3 


(f-*3)+c- 


Setzt  man  diesen  Wert  der  Konstanten  C  in  (1)  ein,  oder,  was 
auf  das  Gleiche  herauskommt,  zieht  mau  diese  Gleichung  von  (1)  ab, 
so  erhält  man  das  Hyperboloid  zwischen  den  Greuzen  x  =  a  und 
x  =  x ;  nämlich 


VII.    Bestimmung  von  Kurven   aus  gegebenen   Eigenschaften. 

122.  Sinu  der  Aufgaben.  Bei  der  Untersuchung  über  das  Maximum 
und  Minimum  der  Funktionen,  der  Methode  der  Tangeuten  (§  45  u.  50),  der 
Quadratur,  Rektifikation  der  Kurven  etc.,  wurde  immer  eiue  bestimmte 
Funktion  vorausgesetzt  und  eine  gewisse  Eigenschaft  derselben  nach- 
gewiesen. Man  kauu  aber  auch  die  umgekehrte  Aufgabe  stellen,  aus 
einer  gegebeneu  Eigenschaft  der  Funktion  die  Funktion  und  die  ihr 
entsprechende  Kurve  abzuleiten.  Einzelne  Beispiele  werden  das  Ver- 
fahren zeigen. 

123.  Form  einer  Kurve  mit  konstanter  Subtangente.  Diese  Kon- 
stante  sei   =  a   und   da  der   Ausdruck    der    Subtangente    nach   §  45, 

dx 
Gleichung  (1)  =  y~; —  ist,  so  wird  im  Sinne  der  Aufgabe  sein 

dx  ,  dy 

y  — -  =  a,  d  x  =  a  —*-. 

dy  y 

Wird  die  letztere  Gleichung  integriert,  so  kommt 
x  =  a  log  y  -f-  C. 

Gesetzt  es  sei  für  y  — 1  die  Abscisse  x  =  0,  so  wird  auch  die 
Konstante  C  =  0.     Folglich  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Kurve 

X 

x  =  alogy,     oder     y  =  ea. 
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124.  Form  einer  Kurve  mit  konstanter  Subnormale.      Diese   Kon- 
stante sei  =  a,  so  hat  man  nach  Gleichung  (1),  §  45 

dy 

y  ~~  =  a,          y  d  y  =  a  d  x. 
•   dx 

Durch  Integration  der  letzten  Gleichung  erhält  man 

v2 

Wenn  für  x  =  0  auch  y  =  0  sein  soll,  so  wird  auch  C  =  0.     Die 
Gleichung  der  gesuchten  Kurve  ist  somit 

y2  =  2  ax, 

d.  h.  die  einer  Parabel,  deren  Parameter  den  Wert  2  a  hat. 

125.  Form  einer  Kurve  mit  konstanter  Tangente.     Diese  Tangente 
reicht  vom  Berührungspunkt  bis  zum  Durchschnitt  mit   der  Abscissen- 

achse.     Der  Ausdruck  dafür  ist  y  1/  1  -j—  T  -, —  J  .  Ihr  konstanter  Wert 
sei  a,  so  wird  man  haben 


yj/1  +  (j0S  =  a,     also     dx  =  ^Kä^?. 

Um  diese  letztere  Gleichung  integrieren  zu  können,  setze  man 

(1)  JA^ZTp  =  yZ) 

worin  z  eine  von  y  abhängige  Veränderliche  bezeichnet,  so  wird 
d  x  =  z  d  y. 

Auf  das  Differential  zdy  wende  mau  Gleichung  (1)  von  §  82 

|zdy  =  zy  —  lydz 
über  das  teilweise  Integrieren  an,  so  erhält  man 

(2)  x  =  zy— Jydz, 

Allein   aus    Gleichung  (1)    folgt  y  =  jj= -.     Führt  man  diesen 

Wert  von  y  in  den  letzten  Teil  von  (2)  ein,  so  folgt  unter  Auweuduug 
von  Gleichung  (3)  des  §  80 


J*rd.-.J^ 


=  alog(s  +  Kl+z,0+C. 


z* 
Mit  Hilfe  dieses  Ausdruckes  wird  (2) 

x  =  Zy-alog(z  +  Kl+72)^-C. 
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Oder  wenn  mau  deu  Wert  von  z  durch  y  ersetzt 

+  Ka^y    ' 


]/"a2  —  y2  —  a  log 


+  C. 


Für  y  =  a  werde  x  =  0.     Diese  gleichzeitigen  Werte  geben  C  =  0. 
Somit  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Kurve 


v^ 


] 


x  =  l^a2  —  y2  —  a  h 

126.  Form  einer  Kurve  mit  konstanter  Normale.  Diese  Normale 
reicht  vom  Durchschnitt  derselben  mit  der  Kurve  bis  zum  Durchschnitt 
mit  der  Abscissenachse.  Die  Konstaute  sei=a,  so  wird  nach  Glei- 
chung (2)  des  §  45 


V 


-(£)'-.,     folglich     dx=±F^ 


Integriert  man  die  letzte  Gleichung  nach  Formel  (1)  des  §  80, 
so  kommt 

Wenn  y  =  0,  so  sei  x  =  a.     Für  diese  Werte  wirdC  =  0;  somit 

x=-|-y"a2_y2. 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises  mit  dem  Halbmesser  a. 

127.  Zerlegung  eines  Rechteckes  durch  eine  Kurve  in  Teile  mit 
gegebeuem  Verhältnis.  Diese  Kurve  gehe  vom  Anfangspunkte  der 
Achsen  aus  und  entferne  sich  bis  zum  Punkte  x,  y  von  beiden  Achsen. 
Der  Kurvenbogen ,  welcher  zwischen  diesem  Anfangspunkt  und  dem 
Punkte  x,  y  liegt ,  schliesse  mit  der  Abscisse  x  und  der  Ordinate  y 
eine  Fläche  ein,  welche  einen  gegebenen  Teil  vom  umschriebenen  Recht- 
eck xy  sein  soll.     Welches  ist  diese  Kurve? 

Das  Flächenelement    der  Kurve   ist  ydx,   also  die  Fläche    lydx. 

Soll  diese  Fläche  —  vom  Rechteck  xy  sein,   wo   n  jede  positive  Zahl, 
die  grösser  als  1  ist,  bezeichnet,  so  hat  man 


I- 


x=~xy- 


Man  differeutiiere  diese   Gleichung,   so   fällt  links   das  Integralzei- 
chen weg  und  man  erhält 


ydx  =  —  ydx-1 xdy 

J  n  J         '    n 


Auten heimer,   Eleweutarbuch. 
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und  indem  mau   auf  beiden  Seiteu      -ydx  abzieht,   mit  u  multipliziert 

n  ' 

und  die  Variabein  sondert 

y  x 

Die  Integration  dieser  Gleit  ''uug  gibt 

log  y  =  (n  —  1)  log  x  -{-  C. 

Für  x  =  1  sei  y  =  p  -,  folglich  log  p  =  C.  Führt  man  diesen 
Wert  der  Koustauteu  ein,  so  folgt 

logQ^logx"-1. 

Wenn  aber  die  Logarithmen  gleich  sind ,  so  müsseu  es  auch  die 
Zahlen  sein;  folglich  die  Gleichung  der  gesuchten  Kurve 

y  =  px°-1. 

4 
Für  n  =  —  wird  y3  =  p3x.     Diese  Gleichung  gehört  der  kubischen 

Parabel  an.     Sie  teilt  das  Rechteck  in  Teile,  die  sich  verhalten  wie  3:1. 

Für  n^^lS  wird  y2  =  p2x.  Diese  Kurve  ist  eine  Parabel, 
welche  das  Rechteck  in  zwei  Teile  teilt,   die  sich    wie  2:1    verhalten. 

Für  n  =  2  wird  y  =  px  zur  Gleichung  einer  Geraden,  welche  als 
Diagonale  das  Rechteck  in  gleiche  Teile  teilt. 

128.  Entstehung  eiuer  Rotationsfläche  von  gegeheuem  Inhalt  durch 
Drehung  einer  Kurve.  Diese  Kurve  gehe  vom  Anfangspunkt  der  Achsen 
aus  und  werde  um  die  Abscissenacb.se  gedreht.  Dabei  beschreibe  der 
Bogen,  welcher  zwischen  diesem  Anfangspunkt  uud  dem  Punkte  x,  y 
der  Kurve  liegt,  eine  Oberfläche,  welche  das  n fache  sein  soll  vom 
Kreise  mit  dem  Halbmesser  y.     Welches  ist  diese  Kurve? 


dT]/i 


dx2 
Das  Bogeuelemeut   der  Kurve  ist  dvl/         — J~T'      Dasselbe    be- 
schreibt  während   einer   vollen   Drehung   um    die   Achse  ein    Flächen- 
"dx2 
dv 


element  =  2/Tydyl/l-f   7— ir-     Somit  ist  die  Rotationsfläche  gleich 


2*|ydy|/l  +  -, 


m   Halbmes 
iuguugsgleic 


dx2 

dy! 

uud  da   die  Kreisfläche    vom    Halbmesser  y  =  7ry2,    so   bat    man    ver 
möge  der  Aufgabe  die  Bedingungsgleichung 


2tt     ydy    /  1.+  — r  =  nirr 


Man  dividiere  mit  tr  und  differentiiere,  so  folgt 
dy5 


ydyj/ 


1  +  T73-  =  2uy<1)- 
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Dividiert  man  mit  2ydy  und  schafft   das  Wurzelzeichen  weg,    so 

kommt 

dx  =  ±Yn2—  ldy. 

Wird  integriert,  so  erhält  man  die  gesuchte  Gleichung 

worin  die  Konstante  C  =  0  genommen  wurde ,  weil  für  x  =  0  auch 
y  =  0  sein  soll.  Dies  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie.  Folg- 
lich ist  die  Rotationsfläche  eine  Kegelfläche  und  7ry2  die  Grundfläche 
des  Kegels.  Die  Aufgabe  ist  für  jeden  Wert  von  u^>l  möglich.  Folg- 
lich können  Mantelfläche  und  Grundfläche  von  Rotationskegeln  alle 
möglichen  Verhältnisse  zu  einander  haben. 

129.  Entstehung  eines  Rotationskörpers  von  gegebenem  Inhalt  durch 
Drehung  einer  von  einer  Kurve  begrenzten  ebenen  Flache.  Diese  Kurve 
gehe  vom  Anfangspunkt  der  Achsen  aus.  Der  Kurveuast ,  welcher 
zwischen  diesem  Anfangspunkt  und  dem  Punkte  x,  y  der  Kurve  liegt, 
werde  um  die  Abscissenachse  gedreht.  Dabei  beschreibe  die  Fläche 
zwischen  der  Kurve,  der  Abscisse  x  und  der  Ordinate  y  ein  Volumen, 

das  —  betrage  vom  Cylinder,   dessen  Länge   die  Abscisse  x   und   des- 
sen Halbmesser  die  Ordinate  y  ist.     Man  soll  diese  Kurve  bestimmen. 
Das  Volumeuelement  des  Rotationskörpers  ist  nach  Gleichung  (1), 

§  115  =7ry2dx,  also  das  Volumen  =7r|y2dx.  Der  Inhalt  des 
Cylinders  ist  =  7r  y2  x.      Folglich   wird   man   nach   der   Aufgabe  haben 


7rjy2dx=  -  7ry- 


Man  dividiere  mit  tt  und  differeutiiere,  so  kommt 


Hieraus  folgt 


1  2 

V2  d  x  =  —  y2  d  x  -f-       y  x  d  v 
n  n 


~  dy        ,         „.  dx 
2— ^  =  (n  — 1)  — 
y  x 


und  durch  Integration 

21ogy  =  (n-l)logx-fC. 

Für  x  =  l  sei  y  =  a;  folglich  wird  21oga  =  C.     Zieht  mau  diese 
Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  kommt 

21ogf£)  =  (n-l)logx 


oder 


<0 


—     116     — 

Gelit   man    von    den  Logarithmen    zu    den   Zahlen  über,    so   erhält 
man  als  gesuchte  Gleichung 


Soll  der  Rotationskörper  1i2  sein  vom  umschriebenen  Cylinder, 
so  wird  n  =  2  und  v2  =  a2x.  Folglich  ist  der  Rotationskörper  ein 
Paraboloid. 

Soll  der  Rotationskörper  1 3  sein  vom  umschriebenen  Cylinder,  so 
wird  u  =  3   und  y  =  -}-ax;  folglich  ist  der  Rotationskörper  ein  Kegel. 

130.  Die  loxodromische  Linie  auf  der  Kugelfliiche.  Die  Oberfläche 
der  Kugel  sei  eingeteilt  durch  Parallelkreise  und  Meridiane  wie  die- 
jenige der  Globen,  auf  welchen  die  Erdoberfläche  abgebildet  wird.  Zieht 
man  nun  auf  der  Kugelfläche  eine  Linie  so,  dass  sie  die  Meridiane 
unter  konstantem  Winkel  schneidet,  so  heisst  diese  Linie  die  loxodro- 
mische Kurve  (Bahn  eines  Schiffes  auf  dem  Meer).  Man  soll  ihre 
Gleichung  ableiteu. 

Es  seien  (Fig.  40)  P  der  Pol,  AG  der  Aequa- 
tor  und  fg  die  loxodromische  Linie.  Man  lege 
durch  die  Punkte  f  und  g  Meridiane,  so  werde  der 
Aequator  von  ihnen  geschuitteu  in  F  und  G.  Geht 
der  erste  Meridian  durch  A,  so  stellen  die  Bo- 
hren AF.  AG  die  Längen  und  Ff,  Gg  die  Breiten 
der  Punkte  f  und  g  dar.  Länge  und  Breite  eines 
Punktes  können  als  Koordiuaten  derselben  auge- 
sehen werden.     Nun  seien: 

a    der  Halbmesser  der  Kugel, 

«  der  Winkel,   unter    welchem    die   Meridiane    von   der  Kurve  ge- 
schnitten werden. 
Lo,lo   Länge  und  Breite   eines    Punktes    auf  einer   Kugelfläche  mit 

dem  Halbmesser  1,  entsprechend  dem  Puukte  f  und 
L,  1  dasselbe,  entsprechend  dem  Punkte  g ,    so  werden   die   Bogen 
auf  der  Kugel  mit  dem  Halbmesser  a  das  a  fache  von  Lo,  lo,  etc. 
sein. 
Man  lasse  L   zunehmen  um  d  L,    so   wird  1   übergehen   in   1  -j-  d  L 
Es  sei  der  Bogen  G  H  auf  dem  Aequator  =  a  d  L.     Man  lege  durch  H 
einen  Meridian ;   dieser  werde  von   der  loxodromischen   Linie   geschnit- 
ten in  h,    vom    Parallelkreis,    durch  g  gehend ,   in  i,     so    entsteht    ein 
rechtwinkliges  Dreieck  ghi,    mit   dem    rechten    Winkel   in  i    und   dem 
Winkel  g  h  i  =  «,  so  dass 

(1)  gi  =  hi-tanga. 

Nun  ist  GH  =  adL,  d.  h.  dem  Bogenelement  dL,  multipliziert  mit 
dem  Radius  des  Aequators.  Gerade  so  ist  das  Bogenelement  g i  gleich 
dem  Differential  dL,  multipliziert  mit  dem  Radius  acosl  des  Parallel- 
kreises in  g.     Da  ferner  h  i  =  a  d  1,  so  geht  (1)  über  in 

(2)  d  L  =  taug  cc r. 

v  '  cosl 
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Dies  ist  nun  die  Differentialgleichung  der  gesuchten  Kurve.  Um 
sie  zu  integrieren,  beachte  man,  dass  tang«  konstant  ist  und  dass  deu 
Ordinaten  lo,l  die  Abscissen  Lo,  L  entsprechen,  so  dass 


1 
(3)  L-L„=tang«J^T. 

lo 

Um  r  integrieren   zu   köuueu,    setze   man  siul  =  x, 

cos  1 
cos  1  d  1  =  d  x,  also  durch  Division  mit  cos2] : 

dl  dx  dx  dx 


(4) 


cos  1         cos2l         1  -  siu2l       1  -  X2' 
Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (2)  des  §  80 


Daher  geht  (4)  über  in 

pdl          ,     i/l+sinl   , 

und  somit  (3)  in  folgende  Gleichung  der  loxodromischen  Linie: 


L  -  L.  -  taDg  .  [l„g|/i±^  _  log  yi± 


Allein   diese  Gleichung  kommt   für  den   Gebrauch   auf  Schiffen    in 
anderer  Form  vor.     Es  ist 

cos  («  -|-  ß)  =  cos  a  cos  ß  —  sin  «  sin  ß  ; 

daher  cos  2  «  =  cos2«  —  sin2« 

oder  indem  man  cos2«=l —  sin2«  setzt: 

cos  2  «=  1  —  2  siu2«     und     cos  2  «  =  2  cos2«  —  1 ; 

mithin,  indem  man  «  für  2  «  einführt 

.     1           i/l  — cos«  .            1           i/l4-cos« 

Sin  "2  a  =  \    2T  C°S  "2  "  =  V  2~ 

und  durch  Division 

1  l  /l  —  cos« 

Setzt  man  hierin  90 -j-«  statt  «,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

-<«+H)-]/gl; 
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Daher  aus  (6)  die  gesuchte  Gleichung 
(7)        L  -  Lo  =  taug  a  j^log  taug  (^45  -f  -)  -  log  taug  (45  +  |  jj. 

Für  die  Fahrt  eines  Schiffes  auf  dem  Meere  sind  Lo,  lo  und  L,  1 
die  Lungen  und  Breiten  der  Anfangs-  und  Fndstation  der  Bahn.  Wer- 
den diese  als  gegeben  betrachtet,  so  erhält  man  mittels  (7)  die  Grösse 
tang  a,  d.  h.  die  Richtung,  welche  das  Schiff  mit  Hilfe  des  Kompasses 
einschlagen  soll. 

Für  Lo  =  0  und  lo  =  0  geht  (6)  über  in  die  Gleichung 

L  =  tang  a  •  log  tang  (  45  -j-  — 

einer  loxodromischen  Linie,    welche  in   dem    Punkte   beginnt,    wo    der 
erste  Meridian  den  Aequator  schneidet. 

1.11.  Die  loxodromische  Linie  auf  der  Oberfläche  des  abgeplatteten 
Sphäroides.  Diese  Oberfläche  entsteht  durch  Drehung  einer  Ellipse  um 
ihre  kleine  Achse.  Man  teile  diese  Oberfläche  durch  Parallelkreise 
und  Meridiane  ein  und  lege  eine  Linie  so,  dass  sie  die  Meridiane  un- 
ter konstantem  Winkel  schneidet,  so  heisst  diese  Linie  die  loxodromi- 
sche  Kurve. 

Es  gelte  die  Figur  und  Bezeichnung  der  vorigen  Aufgabe,  so  sind 
die  Meridiane  PF,  PG,  PH  etc.  kongruente  Ellipsen,  deren  Mittel- 
puuktsgleichuug  ist 

(1)  y^V-x2). 

Das  unendlich  kleine  Dreieck  ghi  gibt  auch  hier  den  Zusammen- 


(2)  g  i  =  h  i  •  tang  a, 

in  welchem  gi  das  Bogenelement  des  Parallelkreises  durch  g  und  hi 
das  Bogenelement  des  Meridians  darstellen.  Diese  Bogenelemente 
haben  aber  vermöge  der  abgeplatteten  Form  des  Körpers  andere  Werte 
als  für  die  Kugel.  Es  sind  daher  zunächst  diese  Werte  zu  bestimmen. 
Auf  dem  Aequator  ist  G  H  =  a  d  L,  auf  dem  Parallelkreis  in  glei- 
cher Weise 

(3)  gi  =  xdL, 


Fig. 41. 


/mmtfM 


wo  x  =  M  E  (Fig.  41)  die  Abscisse  des  Punk- 
tes g  der  Ellipse,  also  auch  den  Radius  gC 
des  Parallelkreises  durch  g  bezeichnet. 

Um  x  zu  finden,  differentiiere  man  (1), 
so  folgt 

dy  _    _b2#^_ 
d  x  a2     y  ' 
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dy 
Nun  ist  —       die    trigonometrische   Taugente'  des  Winkels  ß,    den 

die  Taugente  gB  au  die  Ellipse  mit  der  positiven  Richtung  der  Ab- 
scissenachse  bildet.  Man  ziehe  die  Gerade  g  D  senkrecht  auf  g  B ,  so 
wird  Winkel  gDB  =  l.     Nun  ist  0  =  90  +  1,  daher 

tang(90  +  l)  =  -^.^ 
und 

(4)  tangl  = 


(5) 


b  x 

Die  Exzentrizität  der  Ellipse  sei  =  e,  so  ist 

=  e,         b  =  a|/l  — 

a 

Setzt  man  diesen  Wert  von  b  in  (4),  so  wird 

acosl 


Vi  —  e2  sin2l 

und  somit  nach  (3)  die  eine  Seite  des  unendlich  kleiueu  Dreiecks 

a  cos  1  d  L 

(6)  gl=Vi      «-ir 

VI  —  e2sm-l 

Die  andere  Seite  hi  dieses  Dreiecks  ist  das  Bogenelement  ds  des 
Meridians,  für  welches  in  §  92  folgender  Ausdruck  sich  angegeben  findet 

(7)  ds  =  ad</>Kl  —  e2sin2^, 

worin  asin<f  =  x    ist.      In    Gleichung  (7)    ist   nun    cp   durch    1    auszu- 
drücken.    Setzt  man  a  sin  <f>  für  x  in  (5),  so  folgt 

,n\  ■  cosl 

(8)  sin  (f 


Vi  —  e2sin2l 
Nun  gibt  die  Differentiation  von  (8) 


d(f 


I    1 


Setzt  man  die  Werte    von  sin  <f  aus  (8)  und  d  (f>    aus    (9)  iu  (7), 
so  findet  man 

(10)  ds=a(l-eVl 


(1  — e2sin2l)2 


In    diesem  Ausdruck  für  d  s   ist    das   positive    Zeichen   genommen 
worden,  weil  s  und  1  zugleich  wachsen. 
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Dieser  Wert  von  d  s  ist  nun  nichts  anderes  als  die  Seite  h  i  des 
unendlich  kleinen  Dreiecks.  Mit  Hilfe  desselben  und  der  Gleichung  (6) 
gibt  (2) 

(1  —  e2)  d  1 
(11)  dL  =  tanga-7- 2  .  2n ;. 

(1  —  e2  sm2l)  cos  1 

Diese  Gleichung  ist  für  das  Sphäroid ,  was  Gleichung  (2)  des 
vorigen  Paragraphen  für  die  Kugel,  nämlich  die  Differentialgleichung 
für  die  loxodromische  Linie. 

Um  sie  zu  integrieren,  bringe  man  sie  auf  die  Form 

T  dl  e2 cos  ldl  1 

d  L  =  taug  a — .         . 

Lcosl        1  — e2sin2lj 

Da  e  cos  1  d  1  =  d  (e  sin  1),  so  erhält  man  daher 


dl  C*    d  e  siu  1 


(12)  L  -  Lo  =  tang  « J-^-  -  e  tang  «  J\  ^ 


e2  sin2l' 


Das  erste  dieser  Integrale  ist   in   der   vorigen  Aufgabe  angegeben. 
um  das  zweite  abzuleiten,  setze  man  z  =  e  sin  1,  so  wird 

desinl  =  dz;         e2sin2l  =  z2, 

d  e  sin  1  dz 


1  —  e2  sin2l          1  —  z2 
Folglich  nach  der  vorigen  Aufgabe,  Gleichung  (5) 


/ 


dz  1  ,        1  -f-  z         1  ,        1 4-  e  sin  1     .    ^ 

1=?  =  2  '°g  T=T  =  2  l0g   l-esiol   +  & 


Daher  gibt  Gleichung  (12) 
(13)  L  -  Lo  =  tang  «  £log  tang  (^  +  *  )  -  log  tang  (45  +  y)] 

1  ;           T,       1  4-  e  sin  1       ,       1  4-  e  sin  lo  ~1 
—  —  e  tang  a    log —  —  log  —  -' — r-  \. 

2  L        l-esinl  °  1  —  e  sin  lo  J 

Für  lo  =  0  beginnt  die  Kurve  im  Aequator  im  Abstand  Lo  vom 
ersten  Meridian.  Für  1  =  90°  wird  L=0O,  d.  h.  die  Kurve  kann 
den  Pol  nicht  erreichen. 

Wenn  die  Abplattung  eine  schwache  ist,  so  bleibt  das  zweite 
Glied  rechts  ohne  merklichen  Einfluss  auf  den  Wert  L  —  Lo,  wie  dies 
für  die  Erde  der  Fall  ist. 

132.  Form  der  Ketteulinie.  Eine  vollkommen  biegsame  Kette  sei 
an  ihren  Endpunkten  befestigt,  so  wird  sie  sich  senken  und  eine  Kurve 
bilden,  deren  Form  bestimmt  werden  soll  unter  der  Voraussetzung,  dass 
das  Gewicht  der  Kette  der  Länge  ihrer  horizontalen  Projektion  und 
ebenso,  dass  es  der  Länge  der  Kette  proportional  sei. 

Die  Kurve  wird  in  einer  Vertikalebene  liegen ,  welche  durch  die 
Aufhängepunkte  A,  B  (Fig.  42)  geht.     Man  lege  in  dieser  Ebene  durch 
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den    tiefsten  Punkt  C   der  Kurve   zwei   rechtwinkelige  Achsen  C  x,  C  y, 
wovon  die  erstere  horizontal  liegt.     Es  seien: 

y,  x  die  Koordinaten  CF  und  EF  eines  Kurvenpunktes  E, 

a,  (p   die  Winkel,  welche  die  Kurve   in  den   Punkten  A  und  E  mit 

der  horizontalen  Richtung  bildet, 
P,  Q  die  Spannungen   der  Kette   in   den   Punkten   A  und  E,   in   der 

Richtung  der  Tangenten  an  die  Kurve  wirksam  und 
a,  h  die  horizontale   und   vertikale  Projektion   des   Kurveuteiles  AC. 

Man  zerlege  die  Kräfte  P  und  Q  in  die 
horizontalen  Seitenkräfte  P  cos  a ,  Q  cos  <f, 
und  in  die  vertikalen  Seitenkräfte  P  sin  a, 
Q  sin  </>,  so  kann  man  sich  denken,  es  werde 
das  Kurvenstück  AE  durch  die  Kraft  Pcos« 
nach  rechts ,  durch  Q  cos  <f  nach  links  ge- 
zogen. Damit  dieses  Stück  in  horizontaler 
Richtung  keine  Bewegung  annimmt ,  muss 
also  sein 

(1)  Q cos  y  =  Pcos«. 

Diese  Gleichung  gilt,  wo  auch  der  Punkt  E  auf  der  Kurve  ange- 
nommen werde.  Daher  ist  die  Spannung  der  Kette  in  horizontaler 
Richtung  konstant.     Man  bezeichne  diese  Spannung  mit  T,  so  wird 

(2)  Q  cos  (f  =  T. 

Erste  Voraussetzung.  Es  sei  q  das  Gewicht  der  Kette  für 
jede  Längeneinheit,  in  der  Richtung  der  horizontalen  Projektion  ge- 
messen, also  aq  das  Gewicht  des  Stückes  AC  und  (a  —  x)  q  das  Ge- 
wicht des  Stückes  AE. 

Die  Kraft  P  sin  a  wirkt  in  A  aufwärts ,  die  Kraft  Q  sin  (f  in  E 
abwärts.  Zu  dieser  letztern  Kraft  kommt  noch  das  Gewicht  (a  —  x)  q 
des  Kurvenstückes  AE.  Die  Kräfte  in  vertikaler  Richtung  abwärts 
und  aufwärts  müssen  ebenfalls  gleich  sein.     Dies  gibt 

(3)  Q  sin  <p  -\-  (a  —  x)  q  =  P  sin  a 

Dividiert  man  die  Werte  von  Q  sin  ^  und  Qcosy,  welche  die 
Gleichungen  (2)  und  (1)  liefern,  so  hat  man 

,,.  Psina  —  (a  —  x)  q 

(4)  tang?  = ^ ^-. 

Für  den  tiefsten  Punkt  wird  <p  =  0  und  x  =  0 ;  mithin  erhält 
man  für  diesen  Punkt 


(5) 


Folglich  muss  der  Zähler  dieses  Wertes  =  0  seiu,  woraus  folgt 
Psin  a 
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Setzt  man  diesen  Wert  von  a  in  Gleichung  (4),  so  kommt 

qx 
tang  <f  =  ^-. 

Allein  nach  Gleichung  (2),  §  6,  ist  tang  <f>  =  — — .     Folglich  wird 

Durch  Integration  dieser  Formel  erhält  man  die  Gleichung 

der  Kurve,    in    welcher  die  Konstaute  C   weggelassen  wurde,   weil  für 
x  =  0  auch  y  =  0  ist.     Diese  Gleichung 

2         2T 

x  = y 

zeigt,  dass  die  Kurve  eine  Parabel  ist.  Man  nennt  daher  diese  Kurve 
die  parabolische  Kettenlinie.  Sie  kommt  vor  bei  Draht-  und 
Ketteubrückeu,  in  dem  die  Brückenbahn,  welche  an  den  Drahtseilen 
oder  Ketten  hängt,  auf  gleiche  horizontale  Entfernung  gleiche  Belastung 
hat;  ferner  bei  Seilen  und  Ketten,  welche  gleichen  Querschnitt  haben 
und  durch  starke  Spannungen  nur  eine  schwache  Biegung  annehmen,  etc. 
Aus  der  Gleichung  (3)  folgt,  dass  die  vertikale  Spannung  von 
oben  nach  unten  abnimmt  und  im  tiefsten  Punkt  =  0  wird.  Setzt 
man  in  Gleichung  (6)  für  x  den  Wert  von  a  aus  (5),  so  wird  y  zur 
Ordinate  des  höchsten  Punktes.     Man  erhält  dafür 


V2tJ 


Was  von  dem  Kurventeil  AC  gezeigt  wurde,  gilt  auch  vom 
Stück  BC. 

Zweite  Voraussetzung.  Es  sei  q  das  Gewicht  der  Kette  per 
Längeneinheit  derselben,  so  wird  das  Gewicht  des  Stückes  AE  =  q-AE 
sein  etc.  Rückt  der  Punkt  E  um  das  Bogenelement  ds  aufwärts,  so 
nehmen  (f  zu  um  dy,  x  um  dx,  y  um  d y.  Daher  wird  auch  die 
vertikale  Spannung  Q  sin  (fi  zunehmen  um  d  (Q  sin  ff).  Diese  Zunahme 
ist  aber  nichts  anderes  als  das  Gewicht  q  d  s  des  Elementes  der  Ket- 
teulinie.     Daher 

d(Qsin^)  =  qds. 

Führt  man  hier  den  Wert  von  Q  aus  (2)  ein  und  beachtet,  dass 
T  konstant  ist,  so  wird 

(7)  dtangy  =  -^-ds. 
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Allein  es  ist  nach  §  6  und  §  87 


-£,     „,_„.l/,+(jf 


V' 


Führt  man   diese   Werte  in  (7)  ein ,  nachdem  man   -^-  =  z    und 

-~  =  m  gesetzt  hat,  so  folgt 

/  %  .  dz 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  erhält  man  nach  (3),  §  80 

(9)  mx  =  log(z  +  y~[+z~2)> 

wo   die   Konstante    der  Integration    weggelassen    ist ,    weil    für    x  =  0 

dy 

auch  z,  d.  h.  -r^-  =  0  wird, 
dx 

Geht  man  in  (9)  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  wird 

emx  =  z  +  "Kl+z2. 

Isoliert  man  hier  die  Wurzelgrösse  und  quadriert,  so  kommt 

e2mx  — 2zemx  =  1 

dv 
und   indem    man   — ---  für  z  setzt 
d  x 

(10)  dy  =  i(emx  —  e-mx)dx. 

Behufs  der  Integration  schreibe  man 

d  y  =  ~^- emx  d  (m  x) +-J— e-rax  d  (- m  x), 
2m  '     2m 

so  gibt  die  Integration  dieser  Gleichung  nach  §  76 

y  =  Tn7[emX  +  e~mX]+C- 
Für  x  =  0  wird  auch  y  =  0;   daher   erhält  man   für   diese  Werte 

0  =  V-[l  +  l]-i-C. 

2m         '      J    ' 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  ergibt  sich  als 
Gleichung  der  gemeinen  Kettenlinie 

(11)  y=-L.[e«x  +  e-mx_2]- 

Für  x  =  a  wird   y  =  h  =  CD  die   Ordinate  des   tiefsten  Punktes 
der  Kurve. 
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Aus  (10)  folgt 

(12)  taug^>  =  |(emx-e-rax). 

Wird  hierin  x  =  a,  so  verwandelt  sich  <f>  in  a ;  daher 
tang«=      (eam  — e-am). 

Aus  Gleichung  (7)  folgt  durch  Integration 

(13)  tang^  =  ms, 

worin  s  den  Bogen,  von  C  bis  E  reichend,  bezeichnet. 

Geht  hierin  (f  in  «  über,  so  wird  s  zum  Bogeustück  CA,  das 
mit  S  bezeichnet  sei.     Daher 

tanga  =  m  S. 

Setzt  mau  die  beiden  Werte  von  tang  <f  aus  (12)  und  (13)  ein- 
ander gleich,  so  wird 

(14)  BS=_L_(e"_er-«). 

Entwickelt  man  die  Expouentialgrössen  in  Reihen,  so  erhält  man 
nach  §  62,  Gleichung  (4) 

e    *    :=l+mx  +  -^—  +— —  +  27I^  +  " 

c-mx_1       mx   i    (mx)2        (mx)3    ■    (mx)* 

~i       mX^      2  2-3    +2-3-4       •' 

Unter  der  Voraussetzung  der  Konvergenz  dieser  Reihen  erhält  man 

(16)        s=,[1+^i+_^_+..]. 

Wird  m  =  -=-  sehr  klein,  sei  es,    dass  q  klein  oder  T  gross  ist, 

so  wird  s  nahe  gleich  x  und  y  sehr  klein.  In  diesem  Fall  geht  Glei- 
chung (15)  nahezu  über  in  (6),  d.  h.  die  Kettenlinie  nähert  sich  der 
Parabel. 

133.  Form  einer  Seiltrommel  für  gleiche  statische  lomeute  der 
Last  am  Seil.  Die  Achse  AB  der  Trommel  (Fig.  43)  liege  horizon- 
tal; ein  Schnitt  durch  die  Oberfläche  der  Trommel  längs  der  Achse 
gebe  die  Kurve  acb.  Dreht  sich  die  Fläche  ABba  um  die  Achse, 
so  erzeugt  sie  einen  Rotationskörper,  über  welchen  ein  Seil  gewickelt 
sei,  an  dem  eine  Last  P  hange.  Das  Seil  beginne  seine  Aufwicklung 
auf  Seite  A  des  kleineren  Trommelhalbmessers  r.  Auf  dieser  Seite 
hat  das  herabhängende  Seil   seine  grösste  Länge,   die   wir  mit  L   be- 
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zeichnen.  Wickelt  sich  das  Seil  auf,  so  wird 
der  herabhängende  Teil  kürzer,  daher  auch  leich- 
ter; also  kann  der  Halbmesser  der  Trommel 
dafür  grösser  werden ,  wenn  das  statische  Mo- 
meut,  womit  Last  und  Seil  die  Trommel  drehen, 
konstant  bleiben  soll. 

In  einer  Entfernung  x  von  a  aus,  läugs  der 
Achse  gemessen,  sei  der  Halbmesser  der  Trom- 
mel y  und  die  Länge  des  herabhängenden  Seil- 
stückes z.  Bezeichnet  man  das  Gewicht  des  Seiles  per  Längenein- 
heit mit  p,  so  zieht  bei  A  ein  Gewicht  abwärts  =  P-{-pL  am  Hebels- 
arm r  und  bei  c  ein  Gewicht  =  P  -j-  p  z  am  Hebelsarm  y.  Gemäss 
der  Aufgabe  sollen  die  statischen  Momente  dieser  Kräfte  gleich  sein ; 
daher 

(1) 

Diese  Bedingungsgleichung  gestattet  nun,  den  Zusammenhang  zwi- 
schen den  Koordinaten  x,y  der  Kurve  acb  wie  folgt  zu  bestimmen. 

Die  Momente  (1)  sind  konstant;  man  setze  daher 
(2)                                          (P  +  pz)y  =  m, 
worin  die  Grösse  m  konstant  ist,  so  folgt 
_  _m P_ 

z—  py       P  ' 

woraus  durch  Differentiation  sich  ergibt 


(P  +  pz)y  =  (P  +  pL)r. 


(3) 


dz  =  - 


y 


Nun  ist  dz  ein  Läugeuelemeut  des  Seiles;  steigt  das  Seil  um  dz, 
so  geht  z  in  z  —  dz  über.  Dabei  drehe  sich  die  Trommel  um  einen 
unendlich  kleinen  Winkel  d «,  als  Bogen  gedacht  zum  Halbmesser  1, 
so  wird  ein  Punkt  der  Trommel  im  Abstand  y  von  der  Achse  einen 
Weg  =  y  d  «  zurücklegen.     Daher  wird  sein 

(4)  yda=  —  dz. 

Setzt  man  nun  die  beiden  Werte  von  d  z  aus  (3)  und  (4)  ein- 
ander gleich,  so  folgt 

m      dy 


(5) 


yd  a 


Die  Dicke  des  Seiles  sei  e,  so  wird  bei  jeder  vollen  Umdrehung 
der  Trommel  das  herabhängende  Seilstück  um  e  in  der  Richtung  der 
Achse  fortrücken,  d.  h.  das  Fortrücken  ist  e  für  den  Drehwiukel  2  7r; 
somit  =  d  x  für  den  Drehwinkel  d  a.  Aus  der  Proportion  2  tt  :  d  a  = 
e :  d  x  folgt  daher 

(6)  d«  =  — dx. 


—     12G     — 

Setzt  mau  diese   Werte   von  d  a   aus  (5)  und  (6)  einander  gleich, 

so  ist 

2ir    .  m      d  y 

dx  = f- 

e  p        y3 

und  folglich  durch  Integration 

(7)  -^*  =  -^+C. 

Für  x  =  0  geht  y  in  r  über ;  für  diese  Werte  wird  (7)  zu 

2  p  r2 

Zieht  man   diese  Gleichung  von  (7)    ab ,    so  erhält  man  den   ge- 
suchten Zusammenhang 

e  'z  p 


e~X_2pLr2  y2J 

oder  auch 

(8) 


1               4  TT  p 
~2 X 

r-  em 


Ist  die  Länge  der  Trommel  =  b,  so  geht  für  x  =  b  der  Radius  y 
über  in  R.     Für  diese  Werte  wird  (8)  zu 


R2  = 


1  4  TT  p 

rz  em 


4  TT  p 

Eliminiert  man  aus  (8)  und  (9)  die  Grösse — ,    so  erhält  mau 

em 

als  Gleichung  der  Kurve 


r2        V  r2         R2 )  b 


VIII.   Bestimmung  von  Schwerpunkten. 

134.  Vom  Schwerpunkt  im  allgemeinen.  Alle  materiellen  Teile 
eines  Körpers  werden  vermöge  der  Schwere  gegen  den  Mittelpunkt  der 
Erde  gezogen.  Für  Körper  auf  der  Erdoberfläche  können  die  Rich- 
tungen der  Kräfte,  welche  den  einzelnen  Teilen  entsprechen,  als  parallel 
augesehen  werden.  Der  Angriffspunkt  der  Mittelkraft  dieser  parallelen 
Kräfte  heisst  der  Schwerpunkt  des  Körpers.  Für  gewisse  einfache 
Körperformen  lässt  sich  der  Schwerpunkt  sogleich  angeben.  So  ist  der 
Schwerpunkt  einer  homogenen  Kugel  in  ihrer  Mitte,  der  Schwerpunkt 
eines  homogenen  Cylinders  in  der  Mitte  seiner  Achse,  etc.     Es  seien 
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P,  P',  P", . .  die  Gewichte  solcher  Teile  eines  Körpers,  deren  Schwer- 
punkte man  kennt, 
x,  x',  x", .  .  die  horizontalen  Abstände  der  Schwerpunkte  dieser  Teile 

von  einer  horizontalen  Drehachse  und 
z  der  horizontale  Abstand  des  Schwerpunktes  des  ganzen  Körpers 
von  dieser  Achse, 
so  ist  (P  -|-  Py  -f-  P''  -|— .  0  z  das  statische  Moment  des  Körpers  und 
P  x  -f-  P'  x'  -\-  P"  x"  -\-  . .  die  Summe  der  statischen  Momente  der  ein- 
zelnen Teile  des  Körpers.  Da  beide  Werte  für  den  Zustaud  des  Gleich- 
gewichtes einander  gleich  sein  müssen,  so  hat  man 

px  +  Fx'-j-P"x"-f..  __  SPx 

W  z  p_|_p'_|_p"_}-..  SP  ' 

wo  der  griechische  Buchstabe  2  (Sigma)  anzeigt,  dass  eine  Summe 
gleichartiger  Teile  herzustellen  sei.  Ist  einer  dieser  Teile  das  Differen- 
tial des  Ganzen,  so  geht  das  Summenzeicheu  2  in  das  Integralzeichen  I 

über. 

Wenn  V,  V,  V", . .  die  Rauminhalte  der  Teile  des  Körpers  und  p 
das  Gewicht  der  Kubikeinheit  der  homogenen  Masse ,  so  ist  P  =  V  p, 
P'  =  V  p, . . .  Setzt  man  diese  Werte  in  die  vorige  Formel ,  so  er- 
hält man 

_    Vx  +  V'x4-V"x"  +  ..  SVx 

{  '  Z  v  +  V'-f-V"  +  ..  2  V  • 

Diese  Formel  kann  man  auch  zur  Bestimmung  der  Schwerpunkte 
von  Flächen  und  Linien  verwenden ,  nur  bezeichnen  dann  V,  V,  . . 
Flächen-  oder  Linieuteile,  deren  Schwerpunkte  man  keuut. 

135.  Schwerpunkt  eines  Kreisbogens.  Es  sei  der  Halbmesser  AD 
(Fig.  44)  senkrecht  auf  der  Sehne  B  C,  welche  durch  die  Endpunkte 
des  Bogens  geht,  so  liegt  der  Schwerpunkt  des  Bogens  in  diesem 
Halbmesser.  Es  sei  r  der  Halbmesser,  b  die  Bogenlänge,  a  die  Sehne, 
r  a  =  Bogen  BD,  r  (p  =  Bogen  D  m  und  der  Abstand  des  Schwerpunk- 
tes   des  Bogens  vom  Mittelpunkte  A  =  z. 

Lässt  man  <p  in  <P-\-d<p   übergehen,   so  geht  Fig.  44. 

der  Bogen  r  (f  in  r(<p-\-d<f)  =  T)n  über,  so  dass 
das  Bogenelement  mn  =  rd  (f  wird.  Die  Entfer- 
nung dieses  Elementes  von  A,  in  der  Richtuug  AD 
gemessen,  ist  =  r  cos  <p ;  folglich  das  statische  Mo- 
ment des  Bogeuteiles  für  eine  Drehachse  durch  A, 
parallel  zu  B  C,  gleich  r  d  <f  •  r  cos  <p  =  r2cos  (f>  dy>. 

Wird  der  Bogen  DB  in  unendlich  viele  Ele- 
mente r  d  <p  abgeteilt,  das  Moment  eines  jeden  an- 
geschrieben und  die  Summe  dieser  Momente  gebildet,  so  erhält  man 
das  Moment  des  Bogens  D  B.  Diese  Summierung  ergibt  sich  nach 
§  100  durch  Integration  des  vorstehenden  Differentials. 


—     128 


Mau   erhält 


r2    cos  ff  d  ff  =  r2  sin  a. 


EbeDso  gross  ist  das  Moment  des  Bogeus  CD.  Das  Moment  des 
gauzen  Bogeus  ist  daher  =  2  r2  sin  a  =  r  a.  Nun  ist  aber  auch  das 
Moment  des  ganzen  Bogens  für  dieselbe  Drehachse  =  b  z.  Durch 
Gleichsetzuug  beider  Momeute  fola;t  der  gesuchte  Abstaud 

Für  eiueu  Halbkreis  ist   a  =  2  r,  b  =  7rr;  also 

2 
z  =  —  r. 

7T 

136.  Schwerpuukt  eines  Parabelbogeus.  Aus  der  Gleichung  y2  = 
2  p  x  der  Parabel  folgt  durch  Differentiation  y  d  y  =  p  d  x.  Mithiu  er- 
hält man  für  das  Element  des  Bogeus  s,  liegend  zwischen  dem  Schei- 
tel der  Parabel  und  dem  Punkte  x.  y 

d  s  =  Fd^+Ty2  =  ^-  Kp^+y*. 
Das  statische  Moment  dieses  Bogenteilchens  d  s  mit  Rücksicht  auf 
1 


die  Abscissenachse  ist 

vd  s 


ydyFp2  +  Y2- 


Wird  dieses  Differential  integriert,  so  erhält  man  die  Summe  der 
statischen  Momeute  aller  Teile  des  Bogens  s.  Nun  ist  nach  Gleichung  (11), 
§  82 

y  d  y  KF+?  =  \  (p2 + fY + c 


fi 


Folglich  die  gesuchte  Summe  der  Momeute,   indem  mau  das  Inte- 
gral von  y  =  0  bis  y  =  y  nimmt 

y 


(1) 


fa-i 


(p2-fy2)2 


Das  statische  Moment    des  Bogenteiles  d  s   mit   Piücksicht  auf  die 
Ordiuatenachse  als  Drehachse  ist 


ds=0KP^T?. 


Nach  Gleichung  (12),  §  82,  ist  aber 
y2dyy^+? 


J> 


iL  j/y + y2  +  p!  |~y  ]Ap2  +  y2  _  p2  log  (y  +  )/-p2  q:  y2)J  +  a 
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Dieses  Integral,  zwischen  eleu  Grenzen  y=0  und  y  =  y  genoru- 
meu,  ist  die  Summe  der  statischen  Momente  aller  Teile  des  Bogeus  s 
mit  Rücksicht  auf  die  Ordiuatenachse.     Diese  Summe  ist  daher 


*   fi.—firVTT 


(2)  in*     xds=-^-Kp'  +  y 


yV7+7»-p.i.gy+rp'+y'' 


Dividiert  man  die  Momente  (1)  und  (2)  durch  die  Länge  des  Pa- 
rabelbogeus,  wie  sie  in  §  90  angegeben  ist,  so  erhält  man  die  Ab- 
stände des  Schwerpunktes  des  Bogens  von  der  Abscisseu-  und  Ordi- 
uatenachse. 

137.  Schwerpunkt  der-  Cykloide.  Nach  §  93  ist  das  Bogeuelement 
der  Cykloide 

d  s  =  a  y  2  (1  —  cos  <f)  d  </>. 

Dieses  Element  hat  den  Abstand  y  =  a  (1  —  cos  <f)  von  der  Grund- 
linie, also  ist  sein  statisches  Moment  mit  Rücksicht  auf  die  Grundlinie 
als  Drehachse 

y  d  s  =  a2  (1  —  cos  (f)  V"2  (1  —  cos  <f)  d  <f. 
Nun  ist  1  —  cos  <f  =  2  sin  (  -^-  J ;  folglich 

ydS  =  8^sinS(-|)d(-f). 

Das  Integral  hiervon  ist  nach  Gleichung  (12),  §  80 

/,-.-..-i-i*(:-)-®-{«(i)]+a 

Dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  (f  =  0  bis  (f  =  (f>  ist  das 
statische  Moment  für  deu  Bogen  s,  reichend  vom  Anfangspunkt  bis 
zum  Puukt  x,  y.     Dieses  Moment  ist  daher 

(1)   /;<ls=^[2-8iu2(-i)coS(f)-2CoS(i)]. 

0 

Für  die  halbe  Cykloide  ist  hierin  y  bis  2  a  und  ff  bis  %  auszu- 
dehnen.    Somit  ist  das  statische  Moment  der  halben  Cykloide 

(2)  JW-^- 

0 

Dividiert  man  die  Momente  (1)  und  (2)  durch  die  Länge  der 
betreffenden  Bogeuteile,  so  erhält  man  die  Abstände  der  Schwerpunkte 

A  utenh  e  imer,  Elevnentarbuch.  9 


—     130     — 

dieser  Bogen  von  der  Grundlinie.  Für  die  Länge  der  halben  Cykloide 
ist  (§  93)  s  =  4a;  folglich  der  gesuchte  Abstand 

16  a2  4 

z=— :4a  =  -a. 

138.   Schwerpunkt  einer  hreiecksfliiehe.     Es  sei  BC  =  a  (Fig.  45) 

die  Basis  und  AD=h  die  Höhe  eines  Dreiecks.  Mau  nehme  diese 
Höhe  zur  Abscisseurichtung  an.  Der  Abscisse  A  E  =  x  entspreche 
eine  Ordiuatensumme  mE-j-nE  =  y,  so  wird  vermöge  der  ähnlichen 
Dreiecke  Amu  und  ABC  sein 

y  :  a  =  x  :  h. 

Der    Inhalt   des   Flächeuelemeutes   längs    der   Ordinate   mn    wird 
deshalb  sein 

Fig.  45.  a 

ydx=~xdx. 


Dieses  Fläcbenelemeut  hat  von  der  Ordiuaten- 
achse  Ay  den  Abstand  x;  folglich  ist  sein  stati- 
sches Moment  mit  Rücksicht  auf  die  Ordiuatenachse 
als  Drehachse 

a     2 
—  xzdx. 


Folglich  die  Summe  der  statischen  Momente  aller  Flächeuteile  des 
Dreiecks 


LPd*=lah 


Nun  ist  die  Dreieoksfiäche  ==  —  ah: 


also    ihr   Moment   in    Bezug 


auf  die  Ordiuatenachse 
gleich,  so  kommt 


a  h  z.     Setzt  man  diese  Momente  eiuauder 


Der  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  ist  somit  um  —  der  Höhe  von  der 

Spitze  entfernt. 

131).  Schwerpunkt  einer  Trapezfläche.  Die  parallelen  Seiten  des 
Trapezes  (Fig.  46)  seien  a  und  b ,  wobei  a  ^>  b ,  die  Höhe  h.  Mau 
lege  im  Abstand  x  von  b  aus  eine  Gerade  =  y 
durch  das  Trapez,  parallel  zu  b,  so  wird  die 
Fläche  in  zwei  Trapeze  geteilt,  deren  Inhalt  zu- 
sammen gleich  sind  dem  Inhalt  des  Gauzeu.  Dies 
gibt  folgende  Gleichung 


b-fy 
2 


+  y 


i) 


+  b 


b, 
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.    ,     a  —  b 

woraus    folgt  y  =  b  -j-  — - —  x. 

Zieht  mau  im  Abstaud  dx  von  y  eine  Parallele  zu  y,  so  eutsteht 
ein  Flächenelement  ydx,  desseu  Abstaud  von  b  gleich  x  ist.  Mithin 
wird  das  statische  Moment  dieses  Flächenelementes  mit  Rücksicht  auf 
die  Parallele  b  als  Drehachse 

yxdx  =  bxdx-| : —  x2  d  x. 

Wird  diese  Gleichung  zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  h 
integriert,  so  erhält  man  als  Summe  der  statischen  Momente  aller  Flä- 
cheuteile  des  Trapezes 

[»V       ,    a-b    2\.  bh2        a-b     h3 

0 

Wenn  der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Parallelen  b  =  z 
ist,  so  wird  das  Moment  der  ganzen  Trapezfiäche  ==  —  (a -f- b) h z. 
Setzt  mau  diese  Momente  einander  gleich,  so  ergibt  sich 

_Ä     2a  +  b 

Z~  3  '    a  +  b    ' 

140.  Schwerpunkt  eines  Kreisausschnittes.     Der   Schwerpunkt  des 
Kreisausschnittes  ABC  (Fig.  47)    liegt  auf  dem  Halbmesser  AD,  wel- 
cher  senkrecht  auf  der   Sehne  BC   steht.      Der   Ab- 
stand   dieses  Schwerpunktes    vom   Mittelpunkt  A    sei  Fig.  4"! 
=  z,  der  Halbmesser  =  r,  der  Bogen  Dm  =  r  </>,  der 
Bogen  DB  =  ra.      Es  gehe  (f   in  <P-\- <$.<[>  über,    so 
nimmt  der  Bogen  r  </>  um  r  d  <£>  =  run  zu.      Zwischen 
deu  Radien  A  m  und  A  n  liegt   eine   unendlich  kleine 
Dreiecksfläche,     deren    Grundlinie    rnn  =  rd<f    und 
deren   Höhe  A  m  =  r   ist.      Ihre    Fläche   wird   daher 

1 

sein  =  —  r 

2 
fläche  hat  den  Abstand  —  r  von  A.     Die  Projektion  dieser  Entfernung 

2 
auf  AD  ist  —  rcos<jf.     Somit  ist  das  statische  Moment  dieses  Flächeu- 
6 

teiles  in  Bezug  auf  eine   Drehachse,    welche   durch    den  Mittelpunkt  A 
geht  und  parallel  zur  Sehne  B  C  liegt,  gleich 

—  r2  d  (f  •  —  r  cos  (f. 

Das  Integral  dieses  Ausdruckes  zwischen  den  Grenzen  <f  —  —  a 
und  <f  —  -j-  a  ist 

+  « 
cos  (p  d  ff  =  —  r3  sin  a. 


ii° 


132 


Dieses  Integral  ist  die  Summe  der  statischen  Momente  aller  Drei- 
ecke Amu,  welche  im  ganzen  Kreisausschnitt  enthalten  siud.  Da  nun 
die  Fläche  des  ganzen  Kreisausschnittes  =  r2«,  so  wird  ihr  Moment 
mit  Rücksicht  auf  die  gleiche  Achse  sein  =  r2  a  z.  Aus  der  Gleich- 
setzuug  dieser  Momente  folgt 

2       sin  a 


Fig.  48. 


141.  Schwerpunkt  eines  Kreisabschnittes.  Es  sei  CBD  (Fig.  48) 
dieser  Abschnitt.  Man  ziehe  einen  Radius  AD  senkrecht  auf  die 
Sehne  B  C,  so  wird  der  Schwerpunkt  in  diesem  Radius  sein.  Wenn 
der  Mittelpunkt  A  des  Kreises  zum  Anfangspunkt  und  dieser  Radius 
zur  Abscissenachse  genommen  wird ,  so  ist  die 
Gleichung  des  Kreises  y  =  j^a2  —  x2.  Das 
Flächenelemeut,  welches  zur  Länge  die  Doppel- 
ordinate 2  y    und  zur  Breite  d  x  hat,  ist 

2  y  d  x  =  2  "Ka2  ^T2  d  x. 

und  das  statische  Moment  desselben,    wenn  die 
Ordinateuachse    zur  Drehachse   genommen   wird 

2  x  y  d  x  =  2  x  Fa^T2  d  x . 

Mau  integriere  diese  Ausdrücke  nach  den  Gleichungen  (8)  und  (10), 
§  82,  und  nehme  die  Integrale  zwischen  den  Grenzen  x  =  x  und  x  =  a, 
so  erhält  mau 


jVx  = 


x  l^a2  —  x2  —  a2  Are  sin  — 

2  a 


fxydx  =  -|(a2-x2)Fa2-x5 


Das  erste  dieser  Integrale  ist  die  Fläche,  das  zweite  das  statische 
Moment  des  Kreisabschnittes.  Dividiert  mau  den  letztern  Wert  durch 
den  erstem,  so  erhält  mau 


y(a2-x2)Fa2  — x2 


-xj 


r^% 


a2  Are  sin 


als    Entfernung   des   Schwerpunktes    des    Kreisabschnittes   vom    Mittel- 
punkt des  Kreises.     Für  den  Halbkreis  wird  x  =  0,  also 


3?r 
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142.   Schwerpunkt   der   Fläche   zwischen    einer   Cykloide   und   ihrer 

Grundlinie.     Ans  den  Gleichuugen  x  =  a  (</>  —  sin  <f\  y  =  a  (1  —  cos  (f) 
der  Cykloide  (§  93)  erhält  mau  als  Wert  des  Flächeuelementes 

y  d  x  =  a2  (1  —  cos  <p)2  d  (p. 
Der  Schwerpunkt  dieses  Elementes  hat  einen  Abstand  =-    yvon 

der   Grundlinie;    folglich    ist   das    statische   Moment   dieses    Elementes 
mit  Rücksicht  auf  die  Grundlinie  als  Drehachse 

—  y2d  x  =  —  a3(l  —  cos  y)3d  tp. 

Nun  ist 

(1  —  cos  <f')3  =  1  —  3  cos  <p  -j-  3  cos2</>  —  cos3</>, 


cos2^  d  (f  =  —  sin  </>  cos  <p  -j-  — -  (p  -\-  C, 

1  2 

C0S3<J  d  </>  =  — sin <f  cos 2<f-[-— sin  </>-}- C. 
3  3 


Folglich 


/« 


(1  —  cos  <p)3  d  y  =  <p  —  3  sin  ^  -f-  —  sin  <p  COs  (p 

3  1  2 

f-  —  <P —  sin  (f  cos  <p 2  y sin  '/  -{-  C. 

1  o  3 


-Mithin  die  Summe  der  statischen  Momente  aller  Fläeheuteile  zwi- 
schen den  Grenzen  <p  =  0  bis  (p  —  <p 

ii\,        i   ,r5y      ii  .      ,  3  .  i  . 

—    yz  d  x  =      a3    — --  siu<p  -f- ---  sm<p  cos<p  —  —  sin  </>  cos2</> 

2  c/  2[_23  2  3 

Dividiert  man  dieses  Integral  durch  das  Integral  I  y  d  x  der  Fläche, 

wie  dasselbe  in  §  108    dargestellt  ist,    so  erhält  man   den   Abstand  z 
des  Schwerpunktes  der  Fläche  von  der  Grundlinie. 

Für  die  ganze  cykloidische  Fläche  erhält  man 

271 

P\  nr 

,3 


1(1  —  cos</>)3d<f  =  ~a 


2 
o 

und  da  die  ganze  Fläche  =  3  a2  7r ,   so  ist  das    statische  Moment  der- 
selben =  3  a2  7r  z ;  folglich  wird  sein 

3  a27r  z  =— —  a3;  z  =  — a. 

2  6 

143.   Schwerpunkt  einer  Parabelfliiche.     Die  Gleichung  der  Parabel 
ist  y2  =  2px   und    das    Flächonelement    derselben   =  ydx.      Der  Ab- 
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stand  des  Schwerpunktes  der  Fläche  ydx   von  der   Ordinatenachse  ist 
=  x,  vou  der  Abscissenachse  =-^v;    folglich    ihr   statisches    Moment 

3 

in  Bezug  auf  die  Ordinatenachse       xydx=K  2px2  d  x, 

in  Bezug  auf  die  Abscissenachse  —  y2dx  =  pxdx. 

Also  das    statische   Moment   der    Fläche   zwischen   der  Abscisse  x 
und  der  Ordinate  y 

JA  2  v2       

x 2  d  x  =  — ^—  V  2  p  x, 

o 

x 

in  Bezug  auf  die   Abscissenachse  .  .  .  p     x  d  x  =  —  p  x2. 

o 
2 
Nun    ist   die   Parabelfläche  =  —    vom    umschriebenen    Rechteck 

2 

«=  —  x  y ;    mithin    der   Abstand   des   Schwerpunktes   der   Parabelfläche 


fx'FTpx  3 

von    der  Ordinatenachse  =  — — =  ~iTx' 

}xF2px  5 

1  2 

YP  3 

von   der  Abscissenachse  = =  —  y. 

|.Ki?i     8 

144.  Schwerpunkt  einer  Flächenzone  der  Kugel.  Die  Mittelpunkts- 
gleichung eines  Kreises  ist  y  =  J/~a2 —  x2,  das  Bogenelement  dessel- 
ben Vax2-[-dy2  =  —  dx.  Dreht  sich  der  Kreis  um  seine  Abscissenachse, 

so  beschreibt  das  Bogenelement  eine  Flächenzone  2  7ryydx2-j-dy2 
=  2  TT  a  d  x.  Das  statische  Moment  dieses  Flächenteils  in  Bezug  auf 
die  Ordinatenachse  ist  =  2  t  a  x  d  x ;  folglich  das  statische  Moment 
einer  Zone  von  endlicher  Breite 


tf 


2  7raxdx  =  7rax' 


Hat  die  Zone  die  Höhe  h  und  steht  ihr  grösserer  begrenzender 
Kreis  um  x  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  ab,  so  ist  das  Moment  der 
Zone,  wenn  sie  auf  derselben  Seite  des  Kugelmittelpunktes  liegt 

x+h 

2  7ra  Px  d  x  =  tt  a  [(x  +  h)2  -  x2]  =  tt a(2  x  h-|-h2). 
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Nun  sei  z  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Zone  vom  Kugel- 
mittelpunkt  und  da  der  Inhalt  der  Zone  =  2  x  a  h,  so  ist  das  Moment  der 
Zone  =27rahz;   folglich  kommt  durch  Gleichsetzung  dieser  Momente 

Der  Schwerpunkt  liegt  also  iu  der  Mitte  der  Höhe  der  Zone. 

145.  Schwerpunkt  einer  Körperzone  dtr  Kugel.  Die  Mittelpunkts- 
gleichung des  Kreises  ist  y2  =  a2  —  x2.  Dreht  sich  dieser  Kreis  um 
die  Abscissenachse,  so  beschreibt  die  Ordinate  y  eine  Kreisfläche  vom 
Inhalt  y2  tt,  folglich  ist  das  scheibenförmige  Volumenelemeut  der  Kör- 
perzone y2  %  d  x  =  t  (a2  —  x2)  d  x  und  der  Inhalt  einer  Körperzone, 
deren  begrenzende  Kreise  um  h  und  h'  vom  Kugelmittelpunkt,  nach 
derselben  Seite  hin,  abstehen 

h' 

(*  o  r  h'3  — h3~1 

TT     (a2  —  x")  d  x  =  7r     a-  (h'  —  h) . 

ii 
Das   statische    Moment    des   Volumeuelemeutes    iu    Bezug    auf  die 
Ordiuatenachse  als  Drehachse  ist  =7r(a2  —  x2)xdx;  folglich  das  Mo- 
ment obiger  Zone 

h' 

TT  J(a2  x  -  x3)  d  x  =  |  [a2  (h'2  -  h2)  -  \  (h"  -  h*)]. 

h 

Folglich  der  Abstand  z  des  Schwerpunktes  der  Zoue  vom  Kugel- 
mittelpunkt 

i      a2(h'2-h2)--*-(h/4-h4) 


2       a2(h'-h)--J-(h'3-h3) 

o 

Für  die  Halbkugel  wird  h'  =  a,  h  =  0 ;  somit  Abstand 
3 


146.  Schwerpunkt  einer  Pyramide.  Es  sei  a  die  Grundfläche  und 
h  die  Höhe  der  Pyramide.  Man  lege  im  Abstand  x  von  der  Spitze 
der  Pyramide  einen  ebenen  Schnitt  durch  den  Körper,  parallel  zur 
Grundfläche  und  bezeichne  diesen  Schnitt  durch  y,  so  ist 


Das  Volumenelement  hat  zur  Grundfläche  y  und  zur  Dicke  d  x, 
also  zum  Inhalt  y  d  x  =  vy  x2  d  x.  Folglich  ist  der  Inhalt  der  gan- 
zen Pyramide 

h 

x2dx=      ah. 


f 
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Das    statische   Moment   des    Voluraeuelementes    in   Bezug   auf   eine 
Achse  durch  die  Spitze  der  Pyramide,  welche  parallel  zur  Grundfläche 

liegt,  ist  xydx  =  -p-x3dx;    folglich   das   statische   Moment   der   gan- 
zen Pyramide 

h 

alr 


JWx=| 


Für    den    Abstand   z   des    Schwerpunktes    der    Pyramide    von    der 
Spitze  ergibt  sich  deshalb  der  Wert 

1      12 
Tah  3, 


3-  - 

147.  Schwerpunkt  eiues  Paraboloids.  Derselbe  liegt  in  der  Achse 
des  Körpers ;  sein  Abstand  vom  Scheitel  sei  z.  Die  Gleichung  der 
Parabel,  durch  deren  Rotation  das  Paraboloid  entsteht,  ist  y2  =  2px; 
folglich  das  Volumenelemeut  des  Rotationskörpers  ir  y2  dx  =  2  7r  pxdx 
und  das  statische  Moment  desselben  für  eine  Drehachse,  welche  durch 
den  Scheitel  geht  und  senkrecht  auf  der  Achse  des  Paraboloids  steht 
=  2  7r  p  x2  d  x.  Das  statische  Moment  eines  Paraboloids  von  der 
Achsenlänge  x  ist  daher 

X 

2  7r  p    x2  d  x  =       7rpx3. 

0 

Da  aber  der  Inhalt  des  Paraboloids  =  p  ir  x2,  so  wird  sein 

2  2 

p7rx2-z  =  y7rpx3;  z  =  yx- 

148.  tiuldin's  Regel  zur  Bestimmuug  von  Rotationsflächen.     Es  sei 

y  =  f(x)  die  Gleichung  einer  ebenen  Kurve,  bezogen  auf  rechtwinkelige 
Koordinatenachsen ;  folglich  ist  das  Element  des  Bogeus  s  dieser 
Kurve  d  s  =  y  d  x2  -j-  d  y2.  Multipliziert  man  dieses  Element  mit  sei- 
nem Abstand  y  von  der  Abscissenachse,  so  erhält  man  sein  Moment 
für  diese  Achse  =y]/dx2-{-d  y2,    folglich   das    Moment   des   ganzen 

Bogens   =    y  yd  x2  -f~  d  y2. 


Nun  sei  z  der  Abstand  des  Schwerpunktes  des  Bogens  s  von 
der  Abscissenachse,  so  ist  das  Moment  des  Bogens  auch  =  s  z.  Folg- 
lich erhält  man  durch  Gleichsetzung  dieser  Momente 

fyKd^2  +  d^2  =  zs. 

Multipliziert  man  diese  Gleichung  mit  2  7r,  so  ist 

2  TT  Jy  Fdx2  +  dy2  =  2  tt  z  •  s. 
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Nun  ist  aber  die  linke  Seite  die  Oberfläche,  welche  durch  eine 
volle  Rotation  des  Bogens  s  um  die  Abscissenachse  entsteht.  Folglich 
ist  diese  Rotationsfläche  gleich  dem  Wege  2?rz,  welchen  der  Schwer- 
punkt der  Generatrice  s  während  der  Rotation  beschreibt,  multipliziert 
mit  der  Länge  der  Generatrice. 

Beispiel  1.  Ein  rechtwinkeliges  Dreieck,  dessen  Hypotenuse 
=  a,  und  dessen  Katheten  b  und  c  sind,  drehe  sich  um  die  Kathete  b, 
so  beschreibt  die  Kathete  c  eine  Kreisfläche  und  die  Hypoteuuse  einen 
Kegelmantel. 

Der  Schwerpunkt  von  c  liegt  in  der  Mitte  dieser  Linie,  also  ist 
der  Weg  des  Schwerpunktes  von  c  bei  einer  vollen  Drehung  =  7rc; 
folglich  die  Kreisfläche  =  ir  c2. 

Der  Schwerpunkt  der  Hypoteuuse  beschreibt  bei  jener  Drehung 
den  Weg  ?rc;    also  ist  der  dadurch    entstandene  Kegelmantel  =7rca. 

Beispiel  2.  Ein  Kreis  und  eine  Gerade  liegen  in  einer  Ebene. 
Der  Halbmesser  des  Kreises  sei  =r,  der  Abstand  seines  Mittelpunk- 
tes von  der  Geraden  =a,  wobei  a^>r  vorausgesetzt  wird.  Dreht 
sich  nuu  der  Kreis  um  die  Gerade  als  Achse,  so  beschreibt  die  Kreis- 
linie eine  ringförmige  Oberfläche,  welche  für  eine  volle  Rotation 
=  2a7r-2r7r  ist,  weil  die  Länge  der  Generatrice  =2r7r  und  der 
Weg  des  Schwerpunktes  derselben  =  2  a  tt. 

Beispiel  3.  Der  Abstand  des  Schwerpunktes  einer  Halbkreis- 
liuie  von  ihrem  Mittelpunkt  sei  =z,  der  Halbmesser  derselben  =  r. 
Man  drehe  diese  Linie  um  ihren  Durchmesser,  so  beschreibt  sie  eine 
Rotationsfläche  =  2  tt  z  •  tc  r.  Allein  diese  Rotationsfläche  ist  eine  Kugel- 
fläche,  deren  Inhalt  auch  =  4  r2  7r ;  folglich  erhält  man  durch  Gleich- 
setzung 

2 
z  =  —  r. 

T 

149.   Guldin's  Regel  zur  Bestimmung  vou  Rotationskörpern.     Es  sei 

y  =  f(x)  die  Gleichung  einer  Kurve  und  F  die  Fläche,  welche  zwi- 
schen der  Kurve,  der  Abscissenachse  und  zwei  Ordinaten  liegt,  so  ist 
das  Element  der  Fläche  d  F  =  y  d  x.  Der  Schwerpunkt  dieses  Ele- 
mentes hat  einen  Abstand  =  y  von  der  Abscissenachse;  folglich  ist 
das  statische  Moment  dieses  Elementes  in  Bezug  auf  die  Abscissen- 
achse als  Drehachse  =  ^  y2  d  x    und   die    Summe   der    Momente  aller 

Flächenteile,  welche  F  enthält  =—    y2dx. 

Der  Schwerpunkt  der  Fläche  F  stehe  um  z  von  der  Abscissen- 
achse ab,  so  ist  Fz  das  Moment  dieser  Fläche;  folglich  muss  sein 


—     138     — 
Durch  Multiplikation  mit  2  ir  ergibt  sich 
v  v2  d  x  =  2  tt  z  •  F. 


/■ 


Nun  ist      7ry2dx  das  Volumen,     welches    die  Fläche  F   bei  einer 

vollen  Rotation  um  die  Abscissenachse  beschreibt.  Folglich  ist  der 
Rotationskörper  gleich  dem  Wege  2  7r  z,  welchen  der  Schwerpunkt  der 
Flache  bei  ihrer  Rotation  zurücklegt,  multipliziert  mit  dem  Inhalt  F 
dieser  Fläche. 

Beispiel  1.  Ein  rechtwinkeliges  Dreieck,  dessen  Katheten  a 
und  b  seien,  drehe  sich  um  seine  Hypotenuse.  Welches  Volumen  be- 
schreibt die  Dreiecksfläche  bei  einer  Drehung? 

Es  sei  der  Winkel,    welcher    der   Kathete  a   gegenüberliegt  =  a, 
so  ist   das   Lot   von  der  Spitze   des  rechten    Winkels   auf  die   Hypote- 
nuse =  b  sin  a ;  folglich  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Dreiecks- 
fläche von    der  Hypotenuse  =-~bsin«    und   der    Weg,    welchen   die- 
o 

Q   _ 

ser   Schwerpunkt  bei  einer    vollen   Rotation   beschreibt  =  — —  b  sin  a. 

o 

Da  die  Dreiecksfläche  =  —  ab,  so  ist  das  gesuchte  Volumen 

V  =  — -  b  sin  a  •  —  a  b. 
o  2. 

Allein  es  ist  die  Hypotenuse  =|/a2-|-b2,  folglich 


"KaM-b2' 
Hiernach  wird  das  gesuchte  Volumen 
v  =  ^L^2b2== 
3  ]/V-fb2' 

Beispiel  2.  Mau  soll  den  Abstand  z  des  Schwerpunktes  einer 
Halbkreisfläche  von  ihrem   Durchmesser  bestimmen. 

Wenn  sich  die  Halbkreisfläche   um    ihren    Durchmesser  2  r   dreht, 

4 

so  entsteht  ein   Volumen  =—  r37T.      Die   Fläche   des  Halbkreises  ist 

—  Y 

{r3^=|r27r.27rz;        z  =  -^  r. 

Beispiel  3.  Ein  Kreisabschnitt  CBD  (Fig.  49)  drehe  sich  um 
eine  Achse  A  y,  welche  zur  Sehne  B  C  parallel  liegt.  Man  soll  das 
vom  Kreisabschnitt  bei  einer  vollen  Umdrehung  beschriebene  Volumen  V 
bestimmen. 
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Man  lege  die  Achse  Ax  senkrecht  zu  BC. 
Es  seien  a  der  Halhmesser,  x,  y  die  recht- 
winkeligen Koordinaten  des  Kreispuuktes  C; 
so  ist  die  Sehne  B  C  =  2  y  und  somit  das  zu 
B  C  parallele  Flächeuelement  =  2  y  d  x.  Bei 
einer  vollen  Drehung  um  die  Achse  A  y  be- 
schreibt sein  Schwerpunkt  den  Weg  2ffx; 
also  ist  das  von  ihm  beschriebene  Volumeu- 
elment  =  2  it  x  •  2  y  d  x.  Allein  es  ist  x2  = 
a2  —  y25  folglich  xdx  =  —  ydy.  Hierfür  wird 
das  Volumenelement  =  —  4  ff  y2  d  y ;  folglich 


Fig. 

19 

V=J—  4  ff  y 2  d  y  =  -—  y37r. 


Der  Inhalt  dieses  ringförmigen  Körpers  ist  also  gleich  einer  Kugel 
vom  Halbmesser  v. 


IX.    Anfgaben  über  die  Bewegung. 

150.  Gleichförmige  Bewegung.  Eine  Bewegung  heisst  gleichförmig, 
wenn  das  Bewegliche  in  gleichen  Zeitelementen  gleiche  Wege  zurück- 
legt. Eine  gleichförmige  Bewegung  kann  nur  eintreten,  wenn  während 
der  Dauer  der  Bewegung  auf  das  Bewegliche  keine  Kraft  einwirkt 
oder  die  auf  dasselbe  einwirkenden  Kräfte  sich  das  Gleichgewicht 
halten.  Geschwindigkeit  einer  gleichförmigen  Bewegung  ist  der  Weg, 
welcher   in  der  Zeiteinheit  (Sekunde,  Minute,  etc.)    zurückgelegt   wird. 

Bezeichnet  v  diese  Geschwindigkeit  und  x  den  in  t  Zeiteinheiten 
zurückgelegten  Weg,  so  ist 

x  =  v  t. 

151.  Gleichförmig  veränderte  Bewegung.  Wenn  das  Bewegliche  in 
gleichen  Zeitelementen  ungleiche  Wege  durchläuft,  so  heisst  die  Bewe- 
gung ungleichförmig.  Eine  solche  Bewegung  kann  nur  eintreten,  wenn 
auf  das  Bewegliche  eine  Kraft  beschleunigend  oder  verzögernd  ein- 
wirkt. Dadurch  ändert  sich  die  Geschwindigkeit.  Unter  Geschwindig- 
keit in  einem  bestimmten  Augenblick  versteht  man  alsdann  den  Weg, 
welchen  das  Bewegliche  in  der  nächsten  Zeiteinheit  gleichförmig  zu- 
rücklegen würde,  wenn  dasselbe,  ohne  Einwirkung  einer  Kraft,  sich 
selbst  überlassen  wäre. 

Nimmt  die  Geschwindigkeit  in  gleichen  Zeitteilen  um  gleichviel 
zu  oder  ab,  so  ist  die  Bewegung  gleichfö  rmig  beschleunigt  oder 
gleichförmig  verzögert.  Diese  Bewegung  ist  die  Folge  einer  kon- 
stant wirkenden  Kraft.  Die  bei  einer  solchen  Bewegung  in  der  Se- 
kunde eintretende  Geschwindigkeitsänderung  heisst  Beschleunigung. 
Die  Beschleunigung  ist  positiv  bei  der  zunehmenden,  negativ  bei  der 
verzögerten  Bewegung. 
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Beginnt  eine  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  von  der  Ruhe 
aus  und  ist  ihre  Beschleunigung  =g,  so  nimmt  die  Geschwindigkeit 
in  t  Sekunden  um  gt  zu.  Dieser  Wert  ist  nichts  anderes  als  die  Ge- 
schwindigkeit v  nach  der  Zeit  t.     Folglich  wird  sein 

v  =  gt. 

152.  Ungleichförmig  veränderte  Bewegung.  Sind  die  Zunahmen 
oder  Abnahmen  an  Geschwindigkeit  in  gleichen  Zeitelemeuten  ungleich, 
so  ist  die  Bewegung  ungleichförmig  verändert.  Eine  solche  Bewegung 
ist  die  Folge  einer  variabeln  Kraft.  In  einem  bestimmten  Augenblick 
haben  diese  Kraft  und  die  Geschwindigkeit  gewisse  Werte.  Man 
denke  sich ,  es  bleibe  von  diesem  Augenblick  an  die  Kraft  konstant, 
so  tritt  eine  gleichförmig  veränderte  Bewegung  ein  und  es  wird  als- 
dann die  in  der  nächsten  Sekunde  erfolgende  Zu-  oder  Abnahme  an 
Geschwindigkeit  die  Beschleunigung  der  Bewegung  in  diesem  Augen- 
blick genannt. 

153.  DifTerentinlformelu  der  Bewegung.  Bei  einer  beliebig  ver- 
änderlichen  Bewegung  sei  v  die  Geschwindigkeit  und  g  die  Beschleuni- 
gung nach  Verfloss  von  t  Sekunden  und  x  der  in  dieser  Zeit  zurück- 
gelegte Weg. 

Die  Grössen  v  und  x  sind  Funktionen  von  t.  Es  nehme  t  um 
At  zu;  dadurch  werde  x  um  Ax  grösser.  Ist  die  Bewegung  be- 
schleunigt, so  wird  dabei  v  um  A  v  wachsen.  Während  der  Zeit  A  t 
wird  also  der  Weg  Ax  zurückgelegt  und  es  geht  v  stetig  in  v-[-Av 
über.  Am  Anfang  der  Zeit  A  t  haben  wir  also  die  Geschwindigkeit  v, 
am  Ende  derselben  die  grössere  Geschwindigkeit  v-j-A  v.  Würde  die 
kleinere  Geschwindigkeit  durch  die  ganze  Zeit  A  t  hindurch  vorhanden 
sein,  so  wäre  nach  §  150  der  zurückgelegte  Weg  =vAt;  würde 
aber  die  grössere  Geschwindigkeit  v-j-Av  während  der  Zeit  A  t  vor- 
handen sein,  so  wäre  der  zurückgelegte  Weg  =(v-j-Av)At.  Der 
erstere  dieser  Werte  ist  kleiner  als  der  wirklich  durchlaufene  Weg  Ax, 
der  letztere  grösser.     Es  wird  deshalb  sein 

Ax>vAt,         Ax<(v  +  Av)At 
oder  auch 

Ax  .  Ax      .      .     . 

ÄT>T-       ÄT<V  +  Av' 

Lässt  man  hierin  At  ohne  Aufhören  abnehmen,  so  nehmen  auch 
Ax  und  Av  ab.  Dabei  konvergiert  v-j-Av  gegen  das  Glied  v  als 
einer  Grenze.  Diese  Grenze  wird  erreicht ,  wenn  A  t  zum  Differen- 
tial dt,  also  auch  Ax  zu  dx  wird.     Für  diesen  Grenzzustand  ist  also 

.  v  dx 

(1)  TT  =  V- 

Zu  dem  gleichen  Resultat  gelaugt  man,  wenn  die  Bewegung  eine 
verzögerte  ist.  Die  Geschwindigkeit  wird  also  erhalten,  wenn  man 
das  Differential  des   Weges  durch  das  Differential  der  Zeit  dividiert. 

Die  Beschleunigung  g  ist  ebenfalls  eine  Funktion  von  t.  Nimmt 
t  um  At  zu,  so  geht  bei   beschleunigter  Bewegung  g  in  g-}-Ag  und 
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v  iu  v-fAv  über.  Au  Anfang  der  Zeit  At  hat.  also  die  Bewegung 
die  Beschleunigung  g,  am  Ende  dieser  Zeit  die  Beschleunigung  g  g. 

Würde  während  der  ganzen  Zeit  At  nur  die  kleinere  Beschleunigung  g 
oder  nur  die  grössere  g-i-Ag  vorhanden  sein,  so  wäre  die  Geschwin- 
digkeitszunahme gAt  im  erstem  Fall  kleiner,  die  Geschwindigkeits- 
zunahme (g-j-Ag)At  im  zweiten  Fall  grösser  als  die  wirkliche  Av. 
Folglich  wird  sein 

Av>gAt,         Av<(g  +  Ag)At, 
also  auch 

Av.  Av  . 

-AtT>g'  ÄT<g+Ag- 

Geht  hierin  At  in  dt  über,  so  kann  g-j-Ag  mit  g  vertauscht 
werden  und  es  gehen  die  beiden  Ungleichheiten  über  iu  die  Formel 

«  IT"» 

Für  eine  verzögerte  Bewegung  erhält  man  das  gleiche  Resultat. 
Die  Beschleunigung  einer  Bewegung  wird  also  erhalten,  wenn  man  das 
Differential  der  Geschwindigkeit  durch  das  Differential  der  Zeit  dividiert. 

Eliminiert  man  dt  aus  den  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2),  so  folgt 
(3)  vdv  =  gdx. 

Mit  Hilfe  dieser  drei  Differentialformeln  der  Bewegung  sollen  die 
folgenden  Aufgaben  gelöst  werden. 

154.  Gleichförmige  Kreisbeweguug.  Der  Punkt  C  (Fig.  50)  be- 
wege sich  gleichförmig  mit  einer  Geschwindigkeit  V  iu  eiuem  Kreise. 
Welche  Geschwindigkeit  v  hat  die  Projektion  c  dieses  Punktes  auf  dem 
Durchmesser  AB  dieses  Kreises? 

Es  sei  a  der  Halbmesser  des  Kreises  und  w 
die  konstante  Winkelgeschwindigkeit,  d.  h.  der 
Weg.  welchen  ein  Punkt  im  Abstand  =  1  von 
der  Achse  in  der  Sekunde  durchläuft.  Nach  der 
Zeit  t  habe  der  Punkt  C  einen  Bogen  A  C  =  a  a 
durchlaufen  und  dessen  Projektion  c  einen  Weg 
x  =  A  c  auf  dem  Durchmesser,  von  A  aus  gezählt, 
so  ist 

x  =  a  (1  —  cos  a). 

Folglich,  iudem  mau  differeutiiert  und  mit  dem  Differential  dt 
der  Zeit  dividiert 

d  x  .  da 

77  =  a  sin  «  •  -j—. 
dt  dt 

Allein   es   ist  — —  =  v,  -r—  =  w    und    a  w  =  V.       Hierfür    gibt 
die  letzte  Gleichung  den  gesuchten  Wert 
v  =  V  siua. 
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Es  ändert  siel)  mithin  die  Geschwindigkeit  der  Projektion  propor- 
tional dem  Sinus  des  Drehwinkels  «. 

Für   die  Punkte  A  und  B  wird  a  =  0  und  t;    daher  v  =  0;    da- 
gegen für  a  =  —  und   — — -   wird  v  =  V  und  =  —  V. 
2,  2i 

155.  Gleichförmig  beschleunigte  Bewegung.  Bei  dieser  Bewegung 
ist  die  Beschleunigung  g  koustant  und  positiv.  Die  Integration  der 
Differentialforniel  dv  =  gdt  gibt 

v  =  gt  +  C. 

Um  die  Konstaute  C  zu  bestimmen,  nehme  man  an,  das  Beweg- 
liche habe  zur  Zeit  t  =  0  eine  Geschwindigkeit  V.  Setzt  man  diese 
zwei  gleichzeitigen  Werte  in  die  vorstehende  Formel,  so  folgt  V  =  C. 
Hierdurch  wird 

(1)  v  =  V  +  gt. 

Setzt  man  diesen  Wert  von  v  in  die  Differeutialformel  dx=vdt, 
so  ist 

dx  =  (V-fgt)dt. 

In  dieser  Formel  sind  nur  t  und  x  veränderlich.  Die  Integra- 
tion gibt 

X  =  Vt  +  -^-  +  C. 

Hat  zur  Zeit  t  =  0  das  Bewegliche  noch  keinen  Weg  zurückge- 
legt, so  ist  x  =  0,  wenn  t  =  0.  Setzt  man  diese  Werte  in  die  letzte 
Gleichung,  so  findet  man  C  =  0.     Daher  ist 

(2)  x  =  Vt  +  ^, 

Eliminiert  mau  t  aus  (1)  und  (2),  so  folgt 
v2  =  v2-|-2gx. 

Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  V  =  0,  so  geben  die  vorstehen- 
den Formeln 

v  =  g  t,  x  =  —  g  t2,  v  =  ]^2  g  x. 

Diese  drei  Formeln  gelten  für  den  freien  Fall  der  Körper  im 
leereu  Raum,  weuu  auf  die  Veränderlichkeit  der  Schwere  keine  Rück- 
sicht genommen  wird. 

Beim  freien  Fall  beträgt  die  Beschleunigung  unter  49°  nördl.  Breite 
g=9,809Gm. 

156.  Gleichförmig  vcrzögerle  Bewegung.  Die  Beschleunigung  g  ist 
konstaut  und  negativ.  Die  Differentialformel  dv  =  gdt  ist  daher  zu 
schreiben 

d  v  =  —  g  d  t. 
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Durch  Integration  erhält  man  hieraus 

v=-gt  +  C. 

Für  t  =  0  sei  die  Geschwindigkeit  v  =  V.  Vermöge  dieser  gleich- 
zeitigen Werte  geht  die  letzte  Gleichung  über  in  V  =  C.  Setzt  man 
diesen  Wert  der  Konstauten  eiu,  so  folgt 

(1)  v  =  V-gt. 

Diesen  Wert  von  v  setze  mau  in  die  Formel  d  x  =  v  d  t,  so  kommt 
dx  =  (V  —  g  t)  d  t, 
woraus  durch  Integration  folgt 

x  =  Vt-ygt*  +  C. 

Da  für  t  =  0  auch  x  =  0  ist,  so  erhält  mau  hierfür  C  =  0.  Folg- 
lich ist  der  zurückgelegte  Weg 

(2)  x  =  Vt-|gt2. 

Durch  Elimination  von  t  aus  (1)  und  (2)  ergibt  sich 

(3)  v2  =  V2— 2gx. 

Da  die  Bewegung  eine  verzögerte  ist,  so  tritt  eiu  Moment  eiu, 
wo  das  Bewegliche  zur  Ruhe  kommt.  In  diesem  Augeublick  wird 
v  =  0.  Die  der  Grösse  v  =  0  entsprechenden  Werte  von  t  uud  x 
bezeichne  man  mit  T  uud  X  und  führe  sie  in  (1)  uud  (3)  eiu,  so  kommt 

0  =  V-gT,         0  =  V2-2gX, 

woraus  folgt 

V  V2 

T=-,         X  =  -i—. 

g  2g 

Diese  Formeln  finden  Auweuduug,  wenn  ein  Körper  im  leereu 
Raum  vertikal  aufwärts  geworfen  wird.  Dabei  bezeichnet  T  die  Zeit 
zur  Erreichung  des  höchsten  Punktes  und  X  die  totale  Steighöhe. 

157.  Freier  Fall  der  Körper  im  leeren  Raum,  mit  Berücksichtigung 
der  Veränderlichkeit  der  Schwere.  Es  seien  R  der  Halbmesser  der 
Erde,  a  der  Abstand  des  Anfangspunktes  der  Bewegung  vom  Erdmit- 
telpunkt, x  der  Fallraum  des  Körpers  nach  t  Sekunden  und  g,  g'  die 
Beschleunigung  der  Bewegung  in  den  Abständen  R  und  a  —  x  vom 
Mittelpunkt  der  Erde. 

Da  die  Auziehuug  des  Mittelpunktes  der  Erde  auf  einen  Körper 
ausserhalb  ihrer  Oberfläche  abnimmt  wie  das  Quadrat  der  Entfernung 
zunimmt,  so  hat  mau 


(1)  g:g' 


1  1 

R2" :  (a  -  x) 


—     144     — 

Setzt  mau  den  hieraus  hervorgehenden  Wert    von   g'  in  die  Diffe- 
rentialformel  vdv  =  gdx  an  die  Stelle  vou  g,  so  folgt 

Um  diese    Formel   integrieren   zu   können ,     setze   mau  a  —  x  =  z, 
also  d  x  =  —  dz;  so  ist 

vd  v  =  —  gR2z~2dz 

und  durch  Integration 

2    =gR2*-1  +  C, 

v2  eR2 

Für  deu  Anfang  der  Bewegung  ist  v  =  0  und    x  =  0.      Für  diese 
Werte  wird  die  letzte  Gleichung 

0=-g- |-C. 

a 

Zielit  man  diese   Gleichuug   vou   (2)  ab,    so    erhält   man   die   Ge- 
schwindigkeit 

,_2^x~ 
a  (a  —  x)" 

Um  die  Fallzeit   zu  bestimmen ,   setze   man   diesen  Wert  vou  v  iu 
die  Differeutialformel  d  x  =  v  d  t,  so  ergibt  sich 

Behufs  der  Integration  setze  man  x  =  y2,  so  wird  dx  =  2ydy  und 

Allein  nach  Formel  (8),  §  82,  hat  man 


(3)  V  =  R|/i 


/' 


Ka-y2dy  =  ^y~a-y2  +  yArcsin^  +  C. 


Folglich  ist   das  Integral  der  Gleichung  (4) ,    wenn   x  statt  y2  ge- 
schrieben wird 

t  =  l|/^[^n— +a  Aresin|/|]  +  C. 

fang    der   Bewegung    ist   t  =  0    und   x  =  C 
thin  wird  die  Fallzeit 


Für  den   Aufaug    der    Bewegung    ist   t  =  0    und   x  =  0;    folglich 
auch  C  =  0.     Mithin  wird  die  Fallzeit 


(5)  t  = 
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In  diesen  Formeln  knun  sich  x  ausdehnen  von  x  =  0  bis  x  =  a  —  R. 
Wenn  x  =  a—  R,  so  fällt  der  Körper  auf  die  Erdoberfläche.  Für 
x^>a  —  R,  also  für  den  Fall,  wo  sich  der  Körper  im  Innern  der 
Erde  bewegen  sollte,  gilt  das  Gesetz  (1)  der  Anziehung  nicht  mehr. 

Wenn  der  Fallraum  sehr  klein  ist,  und  die  Bewegung  in  der 
Nähe  der  Erdoberfläche  vor  sich  geht,  so  kann  man  in  den  For- 
melu  (1),  (3)  und  (5)  die  Grösse  a  — x  mit  a  vertauschen,  ebenso  a 
mit  R,   wodurch    man  erhält,    wenn   man   in  (5)   den    Sinus   des   sehr 

kleinen  Bogens  I  /  —  mit  dem  Bogen  verwechselt 

und  nach  einer  einfachen  Reduktion  der  letzten  Formel 

2T 


-V- 


Diese  letzten  Formeln  enthalten  die  gewöhnlichen  Fallgesetze,  wie 
sie  in  §  155  gefuudeu  wurden. 

158.  Freier  Fall  der  Korper  im  Innern  der  Erde.  Befindet  sich 
ein  Körper  innerhalb  der  Erdoberfläche,  so  wird  er  vom  Mittelpunkt 
der  Erde  aus  durch  eine  Kraft  angezogen,  welche  der  Entfernung  des 
Körpers  vom  Mittelpunkt  der  Erde  proportional  ist. 

Es  sei  der  Erdhalbmesser  AM  =  R  (Fig.  51),  die  Tiefe  AC,  in 
welcher  sich  der  bewegte  Körper  nach  der  Zeit  t  befindet  =  x,  und 
die  Geschwindigkeit  in  C  =  v.  Ferner  seien  die  Beschleunigungen  in 
A  und  C  gleich  g  und  g',  so  wird  sein 

g':g  =  R-x:R. 

Setzt  man  den  Wert  von  g'  aus  dieser  Proportion  in  die  Glei- 
chung v  d  v  =  g  d  x  an  die  Stelle  von  g,  so  erhält  man 

vdv  =  ^-(R-x)dx 
R 

und  durch  Integration 


V2  g 


2 


-°-    Rx 


4)+- 


Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  in  A  =  0,  so  hat  man  als  zusam- 
men gehörende  Werte  dieser  Gleichung  x  =  0,  v  =  0.  Dies  gibt  auch 
C  =  0.  Mithin  erhält  man  aus  der  letzten  Gleichung  als  Wert  der 
Geschwindigkeit 


Vi 


K2R^ 


Au  ten  heim  er,  Eleiuentarbuch. 
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Es  sei  CD  senkrecht  auf  AM,  so  ist  |/"2R: 


2  =  CD;  mithin 

ist  die  Geschwindigkeit  des  Körpers,  welcher  sich  auf  dem  Durchmes- 
ser AMB  bewegt,  der  Ordinate  CD  proportional;  sie  ist  in  A  und 
B  =  0  und  in  M  ein  Maximum.  Ist  der  Körper 
in  B  angekommen ,  so  wird  er  wieder  von  M  aus 
angezogen  wie  früher  in  A ;  er  wird  also  den  Durch- 
messer rückwärts  gerade  so  durchlaufen  wie  vor- 
wärts. Der  Körper  macht  mithin  eine  schwingende 
Bewegung,    ähnlich  der  eines  Pendels. 

Um  die  Schwingungszeit  zu  bestimmen,  setze 
man  obigen  Wert  von  v  in  die  Differentialformel 
d  x  =  v  d  t,  so  folgt 


Fig 

.   51. 

(1) 


dt: 


v- 


dx 


g   K2Rx  — 


Das   Differential    rechts    kauu    integriert    werden    unter   Benutzuug 
der  Gleichung  (8),  §  78.     Man  erhält 

•    x  —  R    ,    _ 

m~ R      +° 

Für  t  =  0  wird  auch  x  =  0;  wofür  die  letzte  Gleichung  wird 


(2) 


KT 

x  =  0; 

»-Kr 


Are  sin  —  1  -f-  C. 


Nun     ist    aber    Aresin 


—  oder 
2 


erstere    Wert  ist  hier 

x  — R    ... 

grosse   — - —  für  x  = 
K 

gen  entspricht.     Folglich  ist 


-— — .  Allein  der 
zu  nehmen,  weil  die  Aenderuug  der  Sinus- 
0  bis  x  =  R    dem  vierten    Quadranten  als   Bo- 


rleichuug 


Zieht  man  diese  Gleichuug  von  (2)  ab,  so  kommt 

Are  sin  *=^]. 
Es  ist  aber  Quadrant  A  E  —  Bogen  D  E  =  Bogen  A  D;  mithin 


V- 


Are  cos 


R  — x 


Dieser  Wert  von  t  ist  die   Zeit   zum  Durchlaufen   eines  beliebigen 
Weges  x.     Die   Zeit  zum    Durchlaufen    des   Halbmessers  AM   wird  er- 

v  i  /IT 
"2"  V       g 


halteu,  wenn  mau  x  =  R  setzt.     Dies  gibt  t  =  — 


Fürx=2R 
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erhält   man   die  Zeit   zum   Durchlaufen   des    ganzen   Durchmessers  AB, 
d.  h.  die  ganze  Schwiugungszeit 


-Vi- 


159.  Freier  Fall  der  Körper  uuter  der  Voraussetzung,  dass  der 
Luftwiderstand  der  Geschwindigkeit  proporlioual  sei.  Es  bezeichne  g 
die  konstante  Beschleunigung  der  Schwere,  v  die  Geschwindigkeit  des 
Körpers  nach  t  Sekunden,  x  die  dieser  Zeit  entsprechende  Fallhöhe 
und  k  diejenige  konstante  Grösse,  um  welche  die  Beschleunigung  der 
Schwere  bei  der  Geschwindigkeit  v  =  1  vom  Luftwiderstand  vermin- 
dert wird. 

Nach  dieser  Bezeichnuugsweise  ist  g-kv  die  wirkliche  Beschleu- 
nigung des  Körpers  nach  t  Sekuuden.  Setzt  man  dieselbe  in  die 
Differeutialformel  dv  =  gdt,  an  die  Stelle  von  g,  so  erhält  man 

dv  =  (g-kv)dt, 
i,  dv 

dt  =  : . 

g  — kv 
Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt 

t=-yl0g(g-kv)-j-C. 

Für  den  Anfang  der  Beweguug  sei  v  =  0  und  da  auch  t  =  0,  so 
erhält  mau  durch  Substitutiou  dieser  Werte 

0=-i-logg  +  C. 

Zieht  mau  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  kommt 

Hierin  ist  die  Zeit  durch  die  Geschwindigkeit  ausgedrückt.  Multi- 
pliziert mau  mit  k  uud  geht  von  den  Logarithmen  zu  eleu  Zahlen 
über,  so  erhält  man  für  die  Geschwindigkeit 

(1)  v  =  JL(i_e-kt). 

Wenn  die  Zeit  t  bis  ins  Unendliche  wächst,  so  nähert  sich  in 
dieser  Formel  (1)  die  Geschwindigkeit  der  Grenze  —  also  einem  kon- 
stanten Werte. 

Setzt  man  den  Wert  von  v  aus  (l)  iu  die  Differeutialformel 
dx  =  vdt,  so  kommt 

(2)  dx  =  -|(l-e"kt)dt. 
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Nun   ist  aber  e"ktd  t  = —  e_kt  d  ( —  k  t)  uud  das  Iutegral  hier- 


von nach  §  76 


S> 


-ktdt=_JLe_kt. 

k 


Somit  erhalt  man  durch  Iutegratiou  von  Gleichung  (2) 
(3)  S  =  |(t  +  |e-)  +  C. 

Da  für  t  =  0  auch  x  =  0   ist,    so  erhält  man   hierfür    aus   dieser 
Gleichung 

o-f+c. 

Führt  man  den  Wert  von  C  aus  dieser  Gleichung  in  (3)   ein,    so 


er 


hält  man  den  durchlaufenen  Weg 


ß  (a-*t 
k  "  '    k 


t-K*2(e-kt-l). 


Wächst  hierin  t  bis  ins  Unendliche,  so  wird  auch  der  Weg  x  un- 
endlich gross. 

160.  Vertikaler  Wurf  eines  Körpers  unter  der  Voraussetzung,  dass 
der  Luftwiderstand  der  Geschwindigkeit  proportional  sei.  Der  Körper 
werde  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  V  abgeworfen,  so  ist,  wenn  die 
Bezeichnung  der  vorigen  Aufgabe  gilt,  die  Beschleunigung  nach  t  Se- 
kunden =  —  g  —  k  v.  Beide  Teile  der  Beschleunigung  sind  negativ, 
weil  sowohl  Schwere  als  Luftwiderstand  der  Bewegung  entgegenwirken. 
Somit  hat  man 

d  v  =  ( —  g  —  k  v)  d  t, 

dt  = r-j , 

gH-kv 

t=-^log(g  +  kv)  +  C. 

Wenn  t  =  0,  ist  v  =  V;  folglich  geht  für  diese  Werte  die  Glei- 
chung über  in 

0=_i-log(g  +  kV)  +  C. 

Eliminiert  man  C  aus  den    beiden  letzten  Gleichungen,  so  kommt 

.       1  .       g  +  kV 

Hieraus  erhält  man  als  Wert  der  Geschwindigkeit  nach  der  Zeitt 

(1)  v=-|+A(g  +  kV)e-kt. 


—     149     — 

Setzt  man  diesen  Wert  von  v  in  die  Differentialformel  dx  =  vdt, 
so  ist 

dx  =  -^dt  +  y(g  +  kV)e-ktdt. 

Integriert  man  wie  in  der  vorigen  Aufgabe,  so  findet  man 

x=-|t-¥V(g  +  kV)e-1U-i-0- 


Für  t  =  0  ist  x  =  0;  mithin 
1 


0=-p-(g  +  kV)-|-C. 

Durch  Subtraktion  dieser  beiden  letzten  Gleichungen  erhält  man 
den  Weg 

(2)  x=-ft+«+k^(l-e-"). 

Bei  Zunahme  von  t  nimmt  v  ab.  Setzt  man  v  =  0  in  Formel  (1), 
so  bezeichnet  der  entsprechende  Wert  von  t  diejenige  Zeit,  welche 
zum  Erreichen  des  höchsten  Punktes  nötig  ist.  Führt  mau  diese  Zeit 
in  (2)  eiü,  so  gibt  der  entsprechende  Wert  von  x  diejenige  Höhe  an, 
bis  zu  welcher  der  Körper  sich  erhebt,  bevor  er  umkehrt. 

161.  Freier  Fall  in  einem  Medium,  dessen  Widerstand  dem  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  proportional  ist.  Wenn  k,  wie  in  den  beiden 
vorigen  Aufgaben,  die  Beschleunigung  bezeichnet,  welche  dem  Wider- 
stand des  Mediums  bei  der  Geschwindigkeit  =  1  entspricht,  so  ist  k  v2 
diese  Beschleunigung  bei  der  Geschwindigkeit  v.  Da  diese  Beschleu- 
nigung diejenige  der  Schwere  g,  welche  wir  als  konstant  voraussetzen, 
vermindert,  so  ist  die  wirkliche  Beschleunigung  der  Bewegung 

dv  l      2 

■dt~«-k* 

Setzt  man  der  Einfachheit  wegen  -^-  =  a2,  so  erhält  man  durch 
Sonderung  der  Veränderlichen 


d  v 
(1)  kdt=-ä^- 


(t) 


(i)' 


Man    betrachte   nun  rechts   die  Grösse  —  statt  v  als  die  Variable, 

a 

so  erhält  man   durch  Integration    von  (1)    unter  Anwendung   von   For- 
mel (2)  des  §  80 

1         !+T 
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Da  für  t  =  0  auch  v  =  0  sein  soll ,    so  wird   auch   die  Konstaute 
C  =  0;  deshalb  erhält  man  als  Wert  der  Zeit 

1     ,       a  —  v 
t=2akl0glT--T- 

Multipliziert  man  mit  '2  a  k  und  geht  von  den  Logarithmen  zu  den 
Zahlen  über,  so  folgt 

/a\  a  +  v  2akt        a  a  — v  1 

(2)  — ' — =  eJaJtt     oder 


e" 


Nimmt  hierin  die  Zeit  t  zu,  so  wächst  die  Expouentialgrösse  im 
Kenner  rechts  sein'  rasch.  Für  t=OC  wird  diese  rechte  Seite  =0; 
folglich  muss  auch  der  Zähler  a — v  =  0  sein,  woraus  folgt 


V 


Dauert  also  die  Bewegung  unendlich  lauge,  so  wird  die  Geschwin- 
digkeit gleich  der  Konstanten  a,  somit  die  Bewegung  gleichförmig. 
Fällt  also  ein  Körper  im  Wasser  nach  obigem  Gesetze,  so  nähert  sich 
seine  Bewegung  mehr  und  mein-  einer  gleichförmigen,  je  länger  sie 
dauert. 

Setzt  man  die  Beschleunigung  g  —  kv2  in  die  Differentialformel 
vdv  =  gdx  an  die  Stelle  von  g,  so  kommt 

v  d  v  =(g  —  k  v2)d  x, 

v  d  v 
d  x  = j — s  • 

g  —  k  v2 

Multipliziert  man  Zähler  uud  Neuner  rechts  mit  — 2k,  so  kann 
mau  schreiben 

1        —  2  k  v  d  v 
2  k       g  —  k  v l 

Nunmehr  ist  der  Zähler  des  zweiten  Bruches  das  Differential  des 
Neuners,  also  das  Integral  dieser  Gleichung  nach  §  76 

x  =  -  —  log  (g  -  k  v2)  -f  C. 

Für  den  Anfang  der  Bewegung  ist  v  =  0  und  x  =  0;  dies  gibt 

0  =  -^logg  +  C. 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  kommt 

(3)  x  =  Ykl°s^TT^ 

Eliminiert  mau  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  die  Geschwin- 
digkeit v,  so  erhält  man  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Weg  x 
und  der  entsprechenden  Zeit  t. 
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Mau  gelangt  aber  auch  zu  diesem  Zusammenhange  auf  folgende 
Weise.     Aus  Gleichung  (2)  folgt 

_       e2akt  —  1 
v-a~e2akt+l  ' 

Setzt  mau  diesen  Wert  von  v  in  die  Formel  dx  =  vdt,  so  kommt 

e2akt  _  j 

d  x  =  a     ->,kt   |    i    d  t, 
e..ikt_|_  i 

Behufs  der  Integration  multipliziere  man  Zähler  und  Nenner  rechts 
mit  k  e~ akt,  so  kann  mau  schreiben 

_  1    eakt'akdt-{-e-akt(— akdt) 

k  eakt_^e-akt 

Da  der  Zähler  rechts  das  Differential  des  Nenners  ist,  abgesehen 
von  der  Konstanten  — ,  so  gibt  die  Integration 

x=ilog(e;lkt+e-;,kt)  +  C, 

Für    den    Anhing    der    Bewegung    ist    t  =  0   und   x  =  0.       Diese 

Werte  geben 

O=*log2  +  C. 

Zieht  mau  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  erhält  man 
die  Fallhöhe 

1  eakt     I     e-akt 

I=k,og i • 

162.  Vertikaler  Wurf  der  Körper  in  einem  Medium,  dessen  Wider- 
stand dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional  ist.  Es  gelte  die 
Bezeichnung  der  vorigen  Aufgabe,  so  ist  die  Beschleunigung  der 
Schwere,  sowie  diejenige  des  Widerstandes  negativ  zu  nehmen.  Die 
wirkliche  Beschleunigung  wird  somit  =  —  g  —  k  v2  sein.  Setzt  man 
diesen  Wert  für  g  in  die  Differentialformel  dv  =  gdt,    so  erhält  man 

dv 
dt=  — 


g-f-kv2 
oder  indem  man  im  Nenner  mit  k  dividiert  und  multipliziert 

dt=  — . 

k  i+^ 


Nun  ist  nach  Gleichung  (6),  §  78 
dv  1 


/ 


a2  + 


Are  taug \-  C. 
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Mithin  wird  sein,    wenn    man  a2  =  -p-  setzt 

k 


Vü 


■V- 


1                        1  /  k     , 
Arctangv  1/ }-C. 


Für  den  Anfang  der  Bewegung  ist  t  =  0  und  v  =  der  Anfangs- 
geschwindigkeit V.  Mit  Hilfe  dieser  Werte  wird  die  vorstehende 
Gleichung 

0  =  -  — L=  Are  taug  V 1  /  —  -J-  C. 
V  gk  r      g 

Folglich  erhält  man  durch  Elimination  der  Konstanten  C 

(1)  t  =  -^  [Arc  taug  V  j/j  -  Are  taug  v  j/|] 

Um  den  Zusammenhang  zwischen  der  Zeit  und  dem  durchlaufenen 
Weg  zu  finden,  löse  man  die  Gleichung  (1)  zuerst  in  Hinsicht  v  auf 
und  setze  zu  diesem  Zwecke 


V- 


(2)  ! 


Are  tau 


v 


angV|/|=«, 

Are  taug  v  1/  —  =  (f, 
so  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen 

(3)  7^  =  7'  ^  =  tang«,  ^  =  tang<f 
und  aus  Gleichung  (1) 

Folglich  auch,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Tangenten  nimmt 

(4)  tang(«-9>)  =  tang^. 

Allein  nach  einer  bekannten  trigonometrischen  Relation  ist 

tang(tt-y)=      taDgu-fauigy 

1  -f  tang  «  •  taug  <f 
Setzt  man  hierin  die  Werte  aus  (3)  und  (4),  so  kommt 

XT  V  —  a  tang  $— 

g t  V  — v  ö    a 

tang 


a2  +  Vv'  .   ^  gt 

1  a  +  Vtang^- 

a 
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Vcos- asio  g 


(5)  v  =  a 


Vsin l-acos 

a  a 

Führt  man  diesen  Wert  von  v  in  die  Gleichung  d  x  =  v  d  t,  so  ist 
V  cos a  sin 

A  a  a  Al 

d  x  =  a  —  —  dt. 

Vsin-^-  -|-acos-^ 
a  a 

Da  hierin  der  Zähler  des  Bruches  das  Differential  des  Nenners 
ist,  abgesehen  vom  konstanten  Faktor  a,  so  gibt  die  Integration 

x  =  a  log  |~V  sin  -^  -j-  a  cos  -^-"1  +  C. 

Für  den  Anfang  ist  t  =  0  und  x  =  0.     Dies  gibt 

O  =  aloga  +  C. 
Mithin  durch  Subtraktion  dieser  Gleichungen  die  gesuchte  Relation 

(6)  x  =  alog[~— sin-^-  +  cos-£i"|. 

La  a  a  J 

Um  den  Zusammenhang  zwischen  den  Grössen  x  und  v  zu  er- 
mitteln, könnte  die  Zeit  t  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (6)  eliminiert 
werden.  Allein  man  erhält  diesen  Zusammenhang  auch ,  wenn  man 
in  die  Differeutialformel  vdv=gdx  statt  g  die  dieser  Aufgabe  ent- 
sprechende Beschleunigung  — g  —  kv2  setzt.     Dies  gibt 

,                   vd  v 
d  x  = ■   ,     o- 

g  +  kv2 

Auf  der  rechten  Seite  bewirkt  man ,  dass  der  Zähler  das  Diffe- 
rential des  Nenners  wird,  indem  man  schreibt 

—       J_    2kvdv 
flX_        2k 'g  +  kv2' 

Folglich  gibt  die  Integration 

x=-^log(g  +  kv2)-{-C. 

Für  x  =  0  wird  v  =  der  Anfangsgeschwindigkeit  V.  Diese  Werte 
geben 

0=-^log(g  +  kV2)-fC. 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  erhält  man 
den  gesuchten  Zusammenhang 

1    ,„„g  +  kV2 


2k      &g-fkv2 
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Setzt  man  in  Gleichung  (l)  die  Geschwindigkeit  v  =  0,  so  gibt 
der  entsprechende  Wert  von  t,  den  wir  mit  T  bezeichnen  wollen,  die 
Zeit  an,  welche  der  Körper  zur  Erreichung  des  höchsten  Punktes  nötig 
hat.     Mit  Berücksichtigung  der  Relation  (2)  erhält  man 


T==  a« 

g 


Wird  dieser  Wert  von  T  in  Gleichung  (6)  eingeführt  und  der 
entsprechende  Wert  von  x  mit  X  bezeichnet,  so  erhält  mau  die  ganze 
Steighöhe 


X  =  a  log    —  sin  a  -f-  cos  «  . 


16S.  Bewegung  des  Pendels  im  leeren  Raum.  Es  sei  A  (Fig.  52) 
der  Aufhängepunkt  eines  mathematischen  Pendels  und  AF  die  verti- 
kale Lage  der  Pendelstange.  Diese  Stange  werde  in  die  Lage  AB 
versetzt,  welche  mit  der  vertikalen  Lage  AF  den  Winkel  a  bildet, 
und  sodann  sich  selbst  überlassen.  Man  soll  den  entstehenden  Bewe- 
gungszustand  bestimmen. 

Der  schwere  Punkt  in  B  hat  das  Bestre- 
°-  °'2'  ben,  in  vertikaler  Richtung  zu  fallen  und  eine 

der  Schwere  entsprechende  Beschleunigung  an- 
zunehmen. Man  zerlege  diese  Beschleunigung  g 
in  die  beiden  Seltenbeschleunigungen  g  cos  a 
und  g  sin  «.  Die  erstere  fällt  in  die  Richtung 
der  Pendelstauge  und  kommt  nicht  zur  Wirk- 
lichkeit. Die  Seitenbeschleunigung  gsiu  «  steht 
senkrecht  zur  Pendelstauge  A  ß  und  fällt  in 
die  Vertikalebeue,  welche  durch  AB  geht. 
Mit  dieser  Beschleunigung  begiunt  die  Bewe- 
gung. In  der  Lage  A  C,  welche  mit  A  F  den 
Winkel  (f  bilden  soll,  ist  die  Beschleunigung  =  g sin  (f.  Die  Richtung 
dieser  sich  mit  <p  ändernden  Beschleunigung  fällt  immer  in  die  ge- 
nannte Vertikalebene.  Der  Weg  B  F  des  schweren  Punktes  ist  also 
eine  ebene  Kurve  und  zwar  ein  Kreisbogen. 

Die  Länge  der  Pendelstauge  sei  a,  der  in  der  Zeit  t  durchlaufene 
Bogen   BC  =  x,    so   ist,    wenn   «  und  <f    im    Bogenmass   ausgedrückt 
werden :  x  =  a  («  —  <f)-      Denkt  man  sich  a  konstant ,   so  erhält  man 
durch  Differentiation  dieser  Gleichung 
(1)  dx=  — ady. 

Setzt  man  in  die  Differentialformel  v  d  v  =  g  d  x  der  Bewegung 
statt  g  die  veränderliche  Beschleunigung  gsin^p,    und   statt  dx  den  in 

(1)  enthaltenen  Wert,  so  folgt 

v  d  v  =  —  g  a  sin  (fi  d  (f. 
Das  Integral  dieser  Formel  ist 

v2 

(2)  —  =  gacos^  +  C. 

Für  <p  =  et  wird  v  =  0.     Hierfür  erhält  man  aus  (2) 
0  =  g  a  cos  a  -J-  C 
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und  durch  Subtraktion  dieser  beiden  Formeln 

(3)  v  =  1^2  g  a  (cos  y  —  cos«). 

Zieht  man  B  D  und  C  E  horizontal ,  so  ist  Abstand  DE  = 
a(cos</> —  cos  a).  Folglich  ist  die  Geschwindigkeit  des  Pendels,  nach- 
dem er  den  Bogen  BC  durchlaufen  hat  =y  2  g  •  D  E,  d.  h.  ebenso 
gross,  als  wenn  er  den  vertikalen  Abstand  der  Eudpuukte  dieses  Bo- 
gens  durchlaufen  hätte.  Für  (fi  =  0  ist  die  Geschwindigkeit  v  = 
V^2ga(l  —  cos«)  ein  Maximum.  Da  v  ebensowohl  für  (f  =  —  « 
wie  für  <£>  =  -}-«  zu  Null  wird,  so  sind  die  Ausweichungen  des  Pen- 
dels zu  beiden  Seiten  der  Vertikalen  A  F  gleich  gross. 

Um  die  Schwiugungszeit  zu  bestimmen,  setze  man  den  Wert  von 
v  aus  (3)  in  die  Differentialformel  dx  =  vdt,  und  vertausche  noch 
dx  mit  —  ady,  Formel  (1),  so  kommt 

(4)  dt  =  dV 


V 


g    \  2  (cos  (f  —  cos  «) 

Um  Formel  (4)   zu  integrieren , 

entwickle 

66  in  Reihen,  so  wird 

<P2     .         y4 

2      ""  2-3-4 

«2              «* 

Erste  Integration, 
man  cos  </>  und  cos  «  nach 

cos  <p  =  : 


cos  et  = 

2      '     2-3-4 

Nun  sei  «  ein  sehr  kleiner  Bogen,  so  dass  in  diesen  Reihen  die 
Glieder  mit  den  vierten  Potenzen  von  «  uud  (f  und  die  folgenden  ver- 
nachlässigt werden  können,  so  wird  sein 

(f2  «2 

cos  (f  =  1 —  ;     cos  «  =  1 — - ;     2  (cos  (f  —  cos  «)  =  «2  —  </'u. 


Setzt  man  den  letzten  Wert  in  (4),  so  erhält 


K«2-y2 

Um  diese  Gleichung   nach    Formel  (5),   §  23,   durch    blosse    Um- 
kehrung  integrieren  zu  könuen,  schreibe  man  zuerst 


d(f 


O 


V  «2  — y5 


so  erhält  man  durch  Integration 


V 


a  <P 

—  Are  cos r-  C. 

g  cc 


Für  t  =  0  wird  <f  =  et.     Hierfür  wird  Are  cos  1=0,  somit  auch 
C  =  0.     Deshalb  ist 

(5)  t  =  l/-Arccos-^. 

V  g  « 
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Lässt  man  hierin  (f  abnehmen  von  (f  =  et  bis  <f  =  0,   so   erhält 
man  die  dem  Bogen  B  F   entsprechende  Zeit  =  —  1/  — ,  weil  der  Bo- 

7T 

gen  =  — ,    wenn  der  zugehörige  Cosinuswert  =  0  ist. 

Nimmt  <f  ab  von  (f  =  -\~  et  bis  <p  =  —  a,  so  wird  Are  cos  (—  1)  =  ir. 
Die  dieser  Aenderung  entsprechende  Zeit  ist  die  Schwingungszeit,  wel- 
che wir  mit  T  bezeichnen  wollen.     Folglich  ist 


(6) 


—Y- 


Nach  Verfluss  der  Zeit  T  kehrt  das  Pendel  um  und  macht  nach 
entgegengesetzter  Richtung  eine  Schwingung  von  gleicher  Dauer,  u.  s.  w. 
Diese  Formel  (6)  gilt  streng  genommen  nur  für  unendlich  kleine 
Schwingungs  winkel. 

Zweite  Integration.  Um  die  Formel  (4)  zu  integrieren,  nehme 
man  in  obigen  Reihen  für  cos  <p  und  cos  a  die  Glieder  bis  zur  vier- 
ten Potenz  der  Bogen,  so  erhält  man  durch  Subtraktion 

2  (cos  <f  —  cos  «)  =  «2  —  (f2 —  («4  —  (fl) 

oder  da  «4  —  tf>4  =  («2  -|-  (f2)  (a2  —  ff2),  so  ist 

2  (cos  (f  —  cos  et)  =  (a2  —  y2)  [~1  —  -~  («2  -f  (f2)\ 

Hierfür  wird  nun  Formel  (4) 


-Kl 


Ka2->2j/l-^(«2-f<P2) 

Entwickelt  man  die  zweite  Wurzelgrösse  mit  dem  Exponenten 
—  —  nach  dem  binomischen  Satze  in  eine  Reihe  und  bricht  bei  der 
zweiten  Potenz  von  ff  ab,  so  erhält  man 

[i-^-(«2+y2)Jy=i+^(«2+^2)- 

Führt  mau  diesen  Wert  in  (7)  ein,  so  kommt 

(8)      dt-         .1+^k2-~,  i     r-*? 


24    Yct^  —  ff- 

Die  Grösse   d  t    dieser    Formel    werde    integriert    von   t  =  0   bis 

t  =  —  T ,    wenn  mit   T    die    ganze   Schwingungszeit   bezeichnet   wird. 

Diesen    Grenzen   entsprechen    die    Grössen    <f  =  et    und    <f  =  0;     also 
müssen  die  Integrale  rechts  von  (8)  zwischen  den  Grenzen  <p  =  ct  und 
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<p  =  0  genommen  werden.  Vertauscht  man  diese  Grenzen,  so  ändert 
das  Integral  rechts,  nach  Formel  (3),  §  85,  sein  Zeichen.  Deshalb 
wird  sein 

-1 

T 


(9) 


t/äff  1+~2Ta  .     l    f   y2dy 

V  g  U  V«^¥2       ^  24  J  V*=V. 


O      '  0 

Nun  ist  aber  nach  §  78,  Formel  (5)  und  nach  §  82,  III.,  Formel  (4) 

r      dy        __tt_         r   y2dy     =  «2    ^r_ 

J  ]A«2_y2  ~  2  ;        J  yV_y2         2    '  2  • 

o  o 

Setzt  man  diese  Werte  in  (9)  ein,  so  erhält  man 


(10)  T  =  7r|/|(l  +  TV«2 


16 


Der  Wert  von  T  in  (10)  ist  im  Verhältnis  von  1  -f-  «2  grös- 
ser als  der  in  (6).  Für  eine  Ablenkung  der  Peudelstauge  von  der 
vertikalen  Richtung  =5°  ist  der  entsprechende  Bogen  a  =  0,087266. 
Hierfür  wird 

1-f-1- a2  =  1,000476. 

Hat  das  Pendel  einen  unendlich  kleinen  Schwinguugswiukel  und 
einen  Winkel  von  5°,  so  macht  es  im  erstem  Fall  1000476  Schwin- 
gungen in  derselben  Zeit,  in  welchem  es  im  zweiten  Fall  1000000 
Schwingungen  macht. 

Dritte  Integration.     Mau  setze  in  Formel  (4) 

1  —  cos  (f  =  z, 

so  erhält  man  durch  Differentiation 

dz  dz 

sin<yd9  =  dz,     d</>  =  -^- —  =  ^> =-. 

siny         |A2z-z2 

Setzt  man  ferner  1  —  cos  a  =  b  und  zieht  hiervon  1  —  cos  <p  =  z 
ab,  so  folgt 

cos  <f  —  cos  a  =  b  —  z. 

Vermittelst  dieser  Werte  wird  das  Differential  der  Zeit 
dt  = 


|  /  a  dz 


«) 
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oder  indem  mau    \  z  aus  dem  eiuen  Divisor  in  deu  andern  versetzt 

dz 


dt 


m 


J/bz-z2l/] 

Alleiu  uacli  dem  binomischen  Satze  ist 

0-i)~ 


,    1 

+  T' 

z 

1-3   z2 

,     1-3-5   z3 

2 

2-4    4 

'    2-4-6    8     ' 

Setzt  man  diesen  Wert  in   die  vorstehende  Formel   und  integriert, 
so  kommt 


(U) 


2   |/    g  J  Kbz-z2  V  ^2     2t24   4t"/ 

Es  bezeichne  wie  oben  T  die  ganze  Schwingungszeit.      Um   durch 

T 

die  Integration  von  (11)  die  Grösse  —  zu  erhalten,   muss   das  Pendel 

den  Bogen  «  durchlaufen,  d.  h.  es  muss  <f>  von  (f  =  a  bis  <f>  =  0 
abnehmen.  Diesen  Grenzen  entsprechen ,  zufolge  der  Gleichung  1  — 
cos  (p  =  z,  die  Grenzen  z  =  b  und  z  =  0.  Somit  ist  b  die  untere  und 
0  die  obere  Grenze  für  das  Integral  rechts  in  (11).  Vertauscht  man 
diese  Grenzen,  so  ändert  nach  Formel  (3),  §  85,  das  Integral  sein 
Vorzeichen.     Multipliziert  mau  zudem  noch  mit  2,  so  kommt 


(12) 


T-Vr/v^(l+fi+^4+") 


Nun  ist  nach  Formel  (8),  §  78 


J 


I    b 


dz  A       .  ■  2 z  —  b     ,    _ 

.  =  Are  sin : —     -f~  C, 


Z  —  7,' 


folglich 
(13) 


r    dz 


Es   geht  nämlich    der  Bogen  von —  durch    die    Null  in  -[ 

JL  2, 

über  für  z  =  0  bis  z  =  b. 

Ferner  ist  nach  Formel  (4),  §  80 

f     z"dz  z"-1  1Al =   .    2n—  1   ,    C   zn-1dz 

JKbz-z2  n  2n         J]/bz_z2 

Da  in  diesem  Integral  das  erste  Glied   rechts   wegfällt   für  z  =  0 
und  z^b,  so  wird  sein 


15! 


C      z"dz  =  2  U  -  1  b    f   zB- rdz 

J  ]Abz~-=T2  2u  J  1/bz-z2"" 

0  o 

Bezeichnet  mau  die  linke  Seite  mit  A„,  so  ist  hiernach 


An  = 

2n— 1    1    A 
=                 bA„_i. 
2  n 

Iglicli   erhält 

ruau,  da 

nach  (13)  Ao  =  tt  : 

für  n  =  1, 

Ai  =  —  b  Ao  =  — bw, 

für  n  =  2, 

3 .  a          1-3  .  2 
A2=-bA1=¥^b27r; 

5  1  •  3  •  5 

für  n  =  3,  A3  =  —  b  A2  =  -  -  ,— r  b3  tt,  u.  s.  w. 

6  2  •  4  •  b 

Setzt  man  diese  Werte  in  (12),  so  erhält  man  die  gesuchte  Glei- 
chung für  die  Schwinguugszeit 

Bezeichnet  man  noch  FD  (Fig.  52)  mit  h,  so  wird  b=— ;  daher 
geht  die  letzte  Gleichung  über  in  die  häufig  vorkommende  Form 

104.  Bewegung  eines  Projektils  in  einer  Geschützrohre.  Diese  Be- 
wegung soll  betrachtet  werden  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  die 
ganze  Pulverladung  gleichzeitig  entzünde;  dass  erst  nach  dieser  gänz- 
lichen Entzündung  die  Bewegung  des  Projektils  beginne;  dass  das  Pulver- 
gas sich  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetz  ausdehne ,  dass  während  der 
Bewegung  des  Geschosses  in  der  Röhre  kein  Gas  entweiche  und  dass  das 
Geschoss  keinen  Widerstand  an  der  Wand  der  Röhre  finde.  Diese  Vor- 
aussetzungen sind  nur  annähernd  richtig,  deshalb  werden  auch  die  fol- 
genden Besultate  nur  als  Annäherungen  zu  betrachten  sein.  Es  be- 
zeichne : 

L  die  Länge  der  Geschützröhre  im  Innern, 

a   die  Ausdehnung  der  Ladung,  in  der  Richtung  der  Röhre, 

V  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher   das  Geschoss  die  Mündung  der 

Röhre  verlässt, 
v  die  Geschwindigkeit,    welche  das  Geschoss  in  der  Röhre  im  Ab- 
stände x  von  der  Ladung  besitzt, 
g,  g'  die  Beschleunigungen   im  ersten  Augenblick   der  Bewegung  und 
im  Abstände  x  von  der  Ladung,  so  wird  nach  dem  Mariotte'schen 
Gesetze  sein 

g':g  =  a:a  +  x;         g'  =  g— ^-. 
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Setzt  man  diesen  Wert  von  g'  iu  die  Differentialformel  vdv  =  gdx 
an  die  Stelle  von  g,  so  erhält  man 

d  x 

Durch  Integration  kommt 

(1)  ~- =aglog(a  +  x)  +  C. 

Wenn  x  =  0,  so  ist  auch  v  =  0.     Hierfür  erhält  mau  aus  (1) 

0  =  a  g  log  a  -|-  C. 
Zieht  man  diese  Gleichung  von  (1)  ab,  so  folgt 

v2  a-f-x 

Dehnt  man  hierin  x  bis  L  —  a  aus,  also  so  weit,  als  das  Gas 
auf  das  Geschoss  wirken  kann,  so  geht  v  in  V  über  und  man  erhält 
aus  der  letzten  Formel 

(2)  V2  =  2aglog(~). 

Ist  V  bekannt,   so  kann  hieraus  g,    also    auch    die   Intensität   des 
Pulvergases  berechnet  werden. 
Es  sei 

V  =  400m,         a  =  0,lm,         L=l,5m, 
so  fiudet  mau  durch  Substitution  dieser  Werte  iu  Formel  (2) 
g=  295415  m, 

d.  h.  würde  das  Pulvergas  eine  Sekunde  lang  mit  derjenigen  Inten- 
sität, welche  es  im  ersten  Augenblick  seiner  Entstehung  besitzt,  kon- 
stant auf  das  Geschoss  einwirken ,  so  würde  dasselbe  in  dieser  Zeit 
eine  Geschwindigkeit  =  295415  m  annehmen.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung würde  eine  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  entstehen, 
welche  eiue  Vergleichuug  mit  dem  freien  Fall  der  Körper  zulässt. 

Das  Gewicht  des  Geschosses  sei  =  6  Kil.  und  da  die  Beschleunigung 
der  Schwere  =  9,808  m,  so  beträgt  der  grösste  Druck  des  Gases  auf 
das  Geschoss 

ÄX6  =  180718KU. 

Der  Querschnitt  des  Geschosses  betrage  80  □  Zentimeter,  so  ist 
obiger  Druck  per  1  □  Zentimeter  =  2258,9  Kil.  Dieser  Druck  ent- 
spricht circa  2187  Atmosphären. 

165.  Geschwindigkeit,  mit  welcher  Gas  aus  einem  Gefäss  in  ein 
anderes  iiherströmt.  Damit  das  Gas  aus  einem  Gefässe  A  (Fig.  53) 
iu  ein  Gefäss  B  überströmen  kann ,  muss  dessen  Spannung  iu  A  grös- 
ser sein  als  in  B.  Beim  Uebergang  aus  A  in  B  wird  die  Spannkraft 
stetig  abnehmen.     Es  seien: 
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P,  P'  die  Spannungen  des  Gases  in  A  uud  B,   per  Flächeneinheit, 

p  die  Pressung  des  Gases  per  Flächeneinheit  au  einer  solcheu  Stelle 
des  Abflusskauales,  wo  seine  Geschwindigkeit  =  v  ist, 

q   der  Querschnitt  des  Kanales  an  dieser  Stelle, 

V  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  das  Gas  in  das  Gefass  B  ein- 
tritt und 

G  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  Gas  vom  Drucke  m  einer  Atmo- 
sphäre und  der  Temperatur  0; 

so  wird   dieses   Gewicht   für    den   Druck  p  =  G ;  F5S-  53- 

r  m 

steigt  aber  die  Temperatur  von  0  auf  t,  so  wird 
das  Volumen  =  1  -|-  a  t ,  wo  «  die  Zunahme  des 
Volumeus  per  1  Grad  bezeichnet.  Daher  wird  das 
Gewicht  der  Kubikeinheit  für  t  Grade  und  der  Pres- 
sung p  gleich 

(1)  °P 

W  m(l  +  at)' 

Au  der  Stelle,  wo  das  Gas  eine  Geschwindigkeit  v  hat,  lege  man 
einen  Schnitt  durch  den  Kanal ,  normal  zur  Richtung  der  Bewegung, 
so  wird  dieser  Querschnitt  im  Zeitelemeut  dt  um  das  Wegelement  dx 
vorgeschoben  und  die  Geschwindigkeit  v  geht  über  in  v  -)-  d  v.  Der 
Querschnitt  q  kann  längs  des  Weges  d  x  als  konstaut  angesehen  werden. 
Das  Volumen,  welches  er  beschreibt,  ist  =qdx;  somit  das  Gewicht 
des  Volumenelementes  Gas  nach  (1) 

(2)  ,«G,P ^-qdx. 

v  '  m(l-(-at)    H 

Während  v  iu  v-[-dv  übergeht,  wird  p  zu  p  —  dp.  Der  Druck 
auf  das  Volnmenelemeut  von  der  Seite  A  ist  =qp,  von  der  Seite 
B  =  q  (p  —  d  p) ;  somit  der  Unterschied  dieser  Kräfte  =  q  d  p.  Diese 
Kraft  treibt  das  Gewicht  (2)  vorwärts  uud  da  diese  Kraft  während  des 
Weges  dx  als  konstant  angesehen  werden  kann,  so  wird  die  Bewegung 
gleichförmig  beschleunigt. 

Bezeichnet  man  die  entsprechende  Beschleunigung  mit  g',  die- 
jenige der  Schwere  mit  g,  so  hat  man 

g-:g  =  qdp:m(1G_Pnt)-qdx, 

weil  zwei  konstante  Kräfte,  welche  auf  eine  und  dieselbe  Masse  (2) 
wirken,  Beschleunigungen  hervorbringen,  die  den  Kräften  proportional 
sind. 

Setzt  man  den  hieraus  folgenden  Wert  von  g'  in  die  Differeutial- 
forrael  vdv  =  gdx  an  die  Stelle  von  g  und  berücksichtigt,  dass  dv 
uud  d  p  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  so  erhält  man 

vdv_         m  (1  -|-  a  t)     dp 

Auteuheimer,  Elemeutaibuch.  11 
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Die  Integration   dieser  Gleichung  gibt,    wenn    mau  t  während    des 
Vorganges  als  koustant  voraussetzt 

,Qx                              v2               mO-hot).  .    _ 

(3)  äF« q logp  +  C. 

Für  deu  Anfang   der  Bewegung  ist  v  =  0  und  p  =  P;   setzt   man 
diese  Werte  in  (3),  so  kommt 

0=_m(l±«t)l0gp  +  c 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  (3)  ab,  so  folgt 

v2         m(l+«t),       P 
log  — . 


2g  G  °   p 


Geht  hierin  p  in  P'  über,   so  wird    v  zu  V;    folglich    ist   die   ge- 
suchte Geschwindigkeit 


-lA 


m-(l  +  «t)log  ?-. 


Bei  numerischen  Rechnungen  ist  zu  setzen 

g  =  9,808  Met.;     m  =  10330 KU.  per  D Met. ;     «  =  0,00367; 

ferner  für  atmosphärische  Luft  G  =  1,293  Kil.  Um  den  natürlichen 
Logarithmus  zu  erhalten,  nehme  man  deu  gemeinen  uud  multipliziere 
ihn  mit  2,30258. 


X.   Aufgaben  über  mechanische  Arbeit. 

166.  Kegriff  von  mechanischer  Arbeit.  Wenn  der  Angriffspunkt 
einer  Kraft  in  der  Richtung  der  Kraft  fortschreitet,  so  ist  die  Wir- 
kung, welche  die  Kraft  hervorbringt,  sowohl  proportional  der  Intensi- 
tät der  Kraft,  als  auch  dem  vou  ihr  zurückgelegten  Wege,  also  pro- 
portional dem  Produkt  aus  der  Intensität  und  dem  Wege.  Dieses 
Produkt  wird  die  Arbeit  der  Kraft  genannt. 

Wenn  ein  Gewicht  von  5  Kil.  auf  eine  Höhe  von  4  Met.  gehoben 
wird,  so  ist  die  erforderliche  Arbeit  5  X  4  =  20  Kilogramm-Meter. 

Wird  eiu  Widerstand  von  10  Pfunden  längs  eines  Weges  vou 
5  Füssen  überwunden,  so  ist  die  auf  diesen  Widerstaud  verwendete 
Arbeit  10  X  5  =  50  Fuss-Pfuude. 

167.  Einschlagen  eines  Nagels  in  eine  homogene  Masse.  Der  Wi- 
derstaud, welchen  der  Nagel  beim  Eindringen  findet,  bestehe  aus  zwei 
Teilen :  aus  dem  Widerstand,  welchen  die  Spitze  des  Nagels  verursacht, 
und  aus  einem  Teile,  welcher  vor  der  Reibung  der  Oberfläche  des 
Nagels  au  der  Substanz  herrührt.  Nehmen  wir  den  erstem  Teil  kou- 
stant und  deu  letztem  proportional  der  Tiefe  x  an,  bis  zu  welcher  der 
Nagel  schou  als  eingetrieben    angesehen   werden   kann,  so  ist  der   ge- 
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sauirate   Widerstand  =  a-|-bx,  worin  a  und  b  konstante   Grössen  be- 
zeichnen. 

Dringt  der  Nagel  um  den  Weg  dx  ein,  so  kann  der  längs  des 
Weges  d  x  wirkende  Widerstand  als  konstant  angesehen  werden.  Die 
Arbeit  für  dieseu   Wegteil  ist  deshalb 

(a  -f-  b  x)  d  x. 

Wenn  L  die  Länge  des  Nagels  bezeichnet,  so  ist  die  gesammte 
Arbeit  zum  Einschlagen  des  Nagels 

L 

(a-j-bx)dx  =  aL-j — -. 


/* 


16$.  Arbeit,  um  Wasser  in  einer  kommunizierenden  Rühre  zu  ver- 
schieben. Die  Röhre  habe  zwei  vertikale,  gleich  weite  cylindrische 
Schenkel;  diese  seien  bis  auf  eine  gewisse  Höhe  mit  Wasser  gefüllt,  so 
wird  das  Niveau  in  beiden  Schenkeln  gleich  hoch  stehen.  Mau  bringe 
nun. in  den  einen  Schenkel  einen  luftdicht  anschliessenden  Kolben,  ähn- 
lich dem  einer  Pumpe  und  drücke  den  Kolben  abwärts,  so  wird  das 
Wasser  in  der  Röhre  verschoben.  Mau  soll  die  darauf  verwendete 
Arbeit  ermitteln.     Es  sei 

y  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  Wasser, 

q  der  Querschnitt  der  Wassersäule  und 

x  der  Weg,  um  welche  der  Kolbeu  abwärts  geschoben  worden, 

so  ist  der  Höhenunterschied  der  Wasserspiegel  in  beiden  Schenkelu 
=  2x;  daher  drückt  auf  den  Kolben  eine  Wassersäule  von  der  Höhe  2  x, 
also  dem  Volumeu  2xq  und  dem  Gewicht  2xqy.  Das  ist  aber  auch 
der  Druck,  welchen  der  Kolbeu  gegen  das  Wasser  ausübt. 

Rückt  der  Kolben  vor  um  den  Weg  dx,  so  wird  dabei  eine  Ar- 
beit verrichtet  =  2xqydx.  Somit  ist  die  Arbeit,  welche  der  Kol- 
ben verrichtet,  indem  er  um  x  sinkt 

X  X 

J2xqydx  =  2yq  jxdx  =  yqx-x. 

0  0 

Nun  ist  y  q  x  das  Gewicht  Wasser,  welches  aus  dem  einen  Schen- 
kel nach  dem  andern  verschoben  worden  und  x  die  Höhe,  um  welche 
diese  Wassermenge  im  andern  Schenkel  steigeu  muss. 

Es  sei  der  erste  Scheukel  ein  Luftkasten,  wie  er  unter  Wasser 
bei  Grund ungsarbeiteu  angewendet  wird.  Mau  denke  sich  den  Kolbeu 
ersetzt  durch  verdichtete  Luft,  welche  von  einem  Kompressor  her  in 
diesen  Kasten  getrieben  wird,  so  sinkt  das  Wasser  im  Kasteu  und  ent- 
weicht in  das  den  Kasteu  umgebende  Wasser.  Dieses  bildet  den  zwei- 
ten Schenkel  der  Röhre,  nur  mit  dem  Unterschied,  dass  das  Wasser 
im  zweiten  Scheukel  nicht  steigen  muss.  Daher  ist  der  Druck  des 
Kolbens  (der  Luft)  in  der  Tiefe  x  nur  =yqx;  also  das  Arbeitselemeut 

n  * 
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— yqxdx  und  die  gesuchte  Arbeit,    um  das  Wasser  aus  dem  Kasten 
zu  treiben 


£-«- 1 


yqjxax 

o 


Geht  der  Wasserspiegel   im  Kasten  über   aus  einer  Tiefe  ho  in  h, 
wo  h^>ho,  so  ist  die  auf  den  Vorgang  verwendete  Arbeit 


y  q  J  x  d  x  =  y  y  q  (h2  —  ho  2). 


Hiernach  wird  das  Wasservolumen  q(h  —  ho)  niedergedrückt  durch 
eine  Wassersäule  von»  Querschnitt  q  und  der  mittleren  Höhe  -  —  (h— |— ho). 

169.   Uebertragung    mechanischer  Arbeit    durch    die    Kurbel.      Der 

Druck  des  Kolbens  einer  Dampfmaschine ,  einer  Pumpe ,  etc.  wirkt  in 
der  Richtung  AC  (Fig.  54),  längs  welcher  sich  der  Kolben  hin-  und 
herbewegt.  Der  Druck,  den  somit  die  Schubstange  CB  gegen  den 
Zapfen  B  der  Kurbel  B  A  ausübt,  ist,  in  der  Richtung  A  C  geuommen, 
gleich  dem  Kolbendruck.     Nun  sei: 

P  der  Kolbendruck,  längs  des  ganzen  Hubes  konstant  gedacht, 

r   der  Halbmesser  des  Kurbelkreises  BD,  und 

<f  der  Winkel  BAD,  welchen  die  Kurbel  mit  der  Richtung  AC  bil- 
det, im  Bogenmass  ausgedrückt. 

Fig.  54. 


Mau  zerlege  die  Kraft  P,  wirkend  am  Kurbelzapfen  B,  in  zwei 
Seiteukräfte  Bn  =  P  sin  (f  und  B  m  =  P  cos  <f  ,  wovon  die  erstere 
tangential  an  den  Kurbelkreis  und  die  letztere  gegen  die  Kurbelwelle  A 
wirkt.  Die  letztere  Kraft  wird  durch  den  Widerstand  der  Kurbelwelle 
aufgehoben,  während  die  erstere  die  Kurbel  dreht,  also  arbeitet. 

Wenn  <f  um  d  (f  zunimmt,  so  rückt  der  Kurbelzapfeu  um  rd<jP 
vor.  Die  Kraft  P  sin  (f  kann  während  des  Wegelerneutes  r  d  </>  als 
konstant  angesehen  werden  und  da  ihre  Richtung  mit  der  des  Weges 
zusammenfällt,    so  ist  die  Arbeit   der  Kraft  längs   des  Weges  rd<f  = 

P  r  sin  (f  d  ff.     Da  nun   J  sin  (f  d  <p  =  —  cos  (f  -4-  C ,    so    ist   die   Arbeit 

der  tangeutiellen  Seiteukraft  während  eines  Kolbengauges 


Pr  Jsinydy  =  2Pr, 
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also  gleich  dem  Produkt  aus  dem  Druck  auf  deu  Kolben  in  den  Weg  2r 
des  Kolbens.  Es  geht  somit  durch  die  Kurbelbewegung  keine  Arbeit 
verloren,  abgesehen  von  den  vorkommenden  Reibungen. 

Der  mittlere  Druck  auf  den  Kurbelzapfen,  in  der  Richtung  der 
Tangente  an  den  Kurbelkreis,  sei  P',  so  ist  seine  Arbeit  während  eines 
Kolbenganges,  also  längs  einer  halben  Peripherie  des  Kurbelkreises 
=  P'  r  7T.     Da  diese  Arbeit  =  2  P  r  sein  muss,  so  folgt 

P'  =  —  P  =  0,636  P. 

TT 

170.  Arbeit,  welche   auf  die  Drehuug  eiiier  rechtwinkeligen  Flache 
in  einem  Hedium  verweudet  werden   muss.      Der  Erfahrung  zufolge   ist 
der  Widerstand,  welchen  Wasser,  Luft,    etc.    der  Bewegung   entgegen- 
setzt, proportional  der  Fläche,    welche  normal  zur  Richtung  der  Bewe- 
gung gegen  das  Medium   stösst  und   sehr  nahe   proportional    dem  Qua- 
drat der  Geschwindigkeit  der  Bewegung.     Es  seien 
a  die  Kante,  um  welche  sich  das  Rechteck  dreht, 
b  die  darauf  senkrechte  Kante  des  Rechteckes, 
v   die  Geschwindigkeit  der  Fläche  im  Abstand  b  von  der  Achse, 
p  der   Widerstand,    welchen   das    Medium   einer   Flächeneinheit   ent- 
gegensetzt,   wenn   sich    dieselbe   mit   einer   Geschwindigkeit   =  1 
bewegt. 

Man  lege  in  der  Rechtecksfläche,  in  den  Abständen  x  und  x-j-dx 
zwei  Gerade  parallel  zur  Achse,  so  schliessen  dieselben  ein  Flächen- 
element =  a  d  x  ein.  Die  Geschwindigkeit ,  mit  welcher  sich  dieses 
Flächeuelement  dreht,  sei  u,  so  ist 

u:v  =  x:b,       u  =  —  x. 
b 

Würde  die  Fläche  a  d  x  sich  mit  der  Geschwindigkeit  =  1  be- 
wegen, so  fände  sie  einen  Widerstand  =padx;  folglich  ist  der  Wider- 
stand dieses  Flächenelementes  bei  der  Geschwindigkeit  u: 

(1)  pa,lx-u2  =  ^.x2dX, 
und  der  Widerstand  der  ganzen  Rechtecksfiäche 

b 

(2)  ^Jx2dx  =  |pabv2. 

o 

Dieser  Widerstand  ist  somit  nur  —  von  jenem,  deu  die  Fläche 
bei  fortschreitender  Bewegung  finden  würde. 

Der  Angriffspunkt  der  Kraft  (1)  rückt  in  der  Zeiteinheit  um  den 
Weg  u,  in  der  Richtung  von  u,  vor;  folglich  ist  die  auf  das  Flächen- 
element a d  x  verwendete  Arbeit 

,       pav3 
p  a  d  x  •  ir  =       3     •  x**  d  x 
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und  die  Arbeit  für  die  ganze  Rechtecksfläche 

b 

(3)  P^3V-Jx3dx  =  |pabv  = 


Diese  Arbeit  ist  somit  der  dritten  Potenz  der  Rotationsgeschwin- 
digkeit proportional  und  gleich  li  der  Arbeit  pabv3,  welche  die 
Fläche  bei  fortschreitender  Bewegung  findet. 

Der  Widerstand  (2),  als  Kraft  gedacht  mit  einem  Angriffspunkt, 
der  um  xo  von  der  Achse  abstehe,  bewege  sich  mit  der  Geschwindig- 
keit uo,  so  ist  die  Arbeit,  welche  auf  diesen  Widerstand  verwendet  wird 


pa  b  v: 


pa  v°  -xo. 


Diese  Arbeit  muss  aber  gleich  sein  dem  WTerte  (3);  daher  folgt 

3  . 
xo  =  ~b, 

d.  h.    der    Mittelpunkt   des  Widerstandes    hat    einen   Abstand    von    der 
Achse  gleich   z/i  von  der  Breite  des  Rechteckes. 

171.  Arbeit  des  Dampfes  bei  einer  Expansionsmaschine.  Bei  die- 
ser Maschine  füllt  der  Dampf,  welcher  bei  jedem  Kolbenzuge  in  den 
Dampfcyliuder  tritt,  denselben  nicht  ganz  au,  sondern  es  wird  die 
Kommunikation  des  Cylinders  und  der  Dampfleitungs- 

Fig.  55.  röhre  unterbrochen,  nachdem  der  Kolben    einen  Weg 

A  B  =  — ,  — . . .  (Fig.  55)  des  ganzen  Hubes  h  durch- 
laufen hat.  Der  Dampf  wirkt  also  nur  während  des 
Teiles  A  B  =  a  der  Hublänge  mit  dem  anfänglichen 
konstanten  Drucke  P,  dehnt  sich  nachher  aus  und 
wirkt  während  dieser  Periode  der  Ausdehnung  mit 
einem  Drucke  auf  den  Kolben,  der  mit  der  Ausdeh- 
nung des  Dampfes  abnimmt.  Es  bezeichne  P'  den 
Dampfdruck  auf  den  Kolben,  nachdem  dieser  einen 
Weg  BC  =  x  während  der  Periode  der  Expansion  durchlaufen  hat,  so 
sollen  mit  Rücksicht  auf  die  Abnahme  des  Druckes  zwei  Fälle  unter- 
schieden werden. 

a)  Druckabnahme  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetz. 
Man  setze  voraus,  der  Dampf  dehne  sich  aus  wie  ein  permanentes  Gas, 
ohne  dabei  seine  Temperatur  zu  ändern ,  so  nimmt  die  Spannung  in 
gleichem  Verhältnis  ab,  wie  das  Volumen  zunimmt;  daher 

P'        Volumen  von  A  bis  B  a 


(1) 


Volumen  von  A  bis  C 


■+*' 
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Der  Kolben  bewege  sich  von  C  aus  um  den  unendlich  kleinen 
Weg  dx,  so  kann  der  Dampfdruck  P'  während  dieses  Weges  als 
konstant  angesehen  werden.  Somit  ist  die  Arbeit  der  Kraft  P'  längs 
des  Weges  dx: 

(2)  P'dx=aP-^- 

a+x 

und  die  Arbeit  während  der  ganzen  Periode  der  Expansion 

(3)  aPJ^aPlog(|). 

0 

Addiert  man  zu  dieser  Arbeit  noch  die  Arbeit  a  P,  welche  der 
Dcimpf  längs  des  Weges  AB,  also  vor  dem  Eintritt  der  Dampfabsper- 
rung verrichtet,  so  erhält  mau  als  gesammte  Arbeit  während  eines 
Kolbenzages 


.»D+i«(>-)} 


Für  briggische  Logarithmen  ist  dieser  Ausdruck 

h 


a  P  [l  +  2,3026  log  brigg  (— )]. 


b)  Druckabnahme  nach  dem  Poisson' sehen  Gesetz.  In- 
dem der  Dampf  arbeitet,  verwandelt  sich  eiu  Teil  der  Wärme,  welche 
er  enthält,  in  Arbeit,  so  dass  seine  Temperatur  sinkt  und  ein  Teil 
Dampf  kondensiert  wird.  Der  noch  übrig  gebliebene  Dampf  hat  daher, 
nachdem  der  Kolben  einen  Weg  x  zurückgelegt  hat,  eine  kleinere 
Spannung  als  nach  dem  Gesetze  (1).  Diese  Spannung  P'  ergibt  sich 
aus  der  Gleichung 

wo  nach  Zeuner    für   trockenen   Dampf  n=  1,133   angenommen    wer- 
den kann.    Daher  wird  das  Arbeitselement  P' d  x  unter  Benutzung  von  (4) 

P'  d  x  =  P  (-  a — Y  d  x  =  P  an  (a  4-  x)  - » d  x. 

Va-f-x/ 

Das  Integral  hiervon  zwischen  deu  Grenzen  0  und  h  —  a  ist 


./ 


P'dx  =  -^-[h1 
1  —  n 


Nun  ist  an  =  a-an_1;  daher  der  umgeformte  Ausdruck 

/"-^[»-(■tn 

0 

Nach  beiden  Resultaten  (3)  und  (5)  ist  die   gesuchte  Expansions- 
arbeit ein  Vielfaches   von  aP.     Bei  schwacher   Expansion   müssen  die 
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Faktoren  von  a  P  sehr  nahe  übereinstimmen,  in  allen  Fällen  aber  wird 
der  Faktor  von  aP  in  (5)  kleiner  als  der  in  (3). 

Für  eine  Ausdeknuug    von  1   auf  4  wird  z.  B.    -  -  =  4  und  da  für 

a 
trockenen  Dampf  n=  1,133,  so  erhält  man  als  Faktor  von  aP: 

nach  (3)  .  .  2,3026  log  br.  4  =  2,3026 -0,6021  =  1,386, 

nach  (5)  .  .  0^33  [1_  (j^ ']=  7,5188 -0,1684=  1,264. 

172.  Arbeit  zum  Zusammendrücken  eiues  Gases.  Ein  Gefäss  ent- 
halte Gas  vom  Volumen  v  und  dem  Drucke  p.  Dieses  Gas  werde  zu- 
sammengedrückt, so  dass  es  in  einem  gegebenen  Augenblicke  ein  Volu- 
men v'  und  einen  Druck  p'  besitze.  Welche  Arbeit  ist  auf  die  Zu- 
sammendrückung zu  verwenden? 

Der  Einfachheit  wegen  denke  man  sich  das  Gas  eingeschlossen  in 
einem  Cylinder  vom  Querschnitt  q.  Dabei  entspreche  dem  Volumen  v 
die  Höhe  h  und,  durch  Vorschieben  des  Kolbens,  dem  Volumen  v'  eine 
Höhe  x,  so  wird  sein 

(1)  v'  =  qx. 

Die  Grössen  p  und  p'  denke  man  sich  als  Druck,  ausgeübt  auf 
die  Flächeneinheit,  so  wird  in  dem  Augenblick,  da  das  Volumen  des 
Gases  auf  v'  gesunken  ist,  der  Druck  des  Gases  auf  den  Kolben 
=  p'  q  sein. 

Nun  rücke  der  Kolben  um  d  x  vor ,  d.  h.  es  gehe  x  in  x  —  d  x 
über,  so  wird  v'  zu  v' —  dv';  denn  bei  diesem  Vorgang  nehmen  x 
und  \'  zugleich  ab.  Während  dieser  unendlich  kleinen  Verschiebung 
kann  mau  den  Druck  p'q  als  konstant  betrachten;  daher  dessen  Ar- 
beit =  p'  q  ( —  d  x),  oder  weil  nach  (1)  d  v'  =  q  d  x,  so  ist  das  Arbeits- 
element auch 

(2)  -p'dv' 

a)  Bei  der  Zusammendrückung  finde  keine  Aenderung  der  Gas- 
temperatur statt,  so  gilt  über  die  Druckabnahme  das  Mariotte'sche 
Gesetz,  wonach  man  hat 

(3)  P'  - 


P 


V 


Führt  man  den  Wert  von  p'  aus  (3)  in  (2),  so  wird  das  Arbeits- 
element 

,A    *  dv' 

—  p  dv  =  —  pv — — . 

Folglich  die  Arbeit  zum  Zusammendrücken  zwischen  dem  Anfangs- 
volumen v  und  dem   Endvolumen  v',  da  p  v  konstant  ist 

f»dv'  V  v 

_  PvJ-^^  =  -pvlog-y- =  pv log-^-. 
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b)  Die  Arbeit,  welche  auf  die  Zusammendrückung  verwendet  wird, 
verwandle  sich  teilweise  in  Wärme  und  erhöhe  die  Temperatur  des 
Gases,  so  gilt  über  die  Druckzuaahme  folgendes  Gesetz  von  Poisson 


4-W 


P 

wo  der  Exponent  n    grösser  als   1  und  z.  B.   für   atmosphärische  Luft 
nach  Regnault  =1,3945  ist. 

Führt   man   den    Wert   von  p'   aus   (5)   in   das  Arbeitselement  (2) 
ein,  so  wird  dasselbe 

—  p'  d  v'  =  —  p  vn  v'~n  d  v' 

und  die  gesuchte  Arbeit  zum  Zusammendrücken  des  Volumens  v  auf  v', 
da  p  und  v  konstant  sind 


/» 


pv 
p'  d  v  — 


1  — n 


Nun  ist  aber  vn  =  v  •  vn_1;  dahergeht  der  letzte  Ausdruck  rechts 
über  in 

V 

Diese  Arbeit  nach  (6)  fällt  immer  grösser  aus  als  nach  (4) ;  es 
ist  also  immer 

So  wird  z.  B.  für  v  =  2v'  und  n  =  1,3945  die  linke  Seite  von  (7) 
=  0,797,  die  rechte  aber  nur  =0,693. 

173.  Arbeitsgrösse,  welche  eiu  Körper  in  sich  aufnimmt,  wenn  er 
frei  herabfällt.  Es  sei  der  Halbmesser  der  Erde  =r,  die  Fallhöhe 
=  h,  das  Gewicht  des  fallenden  Körpers  an  der  Erdoberfläche  =q. 
Nachdem  der  Körper  durch  eine  Höhe  x  herabgefallen,  also  eine  Ent- 
fernung =  r  -(-  h  —  x  vom  Mittelpunkt  der  Erde  besitzt ,  sei  sein  Ge- 
wicht =  q';  folglich  hat  man  nach  dem  Newton' sehen  Gesetze  der 
Gravitation 

,_J 1_  ,_  r2 

q:q  ~"   r2  :   (r  +  h-x)2    5       q  _q    (r  +  h-x)2  ' 

Es  nehme  x  um  d  x  zu,  so  kann  angenommen  werden,  es  bleibe  q' 
während  dieses  unendlich  kleinen  Weges  konstant;  folglich  ist  die  Ar- 
beit der  Kraft  q'  längs  des  Weges  dx 

i  J  2  d  X 

q'  d  x  =  q  rz  — — v— ^-. 

(r  -\-  h  —  x)2 
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Wird  diese  Formel  integriert,  so  erhält  mau  die  Arbeit  der 
Schwere  während  einer  endlichen  Fallhöhe  x.  Um  aber  integrieren 
zu  können,  setze  man  r  — [—  h  —  x  =  y,  so  ist  dx  =  —  dy  und 
q'  d  x  =  —  q  r2  y-  2  d  y ;  folglich 

JVd«-qr»r-'  +  0-q«'(r  +  ;_>)  +  0 

und  die  gesuchte  Arbeit  für  den  Fallraum  h 

JV  d  X  =  q  r*  (-1  -  j^)  =  q  h  (^). 

0 

Wenn  der  Fallraum  klein  ist,  so  dass  h  gegen  r  vernachlässigt 
werden  kann,  so  geht  der  letzte  Ausdruck  in  das  Produkt  qh  aus 
Gewicht  in  Fallhöhe  über.  Ist  dagegen  r  gegen  h  klein,  wie  dies 
z.  B.  bei  Meteorsteinen ,  welche  auf  die  Erde  fallen ,  angenommen 
werden  kann,  so  wird  diese  Arbeit  =  q  r.  Diese  Arbeit  gibt  er  beim 
Aufschlagen  auf  die  Erdoberfläche  an  die  Masse  der  Erde  ab.  Eine 
grössere  Arbeit  als  q  r  kann  kein  Körper  durch  die  blosse  Wirkung 
der  Schwere  aufnehmen,  selbst  wenn  er  aus  einer  unendlich  grossen 
Entfernung  gegen  die  Erde  fiele. 

Bemerkung.  Nehmen  wir  an,  die  Arbeit  q r,  welche  ein  Meteorstein 
beim  Herabfallen  an  die  Erde  abgibt  (indem  von  jenem  Teil,  den  die  Rei- 
bung in  der  Atmosphäre  absorbiert,  abgesehen  wird) ,  verwandle  sich  in 
Wärme  und  es  produzieren  je  436  Kilogr.-Meter  Arbeit  (mechanisches 
Aequivalent  der  Wärme,  §  239)  eine  Kalorie  Wärme,  so  entwickeln  sich 

ci  r 
aus  diesem  Falle  Kalorien.      Es  sei    q=l  Kilogramm  und   r  = 

6365000  Meter,  so  ist  die  Wärmemenge,  welche  jedes  Kilogramm  des 
herabfallenden  Meteors  beim  Aufschlagen  produziert,  gleich 

6365000 :  436  =  14599  Kalorien, 

d.  h.  soviel  Wärme,  dass  183  Kil.  Eis  damit  geschmolzen  werden 
könuten.  Würde  die  Masse  des  Meteors  diese  Wärme  allein  aufneh- 
men und  seine  spezifische  Wärme  0,2  betragen  (durchschnittlicher  Wert 
der  spezifischen  Wärme  der  Steinmasseu) ,  so  würde  die  Temperatur 
derselben 

14599:0,2  =  72995  Zentigrade. 

Setzt  man  voraus ,  die  Erde  sei  durch  Verdichtung  vieler ,  klei- 
ner, im  Weltraum  zerstreuter  Massen  entstanden,  so  lässt  sich  auf 
diesem  Wege  die  hohe  Temperatur,  in  welcher  die  Erdmasse  sich  nach 
dem  Ballungsakte  befunden  haben  muss,  erklären.  Die  betreffende 
Aufgabe  ist  in  §  335  behandelt. 
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XI.   Aufgaben  über  lebendige  Arbeit. 

174.  Arbeitsgrösse,  welche  auf  einen  Körper  verwendet  werden 
hui w .  um  ihn  aus  der  Ruhe  in  Bewegung  zu  versetzen.  Es  wirke  auf 
den  Körper  eine  stetige,  jedoch  beliebig  veränderliche  Kraft  beschleu- 
nigend ein.  Nachdem  der  Körper  den  Weg  x  zurückgelegt  hat,  sei 
der  Wert  dieser  Kraft  =k,  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  ==v 
und  seine  Beschleunigung  =  g'.  Ferner  sei  das  Gewicht  des  Körpers 
=  P  und  die  Beschleunigung  der  Schwere  =  g,  so  besteht  zwischen 
den  Kräften  und  den  entsprechenden  Beschleunigungen  folgende  Pro- 
portion 

(1)  g':g=k:P;        k  =  yg'. 

Nun  lege  der  Körper  den  unendlich  kleiueu  Weg  d  x  zurück ,  so 
kann  angenommen  werden,  die  Kraft  k  bleibe  während  dieses  Weges 
konstant;  also  ist  die  auf  die  Beschleunigung  der  Masse  des  Körpers 
verwendete  Arbeit  =  k  d  x.  Setzt  mau  obigen  Wert  von  k  hier  ein, 
so  folgt 

P     J 
k  d  x  =  —  g  d  x. 
g 

Allein  nach  der  Differentialformel  (3)  der  Bewegung,  §  153,  ist 
g'  d  x  =  v  d  v.     Dies  gibt 

P 

k  d  x  =  —  v  d  v. 
g 

Beginnt  die  Bewegung  von  der  Ruhe  aus,  so  erhält  mau  die  Ar- 
beit der  Kraft  k  längs  des  Weges  x,  indem  man  integriert 


(2)  fkdx  =   P    Pvdv  = 


Pv2 

Diese  auf  die  Masse  des  Körpers  verwendete  Arbeit   — — nennt 

2g 

man  lebendige  Arbeit,  auch  wohl  lebendige  Kraft  des  Körpers. 
P 
Da  das  Verhältnis  — -  konstaut  bleibt,  in  welcher  Entfernung  das 

Gewicht  P  vom  Mittelpunkt  der  Erde  gedacht  wird,    so  wird  dasselbe 
als  Ausdruck  für  die  Masse  m  des  Körpers   angesehen.    Mau  hat  daher 

P 

(3)  —  y. 

Führt  man  diesen  Wert  von  m  in  (2),   so   folgt  als  Ausdruck  für 
die  lebendige  Arbeit 

,i\  P       v2  1         „ 

(4)  =_mv2. 
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Aus  (3)  ergibt  sich  auch 

(5)  P  =  mg, 

d.  h.  das  Gewicht  eines  Körpers  ist  gleich  seiner  Masse,  multipliziert 
mit  der  Beschleunigung  des  freien  Falles. 

Führt  man  endlich  den  Wert  von  m  aus  (3)  in  (l),  so  ergibt  sich 

(6)  k  =  g'  m, 

d.  h.  die  Kraft,  welche  in  einem  gegebenen  Augenblick  auf  einen  Kör- 
per einwirkt  und  dadurch  eine  Beschleunigung  g'  veranlasst,  ist  gleich 
dieser  Beschleunigung,  multipliziert  mit  der  Masse  des  Körpers. 

175.  Lebendige  Arbeit  eiues  homogeueu  Cyliuders,  der  sich  um  seine 
Achse  dreht.  Es  sei  r  der  Halbmesser,  a  die  Länge,  v  die  Umfangs- 
geschwindigkeit und  m  die  Masse  der  Kubikeiuheit  des  Cyliuders.  Man 
lege  mit  den  Radien  x  und  x  -f-  d  x  zwei  zur  Achse  konzentrische 
Cylinderflächen,  so  schliessen  diese  eine  Schicht  ein  von  der  Dicke  dx, 
der  Länge  a  uud  dem  Umfauge  2  x  n.  Das  Volumen  dieser  Schicht 
ist  daher  =  2;rxadx,  und  ihre  Masse  =2?ramxdx.  Alle  Teile 
dieser  Schicht  haben  die  gleiche  Rotatiousgeschwindigkeit,  die  wir 
mit  v'  bezeichnen  wollen.      Dadurch  wird 

.  vx 

v  :v  =  x:r;       v  = . 

r 

Nun  erhält  man  aber  die  Arbeit,  welche  auf  einen  Körper  ver- 
wendet werden  muss,  um  ihm  eine  gewisse  Geschwindigkeit  beizu- 
bringen, wenn  man  die  halbe  Masse  des  Körpers  mit  dem  Quadrat 
seiner  Geschwindigkeit  multipliziert  (§  174,  Formel  4).  Somit  ist  die 
auf  obige  Schicht  verwendete  Arbeit 

J        v2x2 

7r  amxdx s — . 

r* 

Das  Integral  dieses  Ausdruckes  zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und 
x  =  r  gibt  die  Arbeit,  welche  auf  den  ganzen  Cyliuder  zu  verwenden 
ist,  gleich 


7ramv2   (* 


1  x  =  —  TT  a  m  r2  v2. 
o 


Nun  ist  m7rr2a  die  Masse  des  ganzen  Cylinders.  Um  diesem 
Cylinder  eine  fortschreitende  Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  v  zu 
erteilen,  braucht  es  somit  zweimal  mehr  Arbeit  als  zur  Hervorbringung 
der  Rotation. 

176.  Arbeit,  welche  auf  die  Drehung  einer  homogenen  Kugel  um 
einen  ihrer  Durchmesser  als  Drehachse  zu  verwenden  ist.     Es  sei  r  der 

Halbmesser,  v  die  Geschwindigkeit  des  Aequators  und  m  die  Masse 
der  Kubikeinheit  der  Kugel.  Man  lege  einen  ebenen  Schnitt  durch  die 
Kugel  längs  der  Achse  und  nehme  die  Drehachse  zur  Abscissenachse 
an ,  so  wird  die  Gleichung  dieses  Schnittkreises  sein  y2  =  r2  —  x2. 
Mit  den  Radien  y  und  y-j-dy   beschreibe  man  zwei    zur  Achse  kon- 
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zentrische  Cylinderflächen  im  Iuueru  der  Kugel,  so  schliessen  sie  eiu 
Körperelement  eiu  von  der  Dicke  dy  uud  der  Länge  2x;  seiu  Iuhalt 
ist  daher  =  27rydy2x  uud  seine  Masse  =  4 n m y x d y. 

Die  Geschwindigkeit  dieser  cyliudrischeu  Schicht  sei  v',  so  ist 


r 


Multipliziert  man  obige  Masse  mit  v'2  und  dividiert  mit  2  (§  174), 
so  erhält  man  die  auf  jene  Schicht  verwendete  Arbeit  gleich 

2  5T  m  v2         o  , 

xy3dy. 


r2 

Hierin  soll  nun  die  eine  Veränderliche  durch  die  andere  er- 
setzt werden.  Nun  ist  y2  =  r2  —  x2,  also,  indem  man  differentiiert, 
y  d  y  =  —  x  d  x ;  daher  x  y3  d  y  =  —  (r2  —  x2)  x2  d  x.  Mithin  das  vor- 
stehende Arbeitselemeut 

2  n  m  v2  .  o    2         i\  i 

§ (r2  x2  —  x4)  d  x 

r2 

uud  die  Arbeit  für  unbestimmte  Grenzen  von  x: 


27rmv2   f.22         ...  27rmv2/r2x3         x5\ 

Dieses  Integral  verschwindet  für  x  =  r,  weil  der  Halbmesser  y 
der  cyliudrischeu  Schale  für  diesen  Wert  zu  Null  wird.  Folglich  muss 
das  vorstellende  Integral  von  x  =  r  bis  x  =  0  geuommen  werden,  um 
die  gesammte  lebendige  Kraft  der  Kugel  zu  erhalten.     Dies  gibt 

—   7jrmv2r3. 
15 

4 
Nun  ist  die  Masse  der  ganzen  Kugel  =  —  r3  n  m  und  ihre  lebeu- 

2 

dige  Kraft,  wenn  sie  mit  der  Geschwindigkeit  v  fortschreitet  =      r37rmv2. 

5 
Folglich   ist  die  letztere  Arbeit  —  mal   grösser   als    die   der  Rotation 

entsprechende. 

Die  Geschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung  der  Erde  ist 
circa  64  mal  grösser  als  die  der  Rotation  unter  dem  Aequator.  Wäre 
nun  die   Dichtigkeit  der   Erdmasse    überall  die   gleiche,    so    würde   der 

5 
Fortschreitung  —  X  642  =  10240  mal   mehr   lebendige  Kraft   entspre- 
chen als  der  Rotation. 

177.  Lebendige  Arbeit  einer  dünnen  Kugelschale,  die  sich  um  einen 
ihrer  Durchmesser  dreht.  Es  bezeichne  r  deu  Radius,  e  die  sehr  kleine 
Dicke,  m  die  Masse  der  Kubikeiuheit  und  v  die  Geschwindigkeit  des 
Aequators  der  Kugelschale.  Ein  Punkt  der  Kugelschale  liege  so,  dass 
der  Radius,    welcher   nach    ihm    führt,   den    Winkel  ff   bilde   mit   der 
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Drehachse ,  so  wird  der  Abstand  des  Punktes  von  dieser  =  r  sin  ff 
sein.  Mau  lasse  </>  zunehmen  um  d</>,  so  rückt  obiger  Punkt  in  der 
Richtung  eines  Meridians  vor  um  einen  Bogen  =  r  d  (f.  Dieser  Bogen 
drehe  sich  um  die  Drehachse,  so  beschreibt  er  ein  Flächenelement  von 
der  Länge  2v7is'm<f,  also  vom  Inhalt  r  d  <J ■•  2  r  n  sin  (f.  Diesem  ent- 
spricht ein  Volumeuelement,  das  erhalten  wird,  weun  man  das  Flächen- 
elemeut  mit  e  multipliziert.  Daher  ist  die  Masse  des  Volumenelemen- 
tes ==  r  d. <jf> •  2  xtc sin  g>  •  em. 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Punkte  dieser  Masse 
bewegeu ,  ist  =  v  sin  <f ;  daher  die  in  der  Masse  enthaltene  lebendige 
Arbeit 

(1)  r27iem  v2sm3(f  d  </>. 

Wird  dieser  Ausdruck  integriert  von  </>  =  0  bis  <f  =  tc,  so  erhält 
mau  die  lebendige  Arbeit  der  ganzen  Kugelschale.  Nun  ist  nach  §  80, 
Formel   12 


(2)  \s'm3(fc\(p 


Daher  die  lebendige  Arbeit   der  ganzen  Kugelschale   nach  (l)  und 

(2)  gleich 

(3)  ^(4r2;Tem)v2. 

o 

Allein  es  ist  der  Faktor  in  der  Klammer  die  Masse  M  der  gan- 
zen Kugelschale  und   -  Mv2  die  lebendige  Kraft  dieser  materiellen  Fläche, 

wenn  alle  Masse  in  ihrem  Aequator  vereinigt  wäre.     Daher  beträgt  die 

2  1 

Arbeit  (3)  gerade  —  von  -Mv2. 

178  Lebendige  Arbeit  einer  KiiücI.  die  sich  um  einen  ihrer  Durch- 
messer dreht  und  dereu  Dichtigkeit  vou  Schicht  zu  Schicht  sich  äudert. 

Das  Gesetz,   nach  welchem  die  Aenderung  der  Dichtigkeit  erfolge,   sei 

(1)  mi  =  mo  -j-  b  (r  —  x), 

worin  bezeichnen:  r  den  Halbmesser  der  Kugel,  x  einen  Teil  von  r  vom 
Mittelpunkt  aus  gezählt,  mo  uud  im  die  Masse  der  Kubikeiuheit  in 
den  Abständet]  r  und  x  vom  Kugelmittelpuukt  uud  b  die  Grösse,  um 
welche  die  Masse  per  Längeneinheit  von  aussen  nach  inuen  sich  äudert. 
Die  Grösse  b  ist  positiv,  wenn  die  Dichtigkeit  von  ausseu  nach  iuneu 
zunimmt,  negativ  im   umgekehrten  Fall. 

Mau  denke  sich  zwei  konzentrische  Kugelflächeu  mit  den  Radien  x 
und  x-j-dx  gelegt,  so  schliessen  sie  eine  Kugelschale  ein,  auf  welche 
der    Ausdruck    (3)   des  vorigen  Paragraphen  angewendet  werdeu   kanu, 

wenn  mau  darin  setzt:  x  für  r,  dx  für  e,  im   für  m  und  vi 
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Geschwindigkeit  am  Aequator  der  Kugelschale  vom  Halbmesser  x.     Da- 
her wird  die  lebendige  Arbeit  dieser  Kugelschale 

1  x2 

—  (4  x2  n  d  x)  [mo  +  b  (r  —  x)]  v2  —^-. 

Unendlich  viele  solcher  Kugelschalen   setzen  aber  die  ganze  Kugel 
zusammen;  daher  wird  die  in  der  gauzeu  Kugel  enthaltene  Arbeit 

r 

(2)      13^^(mo+bl-)x4-bx5Jdx  =  l^r3v2[mo+TL} 


Für  b  =  0  wird  die  Masse   der  Kugel  homogen  und   es  geht  die- 
ser Wert  über  in  jenen,  welcher  in  §   176  gefunden  wurde. 

Die   Kugelfiachen    mit   deu   Radien    x   uud   x  -j-  d  x   schliesseu    ein 
Volumeuelement  ein,  dessen  Masse  ist 

4x27rdx[mo+b(r— x)]. 

Daher  wird  die  Masse  der  ganzen  Kugel  sein 

r 

(3)  4,t  J[(m0  +  b  r)  x2  -  b  x3]  dx  =  ^  r3  Tmo  +  ~\ 

o 

Diese  Masse  deuke  man  sich  nun  in  einem  solchen  Abstand  y  von 
der  Achse,   dass   ihre    lebendige  Arbeit  gleich  der  in  (2)  sei,  so  wird 

ihre  Geschwindigkeit  =v(      )    uu(i  iDre  lebendige  Arbeit  gleich 

(4)  y-3-rLm0+^JV    r- 

Setzt  man  die  Werte  von  (2)  und  (4)  einander  gleich,  so  folgt 
,    br 


(5) 


2     m°^~6~ 
5  ,    br 

mo+ir 


2 
Für  b  =  0  wird  y2  =  —  r2  oder  y  =  0,63  r,   d.  h.  die  lebendige 

Arbeit   einer   homogeuen    Kugel  bleibt  dieselbe,     wenn    man    sich    ihre 
Masse  im  Abstände  0,63  r  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  denkt. 

Für  x  =  0  gehe  die  Masse  mi  iu  m  über,  es  sei  also  m  die 
Masse  der  Knbikeinheit  im  Mittelpunkt  der  Kugel,  so  geht  hierfür  (1) 
über  iu  in  =  mo  -j-  b  r,  woraus  folgt 
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Setzt  man  dieseu  Wert  von  b  in  (3),  (2)  und  (5),  so  wird 

Masse  der  Kugel.     .     .     .  =  —  tiy3  (ra  -f-3  nio), 

2 

lebendige   Arbeit   derselben  =  —  n  r3(m-{-5mo)  v2, 


15    m4-3mo 


Denkt  man  sich  die  Masse  der  Kugel  in  ihren  Aequator  verlegt, 
also  iu  eine  Entfernung  r  von  der  Achse  gebracht,  so  steigt  ihre 
lebendige  Arbeit  im  Verhältnis  von 

15    m  +  3mo 
(6)  LT   m  +  5mo- 

Gesetzt  die  Dichtigkeit  der  Erde,  diese  als  Kugel  gedacht,  befolge 
das  Gesetz  (1)  und  es  seien 

mo  =  2,65  s     und     m  =  14,29  s, 

wo  s  das  Verhältnis  zwischen  der  Masse  und  dem  spezitischen  Gewicht 
bezeichnet.     Hierfür  wird 

Wert y  =  0,574  r, 

Verhältnis  (6)     .     .      =1:3,02. 

179.  Eindringen  einer  Kanonenkugel  in  einen  Erdwall.  Beim  Ein- 
driugeu  hat  die  Kugel  die  Kohäsion  der  Erde  und  die  Reibung  der 
Oberflächen  zu  überwinden,  sowie  den  ausweichenden  Erdteilen  Ge- 
schwindigkeit zu  erteilen.  Die  ersten  Widerstände  können  als  kon- 
stant angesehen  werden,  der  letztere  wächst  mit  dem  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit der  Kugel,  ähnlich  wie  der  Widerstand,  den  ein  Schiff 
im  Wasser  findet,  wenn  es  sich  bewegt.     Nun  seien : 

p,  q  das  Gewicht  und  der  grösste  Querschnitt  der  Kugel, 
vo   ihre  Anfangsgeschwindigkeit, 

v  ihre  Geschwindigkeit,   nach  dem  sie  bereits  um  eine  Tiefe  x  vor- 
gedrungen ist  und 
t  die  auf  den  Weg  x  verwendete  Zeit. 

Mau  denke  sich  zuerst  den  Querschnitt  der  Kugel  =  1 ,  so  wird 
der  Widerstand,  den  sie  bei  der  Geschwindigkeit  v  findet,  durch  den 
Ausdruck  a-f-bv2  dargestellt  werden  können,  wo  a  und  b  konstaute 
Grössen  bezeichnen.  Daher  der  Widerstand  für  eine  Kugel  mit  dem 
Querschnitt  q  gleich 

(1)  q(a  +  bv2). 

Nun  rücke  die  Kugel  um  den  Weg  d  x  vor,  so  kann  angenommen 
werden,  es  bleibe  der  Widerstand  (1)  längs  dieses  Weges  konstant, 
daher   verbraucht  das  Erdreich  die  Arbeit  q  (a-j-b  v2)  d  x. 

Einen  ebenso  grossen  Betrag  von  Arbeit  muss  aber  die  Kugel 
gleichzeitig  abgeben.     Da  ihre  lebendige  Arbeit  in  dem  Augenblick,  da 
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p  v2 
sie  die  Geschwindigkeit  v  besitzt,  nach  §  174  =  ~ —  ist,   so   nimmt 

diese  Arbeit  ab  um  d  (  ~ — ]  =  — vdv.  Durch  Gleichsetzen  folgt  daher 

V  2g  J        g 

—  v  d  v  =  —  q  (a  -|-  b  v2)  d  x. 

Das  negative  Zeichen  rechts  wird  nötig,  weil  v  in  v  —  dv  über- 
geht, wenn  x  zu  x  -f-  d  x  wird.     Die  vorstehende  Gleichung  gibt 

gq     a-j-bv2 

Behufs  der  Integration  multipliziere  man  Zähler  und  Nenner  des 
zweiten  Bruches  mit  2  b,  so  dass  im  Zähler  v  d  (2  b  v)  statt  vdv  vor- 
kommt, so  wird  der  Zähler  gerade  das  Differential  des  Nenners;  daher 
aus  (2)  durch  Integration 

(3)  x  =  __^_l0g(a  +  bv2)-|-C. 

Für  v  =  vo  wird  x  =  0.     Diese  Werte  verwandeln  (3)  in 

0  =  -^Iog(a+.bT.*). 


(4) 


Folglich  durch  Subtraktion  von  (3) 

p  a  -f-  b  vo  2 


2  b  g  q         a-|-bv 


Die  grösste  Tiefe,  zu  welcher  die  Kugel  vordriugeu  kann,  sei  X, 
so  geht  in  (4)  x  über  iu  X  für  v  =  0.     Daher 

Die  Zeit  findet  sich  wie  folgt.  Man  denke  sich  die  Kugel  im 
Raum  frei  schwebend  der  Wirkung  der  Kräfte  p  und  q(a-|-bv2)  aus- 
gesetzt, so  veranlassen  beide  Kräfte  gleichförmig  veränderte  Bewegungen. 
Dem  Gewichte  p  entspricht  die  Beschleunigung  g  =  9,81  m,  der  andern 
Kraft  entspreche  die  Beschleunigung  g',  so  fiudet  folgende  Proportion  statt 

(6)  p:q(a  +  bv2)  =  g:g'. 

dv 
Allein  es  ist  auch  nach  §  153  die  Grösse  g'  =  -j— .      Setzt  man 

diesen  Wert  von  g'  iu  (6),  so  folgt 

gq      a-j-bv^ 

Die  rechte  Seite  ist  hier  negativ  zu  nehmen,  weil  v  abnimmt, 
wenn  t  zunimmt.  Mau  schreibe  noch,  um  Formel  (6),  §  78,  auf  die 
Integration  anwenden  zu  können 

Autenheimer,  Elenientarbuch.  12 


178 
d 


dt  = 


(■)/!) 


gqKab 


m 


so  erhält  man 

t  = T7=  Are tang  vi/ 1- C. 

Für  v  =  vo  wird  t  =  0.     Diese  Werte  geben  daher 

0  = ^=-  Are  tang  v0  ]/-  -f-  C. 

gqKab  V     a 

Folglich  erhält  man  durch  Subtraktion  der  letzten  zwei  Gleichungen 


(7) 


;qKab 


Are  taug  vo  1/ Are  tang  v  1/  —  . 


Dem  Wege  X  entspreche  die  Zeit  T.      Diese    wird  aus  (7)  erhal- 
ten, wenn  v  =  0  gesetzt  wird.     Daher 

(8)  T=~-V^TArctangVol/a- 

gq  y  ab  r      a 

Bei  sandiger  Ackererde   und  für  mittlere   Verhältnisse   kann   mau, 
wenn  in  Metern  und  Kilogrammen  gerechnet  wird,  annehmen: 

a  =  400000  KU. ;       b  =  40. 

Nun  sei  für  eine  gusseiserne  Kugel 

p=12Kil.;       q  =  0,017  Dm;       v0=480m, 

so  wird,  da  g  =  9,81m  und  die  natürlichen  Logarithmen  erhalten  wer- 
den, wenn  mau  die  briggischeu  mit  2,303  multipliziert: 

X  =  0,9  •  2,303  log  br.  (1  -f-  23,04)  =  2,87  m. 
T=  0,018  Are  tang  4,8. 

Der    Bogen,   dessen   Taugente  =4,8  ist,    umfasst   78,279    Grade. 
Daher  ergibt  sich  seine  Länge  u  aus  der  Proportion: 

u:  tt  =78,279:  180;       u  =  1,3662. 
Mithin   wird 

T  =  0,018  •  1,3662  =  -^  Sekunde. 

Diese  Kugel  dringt  also  2,87  m  tief  in  die  Erde  ein  und  braucht 
dazu   1jio  Sekunde. 
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XII.   Bestimmung  von  Trägheitsmomenten. 

ISO.  Ausdruck  für  das  Trägheitsmoment.  Es  drehe  sich  ein  Kör- 
per um  eine  feste  Achse.  Man  bezeichne  die  Massen  zweier  Teile  des 
Körpers  mit  m,  in',  ihre  Abstände  von  der  Achse  mit  r,  r'  und  ihre 
Geschwindigkeiten  mit  v,  v'.  Soll  auf  beide  Masseu  die  gleiche  Arbeit 
verwendet  werden,  so  muss  sein  (§  174,  Formel  4) 

m  v2  =  m'  v'2. 

Da  aber  v :  v7  =  r :  r',  so  gibt  die  vorstehende  Gleichung  auch 


Diese  beiden  Massenteile,  welche  bei  gemeinschaftlicher  Rotation 
um  dieselbe  Achse  gleicheu  Arbeitsaufwand  erfordern,  üben  auch  den 
gleichen  Einfluss  auf  die  Rotation  aus.  Die  Bedingung  eiues  solchen 
gleichen  Einflusses  ist  in  der  letzten  Formel  unabhängig  von  der  Ge- 
schwindigkeit der  Drehung  ausgedrückt. 

Das  Produkt  m  r2  aus  eiuer  Masse  in  das  Quadrat  ihrer  Entfer- 
nung von  der  Drehachse  wird  das  Trägheitsmoment  dieser  Masse 
geuaunt.  Wenn  somit  zwei  Masseu  gleiche  Trägheitsmomente  haben, 
so  ist  ihre  Wirkung  auf  die  Drehung  gleich  gross. 

Teilt  mau  eine  Masse  in  die  Massenelemente  m,  m',  m", . .  ,  deren 
Entfernungen  von  der  Drehachse  beziehungsweise  r,  r',  r", . .  sein  mö- 
gen, so  ist  das  Trägheitsmoment  der  gesammteu  Masse 

(1)  m  r2  -j-  m'  r'2  -f  in"  r//2  +  . .  =  2  m  r2. 

Der  Ausdruck  (1)  für  das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  ver- 
einfacht sich,  wenn  dessen  Dichtigkeit  gleichförmig  ist.  Für  diesen 
Fall  seien  n  die  Masse  der  Volumeneiuheit  und  s,  s',  s", . .  die  sehr 
kleinen  Raumteile  desselbeu,  so  siud  ns,ns', ..  die  Massen  dieser 
Teile.  Setzt  mau  diese  für  m,  m', . .  in  (l)  und  dividiert  mit  dem 
koustauteu  Faktor  n,  so  erhält  mau 

(2)  s  r2  +  s'  r'2  +  s"  r"2  -+-  . .  =  2  s  r2. 

Hierin  köunen  die  Grössen  s,  s', .  .  auch  als  Teile  einer  Fläche 
oder  Linie  augesehen  werden. 

Auch  im  Ausdrucke  (2)  nennt  man  die  Produkte  s  r2,  s'  r' . . . 
die  Trägheitsmomente  der  Teile  s,  s', . .  und  ihre  Summe  das  Trägheits- 
moment des  Ganzen. 

Das  Summeuzeichen  2  geht  in  das  Integralzeichen  über,  wenn 
m  r2  das  Differential  des  Trägheitsmomentes  der  Masse  oder  s  r2  das- 
jenige des  Volumens,  der  Fläche  oder  der  Linie  ist. 

Man  kann  sich  die  ganze  Masse  eines  Körpers  in  einem  Paukte 
konzentriert  denken,  in  eiuer  solchen  Entfernung  z  vou  der  Drehachse, 
dass  das  Trägheitsmoment  der  Masse  dadurch  unverändert  bleibt.  Die- 
ser Punkt  in  der  Eutferuuug  z  von  der  Achse  heisst  Mittelpunkt 
der  Trägheit. 
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181.  Trägheitsmoment  einer  geraden  Linie.  Erster  Fall.  Eine 
Gerade  B  D  (Fig.  56)  drehe  sich  um  eine  Achse  A,  welche  die  Ge- 
rade senkrecht  schneidet.  Die  Masse  der  Geraden  per  Längeneinheit 
sei  =  m.  Zwischen  den  Abständen  x  und  x  -f-  d  x  auf  der  Gera- 
den, von  der  Achse  aus  geraessen,  liegt  das  Linieuelement  dx,  dessen 
Masse  =mdx  ist;  folglich  ist  das  Trägheitsmoment  dieses  Elementes 
=  mx2d  x. 

Hat  die  Gerade,  von  der  Achse  an  begiunend,  eine  Länge  A  D  =  a, 
so  ist  mithin  ihr  Trägheitsmoment 


Fig.  56. 


ij^dx  =  { 


Der  Mittelpunkt  der  Trägheit  der  Masse  m  a  der  ganzen 
Linie  habe  den  Abstand  z  von  der  Achse,  so  ist  das  Träg- 
heitsmoment der  Linie  m  a  z2.  Folglich  ergibt  sich  durch 
Gleichsetznng  beider  Momente 


KT" 

Reicht   die   Gerade  B  D    nicht   bis   zur  Achse    A ,    und   setzt   man 
A  D  =  a  und  A  B  =  a',  so  ist  das  Trägheitsmoment  von  B  D 


i  Ix2  d  x  =  —  m  (a3  —  a'3). 


Da  das   Trägheitsmoment   der  ganzen  Linie   auch 
so  erhält  man  durch  Gleichsetzung  beider  Momente 


ra  (a  —  a')  z2 


:2  =  -(a2 


t'-f-a'2). 


Zweiter  Fall.  Die  Gerade  BD  (Fig.  57)  drehe  sich  um  die 
Achse  E,  welche  senkrecht  auf  der  Geraden  steht.  Der  Abstaud  AE 
der  Geraden  von  der  Achse  sei  =b,  der  Abstand  AC  auf  der  Ge- 
raden =  x.  Da  das  Massenelement  der  Geraden  =  m  d  x  und  sein 
Abstaud  C  E  von  der  Achse  =  \  b2  -j-  x2,  so  ist  das  Trägheitsmoment 
des  Teilchens  =  m  (b2-f-x2)  d  x.  Folglich  das  Trägheitsmoment  der 
Geraden  für  eine  unbestimmte  Länge 

Fig.  57. 


'/ 


dx(b2-}-x2)  =  m    b 


Wenu  AB 
von  BD 


a',  A  D 


*+y)  +  C 

,  so  ist  das  Trägheitsmoment 


ijdx(b2  +  x2) 


b2(a- 


o+|V 
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Das  Trägheitsmoment  von  B  D  ist  aber  auch  m(a  —  a')z2;  folglich 

z2  =  b2-f-y(a2-|-aa'H-a'2). 

182.  Trägheitsmoment  eiues  Rechtecks,  das  sich  um  eine  seiuer 
Seiten  dreht.  Die  Dimension  des  Rechtecks  längs  der  Achse  sei  b, 
die  darauf  senkrechte  a.  Man  lege  durch  die  Fläche,  parallel  zur 
Achse,  zwei  Gerade  in  den  Abständen  x  uud  x-j-dx,  so  schliesseu 
sie  ein  Flächeuelement  ein  =  b  d  x,  dessen  Trägheitsmoment  =  b  x'2  d  x 
ist.     Daher  wird  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Rechteckes  sein 


/' 


b  x2  d  x  =  a  b  • 


1  augeuom- 


In  dieser  Aufgabe  ist  die  Masse  der  Flächeneinheit 
men,  wie  auch  in  der  folgenden. 

183.  Trägheitsmoment  eines  Kreises,  der  sich  um  einen  seiner 
Durchmesser  dreht.  Die  Gleichung  des  Kreises  für  rechtwinkelige 
Achsen ,  welche  durch  den  Mittelpunkt  desselben  gehen  (Fig.  58),  ist 
(1)  y2  +  x2  =  r2. 

Mau  lege  in  den  Abständen  y  und  y-f-dy 
zwei  Gerade  durch  den  Kreis,  parallel  zur  Achse, 
so  schliessen  sie  mit  dem  Kreise  ein  Flächeuelement 
ein  von  der  Länge  2x  uud  der  Breite  dy,  also 
vom  Inhalt  2  x  d  y.  Das  Trägheitsmoment  dessel- 
ben ist  daher  =  2  x  d  y  •  y2. 

Um  diesen  Ausdruck  integrieren  zu  können, 
muss  darin  eiue  der  Variabein  x,y  durch  die  andere 
ausgedrückt  werden.     Mau  erhält  mit  Hilfe  von  (1) 

(2) 

Der  Ausdruck  rechts  kann  nun  nach  §  82,  Formel  (6),  integriert 
werden.     Mau  erhält  für  n  =  3: 


Fig. 

58. 

2xdy.y2  =  2y2}V-y2.dy. 


(3) 


5> 


r. 


y3  v~' 


y2  + 


somit  unter  Benutzung  von  Formel  (4),  §  82 


/ 


y2dy 


I    > 


4-c, 


Jy2iy72^y2dy=^i^r 


*[■ 


o  ^r*  ~~  y2  4-  ir  Arc  sin 


7>c- 


Um  das  Trägheitsmoment  für  die  eine  Hälfte  der  Kreisfläche  zu 
erhalten,  muss  das  letzte  Integral  von  y  =  0  bis  y  =  r  genommen 
werden.     Dies  gibt 


J' 


TV* 


y2dy  =  V 
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Dieser  Ausdruck  rauss  wegen  des  Faktors  2  in  (2)  verdoppelt 
werden ,  um  das  Trägheitsmoment  für  die  eine  Hälfte  der  Kreisfläche 
zu  erhalten;  für  die  andere  ist  das  Moment  aber  ebenso  gross.  Daher 
das  gesuchte  Trägheitsmoment  für  die  ganze  Fläche 

8      2  64  ü  ' 

wenn  d  den  Durchmesser  des  Kreises  bezeichnet. 

Man  hätte  auch  das  unbestimmte  Integral  nehmen  können  zwi- 
schen y  =  —  r  bis  y  =  -f-  r,  um  sofort  das  Trägheitsmoment  der  gan- 
zen Fläche  zu  erhalten. 

184.  Trägheitsmoment  eines  rechtwinkeligen  Parallelepipeds,  das 
sich  um  eine  seiner  Kanten  dreht.  Die  drei  Kauten  des  Körpers  seien 
a,  b,  c,  die  Masse  der  Kubikeinheit  =  m.     Die  Drehung  erfolge  um  die 

Längenkante  a.      Man   lege  in    der  Grundfläche   des 
Prismas,  von  dem  Endpunkte  A  (Fig.  59)  der  Dreh- 
achse  aus ,    zwei    rechtwinkelige    Achsen   A  x ,  A  y ; 
ziehe    in  den   Abständen  x    und  x  -j-  d  x   Parallelen 
m  n,  m'  n'  zu  Ay  und  in  den  Abständen  y  und  y  — |—  dy 
Parallelen  p  q,  p'  q'  zu  A  x ,   so  schliessen  diese  vier 
Linien    ein  Flächenelement   =  d  x  d  y   ein ,    das    als 
Grundfläche  eines  Prismas  angesehen  werden  kann  mit 
der  Höhe  a.   Das  Volumen  dieses  Prismas  ist  a  d  x  d  y, 
sein  Abstand  von  der  Drehachse  =  y  x2  -\-  y2,  also 
sein  Trägheitsmoment  =  m  adxdy  (x2-|-y2)- 
Lässt  man  in  diesem  Ausdrucke  vorerst  y  konstant  und  integriert 
in  Hinsicht  x  von  x  =  0  bis  x  =  b,    so  erhält   man  das   Trägheitsmo- 
ment der  Körperschicht  p  p'  q'  q  gleich 

b 

m  a  d  y     d  x  (x2  -f-  y2)  =  m  a  d  y  (  —  -f-  b  y2  j. 
o 

Lässt  man  in  diesem  Ausdrucke  rechts  die  Grösse  y  von  y  =  0 
bis  y  =  c  sich  ändern ,  so  beschreibt  das  Körperelement  p  p'  q'  q  das 
ganze  Volumen  des  Prismas.  Integriert  man  daher  jenes  Differential 
zwischen  y  =  0  und  y  =  c,  so  erhält  man  das  gesuchte  Trägheits- 
moment des  ganzen  Körpers  gleich 

c 

mnJdy(^-}-by2)  =  |-abc(b2  +  c2). 
o 

Das  Trägheitsmoment  des  Körpers  ist  aber  auch  =mabcz2; 
folglich 

z2  =  }(b2  +  c2). 

185.  Trägheitsmoment  eines  geraden  Kreiscdiuders,  der  sich  um 
seiue  geometrische  Achse  dreht.     Es  sei  r  der  Halbmesser,  h  die  Länge 


Fig.  59 
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und  m  die  Masse  der  Kubikeinheit  des  Cylinders.  Man  lege  zwei 
cylindrische  Flächen  mit  den  Radien  x  und  x-j-dx,  konzentrisch  zur 
Achse,  so  schliesseu  diese  Flächen  ein  Volumen  =  2;rxdxh  und 
eine  Masse  =  27rhmxdx  ein.  Folglich  ist  das  Trägheitsmoment  die- 
ser Masse  mit  Rücksicht  auf  die  Drehachse  =  27rhmx3dx  und  das 
Trägheitsmoment  des  ganzen  Cylinders 

r 

2  7r  h  m    x3  d  x  =  t)  TT  h  m  r4. 
o 
Das  Trägheitsmoment  des  Cylinders  ist  aber  auch  =m7rr2hz2; 
folglich  wird  sein 

z  =  — ^  =  0,707  r. 

Für  einen  hohlen  Cylinder,  dessen  Radien  r  und  r'  sind,   ist  das 
Trägheitsmoment 


n  h  m  j  i 


x3  d  x  =  —  n  h  m  (r4  —  r'4) 


und  z2  =  ^(r2  +  r'2). 

186.  Trägheitsmomeut  eines  geraden  Kreiskegels,  der  sich  um  seine 
geometrische  Achse  dreht.  Der  Radius  der  Grundfläche  sei  r,  die  Höhe 
des  Kegels  h  und  die  Masse  der  Kubikeinheit  m.  In  den  Abstän- 
den x  und  x  -j-  d  x  von  der  Kegelspitze  lege  mau  zwei  Schnitte  durch 
den  Körper  normal  zur  Achse.  Der  Halbmesser  des  erstem  Schnittes 
sei  y,  so  kann  der  zwischen  beiden  liegende  Körper  als  Cylinder  au- 
gesehen werden  von  der  Grundfläche  y2?r  und  der  Länge  dx;  sein 
Trägheitsmoment  ist  deshalb,  zufolge  der  letzten  Aufgabe,  gleich 

—  n  m  y4  d  x. 

a 

Nun  geben  aber  ähnliche  Dreiecke  die  Relation 

v  r 

y  :  r  =  x  :  h,       y  =  —  x. 

Hierdurch  wird  das  vorstehende  Differential 

-7rm-j]Tx4dx. 

Folglich  das  Trägheitsmoment  für  den  ganzen  Kegel 

h 

TT 


1  r4    fn  TT 
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Für  einen  abgekürzten  Kegel,   dessen   Grundflächen   um  h  und 
von  der  Spitze  abstehen,  wird  das  Trägheitsmoment  gleich 


187.  Trägheitsmoment  einer  homogenen  Kugel  in  Bezug  auf  einen 
Durchmesser  als  Drehachse.  Die  Mittel punktsgleichung  eines  grössten 
Kreises  der  Kugel  ist  y2  =  r2  —  x2.  Hierbei  nehme  man  die  Abscis- 
sen  x  auf  der  Drehachse.  In  den  Abständen  x  und  x-|-dx  vom  Mit- 
telpunkt lege  man  zwei  Schnitte  durch  die  Kugel,  senkrecht  zur  Dreh- 
achse, so  schliessen  sie  einen  Cylinder  ein,  dessen  Masse  =  my27rdx 
und  dessen  Trägheitsmoment,  nach  §  185  gleich  ist 

1  4    , 

—  n  m  y4  d  x. 
Nun  ist  aber  hier  y  durch  x  auszudrücken.     Mau  erhält 

y4  =  (r2  _  x2j2  =  r4_  2r2X2-|-  X4. 

Folglich  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Kugel 


±*mj(i 


2r2x2  +  x4)dx=-^7rmr5. 
15 


4 
Da  die  Masse   der  ganzen  Kugel  =  --7rr3m,   so  erhält  man  zur 

Bestimmung  des  Abstandes  z    des  Mittelpunktes   der   Trägheit   von  der 
Achse  die  Gleichung 

z2  =  |r2. 
5 

Das   Trägheitsmoment    einer  hohlen    Kugel,    deren    Halbmesser   r 
und  r'  sind,  wird  uach  vorstehendem  Ausdruck  sein 

— -7*  m  (r5  —  r'5). 
15 

Nun  ist  die  Masse  dieser  hohlen  Kugel 

4 
M  =  —  7rm(r3  —  r'3). 

ö 

Hierdurch  wird  das  Trägheitsmoment  der  hohlen  Kugel  gleich 

2  „  r5  —  r'5 

—  M 


Nun  sei  r  —  r'  =  b  eine  sehr  kleine  Grösse,  so  erhält  man,  wenn 
r  —  b  auf  die  dritte  und  fünfte  Potenz  erhoben  werden 

r'3  =  r3  —  3r2b,       r/5  =  r5  — 5r4b. 

Hierdurch  wird  das  Trägheitsmoment  einer  dünnen  Kugelschale 


185 


Wenn  die  Kugelschale  zur  Kugeloberfläche, 
Flächeneinheit  angenommen  wird,  so  ist  M  = 
Trägheitsmoment  der  Kugelfläche 

8 


und  m  als  Masse  der 
4r2yrm;    folglich   das 


Fig.  60. 


Bemerkung.  Dieser  letzte  Ausdruck  kann  wie  folgt  direkt  ge- 
funden werden.  Das  Bogenelemeut,  welches  dem  Punkte  x,  y  des 
grössten  Schnittkreises  entspricht,  sei  d  s,  so  ist  das  Flächeueleraeut, 
das  von  d  s  bei  der  Rotation  beschrieben  wird  =  2  n  y  d  s ,  seine 
Masse  =  2  n  y  d  s  m  und  sein  Trägheitsmoment  =  2  n  m  y3  d  s.  Drückt 
man  d  s  und  y  durch  x  aus  und  integriert ,  so  erhält  man  den  vor- 
stehenden Wert  als  Trägheitsmoment  der  Kugelfläche. 

188.  Allgemeines  Theorem  über  die  Trägheitsmomente.  Kennt  man 
das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in  Bezug  auf  eine  Achse,  welche 
durch  seiuen  Schwerpunkt  geht,  so  kann  man  daraus  wie  folgt  das 
Trägheitsmoment  des  Körpers  für  jede  andere  Achse  finden,  welche  der 
erstem  parallel  ist. 

Es  sei  Oz  (Fig.  60)  die  Achse  durch  den 
Schwerpunkt  des  Körpers  und  O'z'  die  Achse, 
für  welche  das  Trägheitsmoment  zu  suchen  ist. 
In  C  befinde  sich  das  unendlich  kleine  Massen- 
element m.  Mau  lege  durch  C  eine  Ebene,  senk- 
recht zu  0  z  und  nehme  darin  die  Punkte  0,  0', 
sowie  die  rechtwinkeligen  Achsen  Ox,  Oy  an. 
Die  Koordinaten  von  0'  seien  0  A  =  a,  0'  A  =  ß, 
die  von  C  dagegen  0  B  =  x,  C  B  =  y.  Setzt  man 
0  0'  =  a,  OC  =  r  und  0'C  =  r/,   so  erhält  mau 

a2  =  a2  +  02,       r2  =  x2  +  y2, 

r"=(x-a)*  +  (y-fl*. 

Löst  man  die  Klammern  in  der  letzten  Gleichung  auf  und  beuutzt 
die  ersteren  Gleichungen,  so  folgt 

r'2  =  r2_f  a2-2ax-2/*y. 

Man  multipliziere  mit  dem  Massenelement  m  und  integriere,  so 
findet  man 


j r'2 m  =  J r2  m _|_ a2  j m  _  2  a  Px m  _  2  ß  P 


y m- 


Nun  sind  aber  x  m   und  y  m    statische  Momente   des   Teilchens  m 
mit  Rücksicht  auf  die  Achse  0  z,  welche  durch  den  Schwerpunkt  geht, 


aller   Teile   des 


also    jxm,  jym  die   Summe   der  statischen    Momente 

Körpers.  In  jeder  dieser  Summen  heben  mithin  die  negativen  und 
positiven  Momente  sich  auf;  diese  Summen  müssen  also  =0  sein  und 
verschwinden  mithin  aus  der  Gleichung. 
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Ferner   ist    jm  =  M  die  Masse  des  Körpers.     Hiernach  erhält  man 

JV»— J> 


a2  M. 


Die    Grösse    I  r2  m   ist   das  Trägheitsmoment  des    Körpers    für   die 

Schwerpunkt.  Also  hat  man  zu  diesem  Moment 
Produkt  aus  der  Masse  M  des  Körpers  in  das 
i  a  des  Schwerpunktes  von  der  neuen  Rotations- 

n    |  r2m  mit  k2  M ,    so  wird  das  gesuchte  Träg- 


Achse  Oz  durch  den  Schwerpunkt.  Also  hat  man  zu  diesem  Moment 
noch  zu  addieren  das  Produkt  aus  der  Masse  M  des  Körpers  in  das 
Quadrat  des  Abstandes  a  des  Schwerpunktes  von  der  neuen  Rotations- 


achse.    Bezeichnet  ma 
heitsmoment 


Jr/2m  =  M(a24-k2). 


Es  sei  z.  B.  das  Trägheitsmoment  eines  Kreiscylinders  anzugeben, 
der  sich  um  eine  seiner  Kanten  dreht. 

Dieses  Moment   setzt  sich   aus  zwei   Teilen  zusammen.     Der   eine 

I  r2  m   ist   das    Trägheitsmoment    des    Cylinders ,     der    sich    um    seine 

geometrische  Achse  dreht  und  das  nach  §   185  beträgt 

1  n    4 

— -  n  m  h  i  , 

wenn  m'  die  Masse  der  Volumeneinheit  bezeichnet;  der  andere  Teil 
ist  das  Produkt  aus  der  Masse  M  =  r2  n  h  m'  des  Cylinders  und  der 
Grösse  r2,  weil  die  beiden  Achsen  um  r  von  einander  abstehen.  Die- 
ser Teil  ist  daher 

r2  Ti  h  m'  •  r2 
und  somit  das  gesuchte  Trägheitsmoment 

1  3 

—  n  m'  h  r4  -4-  r2  n  h  m'  •  r2  =  —  m'  n  h  r*. 


XIII.   Aufgaben  über  die  Reibung. 

189.  Von  der  Reibung  im  allgemeinen.  Wenn  zwei  Körper  sich 
berühren  und  gegen  einauder  gepresst  werden,  ,  so  greifen  die  Er- 
höhungen der  einen  berührenden  Fläche  in  die  Vertiefungen  der  andern 
ein.  Soll  der  eine  Körper  über  den  andern  verschoben  werden ,  so 
müssen  diese  Hervorragungen  umgebogen  oder  abgerissen  werden.  Der 
Widerstand,  welchen  diese  Verschiebung  in  der  Richtung  der  Bewe- 
gung erfordert,  heisst  Reibung.  Es  sei  N  der  Druck,  welchen  beide 
Körper,  seukrecht  zur  Berührungsfläche  gegen  einander  ausüben  und  f 
der  Reibungskoeffizient,  d.  h.  die  Reibung,  welche  der  Normaldruck 
=  1  hervorbringt,  so  ist  die  Reibung  =fN. 
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190.  Reibung  eines   horizontalliegeudeu  cylindrischen   Wellzapfens. 

Der  Halbmesser  des  Zapfens  sei  =  r,  die  Länge  seiner  cylindrischen 
Auflagfläche  =  L,  der  vertikale  Druck  des  Zapfens  auf  das  genau 
anschliessende  Lager  für  jede  Einheit  der  hori- 
zontalen Projektion  der  Berührungsfläche  =  p. 
Es  sei  M  die  Achse  und  (f  der  Winkel  (Fig.  61), 
welchen  der  vertikale  Halbmesser  M  B  mit  dem 
beliebigen  Halbmesser  MD  bildet.  Man  lege 
in  den  Abständen  r  cos  <f  und  r  cos  (<f  -j-  d  <jp) 
vom  M  aus  abwärts  zwei  horizontale  Quer- 
schnitte, so  ist  der  Unterschied  ihrer  Flächen 
=  2  r  L  cos  (p  d  <f  und  der  Druck  a  darauf  in 
vertikaler  Richtung  =  2rLpcosydy.  Mau 
zerlege  diesen  Druck  in  zwei  Seilenkräfte  b  und  c,  wovon  b  senkrecht 
zur  Cylinderfläche  und  c  horizontal  wirkt.  Die  Kräfte  c  in  jedem 
Horizontalschnitt  heben  sich  auf,  während  die  Kraft  b  bei  der  Drehung 

eine  Reibung  =  b  f  hervorbringt.     Nun  ist  aber  b  =  — —  ;    folglich 
das  Element  der  Reibung  gleich 

2rLpfdy- 
Schliesst  sich  die  Hälfte  des   cylindrischen  Zapfens   an  die  Unter- 
lage an,  so  ist  dieses  Differential  von  <f  =  0  bis   —   zu  integrieren.    In 

diesem  Falle  erhält  man  als  gesuchte  Reibuug 
n 

2rLpfjd9>=y-2rLp-f. 

o 

Nun  ist  2rLp  der  Druck  des  Zapfens  und  2rLp-f  die  Reibung 
des  Zapfens,  wenn  die  Bewegung  längs  der  Achse  stattfindet.  Folglich 
verhält  sich  die  Reibung  in  drehender  Richtung  zu  der  in  fortschreiten- 
der wie  n :  2. 

191.  Reibung   eines    vertikalstehenden    cylindrischen    Wellzapfens. 

Es  sei  AB  (Fig.  62)  die  kreisförmige,  horizontalliegeude  Fläche  des 
Zapfens,  welche  auf  ihrer  Unterlage,  dem  Zapfen- 
lager, Reibuug  hervorbringt.  Der  Radius  des  Fig.  62. 
Zapfens  sei  =  r,  der  Reibungskoeffizient  =  f, 
der  Druck  des  Zapfens  auf  das  Lager  per  Flä- 
cheneinheit =  p.  Man  beschreibe  mit  den  Ra- 
dien x  und  x  -j-  d  x  vom  Mittelpunkt  der  Reib- 
fläche aus  zwei  Kreise,  so  schliessen  sie  ein  Flä- 
chenelement =  27rxdx  ein.  Der  Druck  auf 
dasselbe  ist  =  2  n  p  x  d  x  und  die  Reibung,  welche 
dieser  Druck  bei  der  Drehung  veranlasst  = 
2  7rpfxdx,  also  die  Reibung  auf  der  ganzen 
Kreisfläche 


188 


2yrpf  lxdx  =  r27T  p  •  f, 


d.  h.    ebenso  gross  wie  für  die   fortschreitende  Bewegung  bei  gleichem 
Drucke. 

Multipliziert  man  das  Differential  2?rpfxdx  der  Reibung  mit 
dem  Wege  2  n  x,  welchen  diese  Reibung  bei  einer  Drehung  beschreibt, 
so  erhält  man  als  Element  der  Arbeit,  die  von  der  Reibung  absorbiert 
wird,  per  Umdrehung  =  47r2pfx2dx;  somit  als  absorbierte  Arbeit 
auf  der  ganzen  Kreisfläche 

r 

4  7T2  p  f  I  x2  d  x  =  —  •  2  r  n  •  p  r2  n  f 

o 

und  die  Arbeit  der  Reibung  auf  einer  konzentrischen  Ringfläche,  deren 
Radien  r  und  r'  sind,  per  Umdrehung 

r 
4  TT2  p  ffx2  d  X  =  y  TT2  pf  (r3  -  r'3). 


Fig.  63. 


11)2.   Reibung   eines   vertikalsteheuden  konischen   Welliapfens.     Es 

sei  r  (Fig.  63)  der  Halbmesser,  s  die  Kaute  und  p  der  Druck  des 
Zapfens  auf  das  Lager  für  jede  Einheit  der 
horizontalen  Projektion  des  Zapfens.  Man  lege 
mit  den  Radien  x  und  x-pdx  zwei  horizon- 
tale Schnitte  durch  deu  Zapfen,  so  ist  der 
Unterschied  dieser  Schnitte  eine  ringförmige 
Fläche  =  2  ,t  x  d  x  und  der  Druck  darauf  in 
vertikaler  Richtuug  a  =  2  n  p  x  d  x.  Mau  zer- 
lege diesen  Druck  in  zwei  Seitenkräfte  b  und  c, 
wovon  b  normal  zur  Kegelfläche  und  c  hori- 
zontal wirkt.  Die  horizontalen  Seitenkräfte  in 
jedem  horizontalen  Schnitt  heben  sich  auf,  wäh- 
rend die  Normalkräfte  bei  der  Drehung  Rei- 
bung hervorbringen.  Aus  der  Aehnlichkeit  zweier  Dreiecke,  wie  sie 
sich   unmittelbar  aus  der  Figur  ergeben ,  erhält  man  die  Proportion 


IffliS 

folglich 


27rps 


xdx. 


Die  Reibung  auf  dem  Flächenelement  des  Lagers  ist  =bf,  wenn  f 
der  Reibungskoeffizient;  folglich  die  Reibung  auf  der  ganzen  Kegelfläche 


2/r  psf 
r 


A'-T 


'n p  •  f . 
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Mithin  verhält  sich  bei  gleichem  Drucke  r27rp  die  Reibung  in 
drehender  Richtung  zur  Reibung  iu  fortschreitender  wie  s :  r.  Je  klei- 
ner somit  der  Winkel,  den  die  Kaute  des  Kegels  mit  der  Achse  bil- 
det, um  so  grösser  ist  die  Reibung.  Die  Ursache  liegt  iu  der  keil- 
förmigen Wirkung  des  Zapfens  im  Lager. 

Die  Arbeit,  welche  das  Elemeut  b  f  der  Reibung  bei  der  Drehung 
absorbiert,  ist  =bf«27rx;  folglich  die  Arbeit,  welche  durch  die  Rei- 
bung des  ganzen  Zapfens  absorbiert  wird  bei  einer  Rotation 

4  7r2psfr»,  4  2 

£ —  I  x^  d  x  =  —  n  s  •  r'2  n  p  •  f. 

x        J  6 

o 

Geht  s  in  r  über,  so  entsteht  aus  der  Kegelfläche  eine  Kreis- 
fläche und  man  erhält  die  Resultate  der  vorigen  Aufgabe. 

193.  Reibung  eines  kugelförmigen  Zapfens.  Der  Mittelpunkt  der 
Kugel  sei  B  (Fig.  64),  der  Radius  derselben  =r,  der  Winkel  ABD, 
den  der  vertikale  Halbmesser  B  A  mit  irgend  einem  andern  Halb- 
messer B  D  bildet  =  (f ,  der  Druck  des  Za- 
pfens auf  das  Lager,  in  der  Richtung  der 
Achse  AB,  per  Einheit  der  horizontalen  Pro- 
jektion des  Zapfens  =  p  und  der  Reibungs- 
koeffizient =  f .  Man  lasse  den  Bogen  AD 
=  r<y  übergehen  iu  r(y-j-dy),  so  wachst 
dieser  Bogen  um  das  Element  rd</>,  das  bei 
einer  vollen  Drehung  eine  konische  Fläche 
=  2  r  TT  sin  (f  •  r  d  <f  beschreibt.  Die  horizon- 
tale Projektion  dieser  Fläche  ist  =  2  r2  n  • 
sin  <p  cos  q>  d  </>,  der  Druck  darauf  a  =  2  r2  n  p  • 
sin  </>  cos  (f  d  (f.  Man  zerlege  diesen  Druck  in  zwei  Seitenkräfte  b  und  c, 
wovon  b  normal  zur  Kugelfläche  und  c  horizontal  wirkt.  Die  hori- 
zontalen Seitenkräfte,  in  einem  und  demselben  Horizontalschnitt  lie- 
gend, heben  sich  auf,  während  der  Druck  b  die  Reibung  bf  hervor- 
bringt.     Da   b  = ,  so  ist  diese  Reibung  auf  dem  Flächeuelement 

=  2  r2  n  p  f  sin  </>d  (f  und  die  Reibung  auf  einem  gauzen  Kugelsegment 

2  r2  n  p  f  fsiu  <p  d  <p  =  2  r2  n  p  f  (1  —  cos  q>). 

o 

Geht  der  Zapfen  iu  eine  Halbkugel  über,  so  beträgt  seine  Reibung 
n 

2  r2  7i  p  f  (sin  q>  d  (f  =  2  •  r2  n  p  •  f. 

o 

Folglich  verhält  sich  bei  gleichem  Druck  r2  n  p  die  Reibung  der 
drehenden  Bewegung  zur  Reibung  r27rpf  der  fortschreitenden  wie  2: 1. 


Fig. 

64. 
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Multipliziert  man  die  Reibung  b  f ,  welche  das  Fläcbeuelemeut  des 
Zapfens  verursacht,  mit  dem  Wege  2  r  n  sin  </>,  so  erhält  man  die  Ar- 
beit,  welche  diese  Reibung  bei  einer  Drehung  absorbiert  gleich 

4  7r2  r3pf  sin2</)  d  ff. 


Da 


J- 


siu2^  d  ff 


—  (ff  —  sin  <f  cos  tp)  -j-  G, 


so  erhält  mau  die  Arbeit,  welche   die  Reibung    eines   Zapfens    von  der 
Form  einer  Halbkugel  bei  einer  Rotation  verursacht,  gleich 


4  tc2  r3  p  f  I  sin2</>  d  ff  =  —  •  2  r  n  •  r2  n  p  f. 


Mithin   verhält   sich   diese  Arbeit    zu   der   eines   cylindrischen  Za- 
pfens,   bei   gleichen  Werten  von  r  und  p,  wie  —-—:1. 


194.  Reibung  eines  gespannten  Seiles,  das  um  einen  festen  Cylin- 
der  gewickelt  ist.  Es  sei  AB  (Fig.  65)  die  Achse  des  gebogeneu  Sei- 
les, liegend  in  einer  Ebene,  welche  normal  zur  Achse  des  Cylinders 
steht.  Am  einen  Ende  des  Seiles  hänge  die  Last  Q,  am  andern  wirke 
die  Kraft  P,  welche  die  Last  am  Herunterfallen  verhindert.  Das  Seil 
drückt  au  jeder  Berührungsstelle  an  den  Cylinder  und  bringt  somit 
eiue  Summe  von  Reibungen  hervor.  Die  Kraft  P,  unterstützt  durch 
diese  Reibungen,  steht  mit  der  Last  Q  im  Gleichgewicht. 

Es  sei  r   der  Halbmesser  des  Cylinders   sammt  der   halben  Dicke 
des  Seiles ,    ff  der  Winkel ,   welchen    der    Radius  A  M    von   der  Berüh- 
rungsstelle A   aus   mit   irgend   einem   andern   Radius  aM   bildet  und  f 
der  Reibungskoeffizient.     Man  lasse  den  Bogen 
A  a  =  r  ff  übergehen  in  A  b  =  r  (ff  -\~  d  ff)  und 
in   A  c  =  r  (ff  -j-  2  d  ff ) ,    so   dass   die   Bogeu- 
elemente    ab  =  bc  =  rd<jP    werden.      Würde 
nun  das  Seil  keine  Reibung  hervorbringen,  so 
wäre    die   Spannung   des    Seilstückes   ab,    die 
wir  mit  p  bezeichnen  wollen,  gleich  der  Span- 
nung des  Seilstückes  b  c.     Allein  vermöge  die- 
ser   Reibung   nimmt    die    Spannung   p,    beim 
Uebergang  vom  Element  ab  in  bc,  ab  um  dp, 
so  dass    sie  in  b  c   noch    p  —  d  p   ist.       Beide 
Spannungen    p    und    p  —  dp    schliesseu    den 
Winkel  d<jP  ein,    bringen  also  eine  Mittelkraft 
hervor.      Da  p  —  dp  mit  p    verwechselt   wer- 
Mittelkraft  die  Diagonale  eines  Parallelogramms, 
und   einem   von    ihnen   eingeschlossenen  Winkel 


den  kann,  so  ist  diese 
mit  zwei  Seiten  =  p, 


f  d  ff  \ 
=  d  ff.     Die  Diagonale  oder   Mittelkraft  ist  daher  =  2  p  sin  (  — - —  J. 

Da  aber  d  ff  unendlich  klein  ist,   so  kann   der  Sinus   mit   dem   Bogen 
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verwechselt  werden.  Die  Mittelkraft  wird  daher  =  p  d  (f  und  die  von 
ihr  hervorgebrachte  Reibung  =fpd</>  sein.  Dies  ist  die  Grösse,  um 
welche  die  Spaunung  p  längs  eiues  Bogeuteiles  r  d  <f  abnimmt.  Folglich 
wird  sein 

dp=  —  fpdy. 
Hierin   haben   d  p  und  d  (p    das    entgegengesetzte  Zeichen ,    weil  p 
abnimmt,  wenn  (f  wächst.     Durch  Division  von  p  kommt 

*P,=  -fd</>. 
P 

Die  linke  Seite  muss  integriert  werden  von  Q  bis  P,  die  rechte 
von  <p  =  0  bis  (p  =  cc,  wenn  r a  den  vom  Seile  umschlungeneu  Bo- 
gen AB   bezeichnet.     Dies  gibt 

log  P  —  log  Q  =  —  f  a ;        log  —  =  f  «. 

Geht  man  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  folgt 

Q  _ef« 
p 

Diese  Formel  zeigt,  dass  die  Kraft  P  beim  Zunehmen  des  Wiu- 
kels  a  ausserordentlich  rasch  abnimmt. 

Wenn  f==  — ,    so  ist 

für  V*  Umwickelung  Q=        1,69  P, 

»     xl%  „  Q=        2,85  P, 

„1  „  Q=        8,12  P, 

„2  „  Q=      65,94  P, 

„      4  „  Q  =  4348,56  P. 

195.    Die  logarithmische  Spirale  als  Böschungslinie  einer  Sandmasse. 

Es  sei  AE  (Fig.  66)  die  kugelförmige  Oberfläche  der  Erde,  M  ihr 
Mittelpunkt,  und  ABE  ein  vertikaler  Schnitt  durch  eiueu  Sandkörper, 
welcher  auf  der  Oberfläche  der  Erde  liegt.  Die- 
ser  Sandkörper  bestehe  aus  gleichartigen  Teilen, 
welche  durch  gleiche  Kräfte  der  Adhäsion  zu- 
sammenhängen, so  wird  die  Böschungslinie  BA 
des  Sandkörpers  unter  der  Eiuwirkuug  der 
Schwere  sich  so  gestalten,  dass  die  Tangente  BC 
an  dieselbe  mit  dem  Erdhalbmesser  B  M  einen 
konstanten  Winkel  bildet,  wo  auch  der  Berüh- 
rungspunkt B  in  derselben  angenommen  wird. 
Mau  ziehe  die  Horizontale  D  B  n  und  bezeichne 
mit  a  den  Winkel  D  B  C,  so  wird  nach  einem 
einfacheu  Satze  aus  der  Lehre  von  der  schie- 
fen Ebene  tang  a  =  dem  Koeffizienten  f  der 
Reibung  sein,  welche  ein  weiteres  Heruntergleiten  der  Sandteile  über 
die  geneigte  Oberfläche  verhindert.     Ferner  sei  AM  =  r  der  Halbmes- 
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ser  der  Erde,  BM  =  p  der  Abstand  des  Punktes  B  vom  Mittelpunkt 
der  Erde  und  AM  B  ==</>.  Man  lasse  <f  zunehmen  um  d<£>,  dadurch 
rücke  B  M  nach  m  M ,  so  wird  in  dem  unendlich  kleinen  Dreiecke 
B  m  u  sein: 

™  j  mn  dp 

B  n  =  p  d  </>,       mn  =  dp,       tanga  = 


Bn  pdy 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt,  indem  man  f=tauga  setzt 

2 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

log  p  =  f  <f  -j-  Konst. 
Für  </>  =  0  wird  p  =  r.     Diese  Werte  geben 

log  r  =  Konst. 
Durch  Subtraktion  beider  Gleichungen  kommt  als  gesuchte  Relation 

log  (^)  =  !</>. 

Geht  man  noch  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  ist 

ff* 
p  =  r  e     . 

Für  Flüssigkeiten  ist  f  =  0,  also  e  =1,  folglich  p  =  r,  d.  h. 
die  Oberfläche  von  Flüssigkeiten  ist  kugelförmig. 

1%.  Arbeit  zum  Hinaufziehen  eines  Körpers  über  eine  geneigte 
Flache  mit  Rücksicht  auf  die  Reibung.  Der  Körper  bewege  sich  längs 
des  in  einer  vertikalen  Ebene  befindlichen,  stetig  gekrümmten  Weges 
A  B  (Fig.  67).  In  dieser  Ebene  ziehe  man  die  Achse  A  x  horizontal, 
die  Achse  Ay  vertikal.     Es  seien: 

x,  y  die  Koordinaten  des  Punktes  B,  in  welchem  der  Druck  des 
Körpers  gegen  die  Kurve  konzentriert  gedacht  werden  kann, 

«  der  Winkel,  welchen  die  Taugeute  au  die  Kurve  durch  diesen 
Punkt  mit  Ax  bildet, 

P  das  konstante  Gewicht  des  Körpers,  im  Schwerpunkt'  derselben 
wirksam  und 

f  der  Reibungskoeffizient. 

Das  Gewicht  des  Körpers  wirkt  vertikal  abwärts.  Man  zerlege 
dasselbe  in  die  Seitenkräfte  P  sin «  und  P  cos  a ,  so  wird  P  sin  a 
parallel  zur  Tangente  wirken  und  den  Kör- 
per über  die  schiefe  Fläche  hiuabzutreibeu 
streben ,  während  P  cos  a  normal  zur  Kurve 
wirkt  und  eine  Reibung  =Pfcosa  hervor- 
bringt. Die  Kraft  k,  welche  in  der  Rich- 
tung der  Tangente  wirken  muss,  um  die  Be- 
wegung aufwärts  zu  veranlassen,  wird  also  sein 

k  =  P  sin  a  -4-  P  f  cos  a. 
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Die  Bewegung  erfolge  läugs  eines  Bogenelemeutes  d  s ,  so  ändert 
sich  «,  also  auch  die  Zugkraft  k  nur  um  uuendlich  wenig,  d.  h.  es 
kann  die  Kraft  k  längs  des  Wegteiles  ds  als  konstaut  angenommen 
werden.      Somit  ist   das   Arbeitselemeut    (Produkt  aus  Kraft  und  Weg) 

k  d  s  =  P  (sin  a  -j-  f  cos  «)  d  s. 

Nun  ist  aber 

dy  dx 

sin  a  =  -H^- ;       cos  a  =  — — . 
ds  ds 

Folglich 

kds  =  P(dy  +  fdx). 

In  dem  Ausdrucke  rechts  sind  P  und  f  konstant  und  y  eine  Funk- 
tion von  x.  Wird  integriert  zwischen  x  =  0  uud  x  =  x,  so  erhält 
mau  als  Arbeit  zur  Fortschaffuug  des  Körpers  läugs  des  Weges  A  B 


/- 


kds  =  Py-f  Pf: 


Diese  Arbeit  besteht  somit  aus  zwei  Teilen:  aus  der  Arbeit  Py, 
welche  den  Körper  läugs  der  Vertikalprojektion  y  und  aus  der  Ar- 
beit Pfx,  welche  den  Körper  längs  der  Horizoutalprojektion  x  des 
Weges  A  B  fortzuschaffen  vermag. 


XIV.   Aufgaben  über  die-  Festigkeit  der  Materialien. 

197.  Von  der  Festigkeit  der  Körper  im  allgemeinen.  Die  Form- 
änderung (Verlängerung,  Verkürzung,  etc.)  eines  festen  Körpers  durch 
eine  äussere  Kraft  ist  bis  zu  einer  gewissen  Grenze,  welche  mau  die 
Grenze  der  Elastizität  nennt,  dieser  Kraft  proportional.  Inner- 
halb dieser  Grenze  stellt  der  Körper  seine  Form  wieder  her,  wenn 
die  äussere  Kraft  zu  wirken  aufhört.  Ueberschreitet  die  Formände- 
rung diese  Grenze,  so  ändern  sich  die  Verschiebungen  der  Teile  anders, 
als  die  sie  bewirkenden  Kräfte.  Ueberschreiten  diese  Kräfte  eiu  ge- 
wisses Mass,  so  erfolgt  die  Trennung  der  Teile,  der  Bruch.  Der 
Widerstand  des  Körpers  gegen  die  Einwirkung  äusserer  Kräfte  heisst 
seine  Festigkeit. 

Die  absolute  Festigkeit  ist  der  Widerstand  gegen  das  Verstecken, 
die  rückwirkende  gegen  das  Zerdrücken,  die  relative  gegen  die  Biegung 
und  die  Torsionsfestigkeit  gegen  die  Verdrehung  oder  Verwinduug. 

198.  Empirisches   Gesetz    der   Ausdehnung    uud   Verkürzung.      Eiu 

prismatischer  Stab  von  der  Länge  L  und  dem  Querschnitt  q  wTerde 
am  einen  Ende  festgehalten  und  am  andern  Ende  durch  eine  Kraft  P 
ausgedehnt  oder  verkürzt,  so  dass  die  Zunahme  oder  Abnahme  an 
Länge  =  A  L  werde. 

Innerhalb  der  Grenze  der  Elastizität  ist  die  Kraft  P  direkt  pro- 
portional   dem    Querschnitt   q,    der    Läugenänderuug   x    und    verkehrt 

A  ut  enh  eimer,   Elementarbuch.  13 
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proportional  der  Länge  L  des  Stabes.  Bezeichnet  E  einen  von  der 
Natur  des  Materials  abhängigen  Koeffizienten,  so  ist 

(i)  p=e4N 

Setzt  man  hierin  q  =  1  und  — —  =  1 ,    so    wird    P  =  E.        Der 

Faktor  E  ist  also  eine  Kraft  und  zwar  jene,  welche  einen  prismati- 
schen Stab  vom  Querschnitt  1  soweit  verstrecken  kann,  dass  die  Zu- 
nahme an  Länge  gleich  der  ursprünglichen  Länge  wird.  Man  nennt 
ihn  Modul  der  Elastizität. 

Für  Stäbe  von  gleichem  Material,  welche  bis  zur  Bruchgrenze  in 
Anspruch  genommen  werden,  wird  das  Verhältnis  A  L :  L  immer  den- 
selben Wert  haben,  wenn  auch  die  Proportionalität  zwischen  Kraft  und 
Längeuänderung  bis  zu  dieser  Grenze  aufhört.     Deshalb  ist  die  Grösse 

E  — - —  der  obigen  Formel   für  die  Bruchgreuze   konstant.      Bezeichnet 

Li 

man  dieselbe  mit  k,  so  ist 

(2)  P  =  kq, 

d.  h.  die  absolute  und  rückwirkende  Festigkeit  (wenn  bei  der  letztern 
eine  Biegung  des  Stabes  verhindert  wird)  ist  dem  Querschnitt  des 
Stabes  proportional  und  von  der  Länge  unabhängig.  Mau  nennt  den 
Faktor  k  den  Modul  der  Festigkeit.  Er  ist  der  grösste  Wider- 
stand ,  welchen  ein  Stab  vom  Querschnitte  q  =  1  gegen  Ausdehnung 
oder  Zusammendrückung  zu  leisten  vermag. 

199.  Arbeit,  welche  die  Liingeuänderung  eines  prismatischen  Stabes 
bewirkt.  Geht  der  Stab,  wie  er  im  letzten  Paragraphen  vorausgesetzt 
wurde,  aus  der  Längenänderung  A  L  =  x  in  die  Längenänderung  x-j-dx 
über,  so  wird  die  Kraft  P  nach  (1)  von  §  198  zu 

P  +  dP  =  E<l(x  +  dx). 

Da  dieser  Wert  sich  jedoch  nur  um  unendlich  wenig  von  P 
unterscheidet,  so  kann  die  Kraft  P  während  der  Längenänderung  dx 
konstant  =P  angenommen  werden.  Multipliziert  man  diese  Kraft  mit 
dem  Weg  dx,  welchen  ihr  Angriffspunkt  zurücklegt,  so  erhält  mau 
das  Arbeitselement,  indem  das  Glied  mit  d  x2  vernachlässigt  wird 

Pdx  =  E4^dx. 
L 

Somit  ist  die  Arbeit  für  unendlich  viele  aufeinander  folgende  Weg- 
elemente 


»  QX2 

P(U  =  ETT+a 


—     195     — 

Wird    die   Grenze   der   Elastizität    bei    der    Längenäuderung   a   er- 
reicht, so  erhält  mau  als  Arbeit  zur  Erreichung  dieser  Längenäuderung 


JVd: 


qaz 
2L 


Es  bezeichne  p  die  Kraft,  welche  der  Längenänderung  a  entspricht, 
so  wird  nach  dem  Gesetze  (1)  des  vorigen  Paragraphen  sein 


Führt   mau  dieseu    Wert  von  a    iu    die  vorige  Formel,    so   erhält 
man  als  Arbeit 


JVd 


i®' 


qL. 


Fig.   68. 


Nun   ist   —   die  Kraft,    welche   einen  Stab   vom   Querschnitt  =1 
q 

ausdehnt  oder  verkürzt  und  qL  das  Volumen  des  Stabes.      Die  Arbeit 

ist  somit  dem  Quadrat  jener  Kraft  und   dem    Volumen  des  Stabes 

proportional. 

200.  Ausdehnung  eines  vertikal  aufgehängten  prismatischen  Stabes 
durch  sein  eigenes  Gewicht.  Der  Stab  AB  (Fig.  68)  sei  am  obern  Ende 
befestigt,  so  wird  er  sich  durch  seiu  eigenes  Gewicht  verlängern. 

Es  sei  q  der  Querschnitt  des  Stabes,  L  seine  Länge 
in  horizontaler  Lage,  p  das  Gewicht  des  Stabes  per  Län- 
geneinheit und  x  =  A  m  ein  Teil  der  Länge  des  Stabes  in 
unausgedehntem  Zustande.  Mau  lege  iu  den  Abständen 
x  =  Am  und  x-f-dx  =  Au  horizontale  Querschnitte  durch 
den  Stab.  Da  das  unterhalb  vou  m  liegende  Stück  m  B 
eine  Länge  =  L  —  x  vor  der  Ausdehnung  hat  und  dem- 
selben ein  Gewicht  (L  —  x)  p  zukommt,  so  wird  also  der 
Teil  m  n  durch  dieses  unter  ihm  befindliche  Gewicht  aus- 
gedehnt und  zwar  proportional  der  Kraft  (L  —  x)  p  und 
der  primitiven  Länge  d  x,  sowie  verkehrt  proportional  dem  Querschnitt  q 
uud  dem  Modul  E  der  Elastizität  (§  198).  Diese  Ausdehnung  wird 
also  seiu 

(L-x)p 


Eq 


dx. 


Die  Ausdehuuug  für  alle  Elemente  zwischen  den  Punkten  A  und  B 
ist  deshalb,  da  x  von  0  bis  L  genommen  werden  muss 


196 


■)• 


Die  gesammte  Lauge  des  Stabes  wird  mithin  unter  der  Wirkung 
des  Gewichtes  sein 

,    ,     1    PL2 

Würde  noch  eine  Last  P  am  untern  Eude  angehängt,  so  wäre 
die  Zuuahme  an  Länge    vermöge  dieser  Last   nach  §  198,   Formel  (1) 

PL 

Eq 
und  die  gesammte  Länge  des  Stabes  somit 

Da  p  L  das  Gewicht  des  Stabes  bezeichnet ,  so  wird  die  durch 
das  eigene  Gewicht  bewirkte  Ausdehnung  halb  so  gross,  als  wenn  die- 
ses Gewicht  am  untern  Ende  aufgehäugt  wäre. 

201.  Vertikal  aufgehäugter  und  belasteter  Körper  von  gleicher  ab- 
soluter Festigkeit.  Ein  Stab  AD  (Fig.  69)  sei  am  obern  Ende  A 
aufgehängt  und  am  untern  Ende  D  durch  ein  Gewicht  P  belastet. 
Man  soll  bestimmen ,  in  welcher  Weise  der  Querschnitt  des  Körpers 
von  obeu  nach  unten  abzunehmen  hat,  damit  die  Gefahr  des  Bruches 
in  jedem  Querschnitt  des  Körpers  dieselbe  sei. 
Fig.  69.  Es  bezeichne :    L  die  Länge  des  Stabes ,    p   das    Ge- 

wicht der  Kubikeinheit  des  homogenen  Stoffes,  k  den  Mo- 
dul der  absoluten  Festigkeit,  x  =  D  B  einen  variabeln  Teil 
der  Länge  des  Stabes ,  und  y,  yo  den  Querschnitt  des 
Körpers  in  B  und  D. 

Die  Längenfasern,  welche  durch  den  Querschnitt  y 
gehen,  haben  dem  Gewichte  P,  sowie  dem  Gewichte 
des  Körperteiles  DB  zu  widerstehen.  Man  lasse  x  um 
BG  =  dx  zunehmen,  so  ist  das  Volumen  zwischen  den 
Querschnitten  in  B  und  C  =  y  d  x  uud  das  Gewicht  der- 
selben  =  pydx;     somit    das    Gewicht    des    Körperteiles 

p    y  d  x.     Da  nun  die  absolute  Festigkeit  der  Fasern  im  Quer- 
schnitt y  =  k  y  ist,  so  muss  sein 


DB 


ky 


+  pjydx. 


Differentiiert  man  diese  Gleichung  auf  beiden  Seiten,  indem  man 
berücksichtigt,  dass  k,  P,  p  konstant  sind,  so  ergibt  sich  kdy  =  pydx 
oder  indem  man  mit  y  und  k  dividiert 

ix 

y 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 


=la, 


logy  =  Tx 


Konst. 
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Setzt  man  hierin  x  =  0,  so  wird  y  =  yo  und  die  letzte  Gleichung 
geht  über  in  log  y0  =  Konst.     Mithin  wird  sein 

yo         k 

Geht  man  in  dieser  Gleichung  von  den  Logarithmen  zu  den  Zah- 
len über,  so  erhält  man  als  gesuchte  Relation 

(1)  y  =  yo  e  k  . 

Da  der  unterste  Querschnitt  yo  gerade  so  stark  sein  muss,  dass 
die  absolute  Festigkeit  k  yo  in  diesem  Querschnitt  gleich  dem  Ge- 
wicht P  wird,  so  hat  man  P  =  kyo.     Hierdurch  wird  die  letzte  Formel 

(2)  T-£.¥, 

Jede  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  bestimmt  die  Form  des  Stabes. 

Anmerkung.  Das  Volumenelement  ydx  des  Stabes  wird  mit 
Hilfe  von  Formel  (2)  zu 

H  P     T„ 

y  d  x  =  —  e      dx. 

J  k 

Um  integrieren  zu  können,  setze  man  -^—  =  u,  so  ist  d x  =  —  du 

k  p 

P 

y  d  x  =  —  e"  d  u. 
P 

Mitbin  das  Volumen  des  Körpers  für  unbestimmte  Grenzen  (§  76) 


und 


J' 


x  =  ye»+C. 


Ersetzt  man  hierin  u  wieder  durch  x  und  nimmt  das  Integral 
zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  L,  so  erhält  man  als  Volumen 
des  ganzen  Stabes 

0 

202.  Relative  Festigkeit  eines  rektangulären  Stabes.  Dieser  Stab 
sei  an  einem  Ende  eingespannt,  am  andern  drücke  eine  Kraft  auf  ihn, 
senkrecht  zu  seiner  Längenrichtung,  so  wird  sich  der  Stab  biegen. 
Dadurch  dehnen  sich  die  Fasern  auf  der  konvexen  Seite  aus,  auf  der 
konkaven  ziehen  sie  sich  zusammen.  Wenn  der  Widerstand  des  Mate- 
rials gegen  die  Ausdehnung  und  die  Zusammenpressung  gleich  gross  ist, 
was  wir  hier  voraussetzen  wollen,  so  bleibt  die  mittlere  Faserschicht 
ACDB  (Fig.  70)  des  Stabes  ohne  Längenänderung.  Deshalb  wird 
diese  Schicht  die  neutrale  Schicht  genannt. 
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Es  seien  CM  und  DN  zwei  Querschnitte  durch  den  Körper,  welche 
im  unbelasteten  Zustand  des  Stabes  normal  sind  zu  den  Läugenkanten. 
Während  der   Biegung  gehen    diese    Schnitte    auf   der    einen    Seite    aus 
pjff    70  einander  und  nähern  sich  auf  der 

andern,  bleiben  jedoch  senkrecht 
zur  Neutralschicht,  werden  sich 
also  in  einer  Stelle  F  schneiden. 
Zieht  man  den  Schnitt  D  N'  pa- 
rallel zu  CM,  so  kann  angenom- 
men werden ,  es  habe  sich  dieser 
Querschnitt  beim  Eintreten  der 
Biegung  um  eine  Achse  D  in  die 
Lage  DN  gedreht.  Somit  hat  sich 
die  Faser  m  n'  ausgedehnt  um  n'n, 
die  Faser  M  N'  um  N'  N,  etc.  Nun 
seien: 

b,  h,  L  Breite,  Höhe  und  Länge  des  Stabes, 

x  =  D  n  der  veränderliche  Abstand  einer  Faser  m  n  von  der  Neutral- 
schicht, 

k,  k'  die  Kräfte,  womit  prismatische  Stäbe  vom  Querschnitt  1  in 
der  Lage  N  und  n  verstreckt  werden, 

P  die  Kraft,  welche  am  freien  Ende  auf  den  Stab,  senkrecht  zur 
Längenrichtung,  einwirkt  und 

z  der  Abstand  der  Drehachse  D  von  der  Richtung  der  Kraft  P. 

Es  sollen  nun  das  Festigkeitsmoment  und  das  Elastizitätsmoment 
abgeleitet  werden. 

A.  Festigkeitsmoment.  Die  Kräfte  k  und  k'  sind  den  Aus- 
dehnungen N  N'  und  nn',  welche  sie  veranlassen,  proportional  und  diese 
verhalten  sich  wie  die  Abstände  D  N  und  D  n ;  daher  wird  sein 


k:k'  = 


x ; 


i«    2k 


Man  lege  in  den  Abständen  x  und  x  -\-  d  x  von  der  Neutralschicht 
und  parallel  zu  ihr  zwei  Flächen  durch  den  Körper ,  so  schliessen  sie 
eine  Schicht  ein  vom  Querschnitt  b  d  x.  Geht  man  nun  vom  Quer- 
schnitt 1  zum  Querschnitt  bdx  über,  so  geht  die  verstreckende  Kraft  k' 
über  in 

1<K  i  2kb 

k  b  d  x  =  — : —  x  d  x. 


Diese  Kraft  wirkt  in  n  am  Hebelarm  Dn 
ment  für  die  Drehachse  in  D  ist  daher 
2kb 


(1) 


x2  d  x, 


ihr  statisches  Mo- 


somit  die  Summe  der  statischen  Momente  aller  Kräfte,  welche  auf  der 
konvexen  Seite  Ausdehnung  und  auf  der  konkaven  Verkürzung  her- 
beiführen 
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2kb 


fx2dx 

J   h 


bh5 


Da  z  dea  Abstand  der  Drehachse  D  von  der  Richtung  der  Kraft  P 
bezeichnet,  so  ist  das  äussere  Moment  Pz,  welches  den  Stab  biegt, 
gleich  dem  Moment  der  Widerstand  leistenden  Molekularkräfte.  Daher 
das  gesuchte  Festigkeitsmomeut 

(2)  Pz  =  ~bh2. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  für  eine  und  dieselbe  Spannung  k  des 
Materials  in  den  äussersten  Schichten  P  und  z  verkehrt  proportional 
sind.     Für  z  =  L  werde  P  zu  P'.     Daher 


P'  = 


bh2 
L 


Fig.    71. 


Mau  nennt  diesen  Wert  von  P'  das  Trag  vermögen  des  Stabes. 
Dasselbe  ist  somit  proportional  der  Breite,  dem  Quadrat  der  Höhe  und 
verkehrt  proportional  der  Länge  des  Stabes. 

Hat   der   Querschnitt  des    Stabes   die    Form    von 
Fig.  71,   so  muss  das  Differential  (1)    von    —  h'   bis 

i 

—  h  integriert  werden,  um  die  Summe  der  statischen 

Momente  der  ausdehnenden  Kräfte  zu  erhalten.  So- 
mit ist  die  Summe  der  statischen  Momente  sowohl 
der  ausdehnenden  als  der  zusammendrückenden  Kräfte 
für  diesen  Querschnitt,    d.  h.   das   Festigkeitsmoment 

k  b(h3-h/3) 


(3) 


Pz  = 


h 

B.  Elastizitätsmomente.     Es  sei 
E  der  Modul  der  Elastizität  des  Materials, 
1  =  CD  der  sehr  kleine  Abstand  der  Querschnitte  CM  und  DN  auf 

der  Neutralschicht, 
Al  =  nn'   die   Verstreckung    der    Schicht    mn'    im    Abstand  x   von 

der  Neutralschicht  und 
q  =  D  F  der  Krümmungshalbmesser  des  Kurvenstückes  C  D. 

Die  Kraft,    welche   einen    prismatischen    Stab    vom   Querschnitt  q 
und  der  Länge  1  um  AI  ausdehnt,  ist  nach  Formel  (1)  des  §  198 


(4) 


E^\. 


Aus  der  Aehulichkeit  der  Dreiecke  D  n  n'  und  D  C  F  folgt 
nn'  Du  ,  AI  x 

-cF=TF     oder    -T  =  7- 
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Setzt  man  diesen  Wert  von in  (4)  und  vertauscht  q  mitbdx, 

so  erhält  man  als  Kraft,  welche  eine  unendliche  dünne  Schicht  im  Ab- 
stand x  von  der  Neutralachse  verstreckt 


E  —  b  d  x 

9 
als  statisches  Moment  dieser  Kraft  für  die  Drehung  um  die  Achse  D 

und 

E  —  x2dx. 
9 

Daher  die  Summe  der  Momente  für  alle  Schichten  des  Querschnittes 

(5) 

P                E      bh'                1                P                E      Kl  3 

Pz  =  — — und      p-Pz=— -bfr 

12      p                    s                12 

und 

ebenso  für  den  Querschnitt  der  Fig.  71 

(6) 

E     b(h3-h'3)          ,          n           E  wu,      ^ 
Pz=i2-                           und      p.pz  =  — b(h3-h'3). 

Die  letzten  Gleichungen  (5)  und  (6)  zeigen,  dass  p  dem  Abstände  z 
verkehrt  proportional  ist.  Wenn  z  =  0,  wird  p  =  0,  d.  h.  der  Stab 
am  Angriffspunkt  der  Kraft  P  hat  keine  Krümmung.  Wenn  z  =  L,  wird  g 
am  kleinsten.  Folglich  ist  die  Biegung  am  befestigten  Ende  am 
stärksten.  Man  ersieht,  dass  die  Produkte  p-Pz,  weil  nur  abhängig 
von  E  und  den  Dimensionen  des  Querschnittes,  konstant  sind;  sie 
heissen  Elastizitätsmomente. 

Die  Werte  von  Pz  in  (2)  und  (5),  ebenso  in  (3)  und  (6)  sind 
einander  gleich.     Durch  Gleichsetzen  folgt 

(7)  ^  =  ^ 

eine  Relation ,  die  sich  unmittelbar  auch  aus  den  ähnlichen  Drei- 
ecken DNN'  und  D  C  F  ergibt.  Man  kann  daher  mittels  (7)  das 
Festigkeitsmoment  aus  dem  Elastizitätsmoment  ableiten  und  umgekehrt. 
Wird  die  Spannung  k  angenommen,  so  kann  mittels  (7)  der  Krüm- 
mungshalbmesser g  berechnet  werden. 

203.  Relative  Festigkeit  eines  cyliudrischeu  Stabes.  Die  Voraus- 
setzungen und  Bezeichnungen  seien  wie  in  der  letzten  Aufgabe,  nur 
dass  der  rechtwinkelige  Querschnitt  mit  einem  kreisförmigen  vom 
Halbmesser  R  vertauscht  wird.  Die  neutrale  Schicht  AC DB  (Fig.  70), 
geht  durch  die  Mitte  sämmtlicher  Querschnitte,  schneidet  diese  also 
längs  Durchmessern.  Man  nennt  einen  solchen  Schnitt  HI  (Fig.  72) 
gewöhnlich  Neutralachse  des  Querschnittes. 

Man  beschreibe  vom  Mittelpunkt  M  aus  mit  den  Halbmessern  r 
und  r-|-dr  zwei  Kreise,  so  schliessen  sie  einen  ringförmigen  Quer- 
schnitt von  der  Breite  d  r  ein.  Sodann  lege  man  zwei  Radien  M  S 
und  MS'  unter  den  Winkeln  SMI=y  und  S'MI  =  9>  +  dy,  so 
schneiden  diese  Radien  ein  Flächenelement  aus  dem  Ringe  aus  von 
der  Länge  r  d  <p ,    also   vom   Inhalt  r  d  <jP  •  d  r ,    da  dieses   Element  als 


—     201     — 

Rechteck  angesehen  werden  kann.  Dieses  Flä- 
chenelement hat  den  Abstand  pq  =  rsiny  von 
der  Neutralachse.  Die  Ausdehnung,  welche  die 
Fasern  von  der  Länge  1  an  der  Stelle  dieses 
Flächenelementes  bei  der  Biegung  erhalten,  sei 
Al  =  nn'  (Fig.  70).  Folglich  die  Kraft,  welche 
einen  prismatischen  Stab  vom  Querschnitt  q  und 
der  Länge  1  eine  Ausdehnung  AI  beibringt,  nach 
Formel  (1)  von  §  198 


Fig.   72. 


(1) 


E  —  q. 


Setzt  man  hierin   statt  q  das  Flächenelement  r  d  <f  •  d  r   und    nach 
der  vorigen  Aufgabe 

A 1  _  x  r  sin  (f 

1      ~  P  ~         P      ' 

so  erhält  man   als  Wert  der  Kraft,   welche  das    Stäbchen  vom  unend- 
lich kleinen  Querschnitt  ausdehnt 

E 


—  r2  d  r  •  sin  <f<  d  </>. 

Q 

Der  Hebelsarm   dieser  Kraft,   bei    einer  Drehung   um  di 
achse,  ist  =  r  sin  (f,  also  das  statische  Moment  der  Kraft 


Neutral- 


r3d  r-sm2(fd(f. 


Man  betrachte  hierin  r  zunächst  als  konstant  und  integriere  von 
(f  =  0  bis  (f  =  2  n ,  so  erhält  man  die  Summe  der  statischen  Mo- 
mente der  Kräfte,  welche  die  Fasern  der  ringförmigen  Schicht  ausdeh- 
nen und  zusammendrücken.     Nun  ist 


/■ 


sin2y  d</>  =  n. 


Folglich  das  statische  Moment  für  jene  Schicht  gleich 

E      3, 
n  —  rdd  r. 

P 
Integriert  man  dieses  Differential  von  r  =  R,  bis  r  =  R,  so  erhält 
man  die  Summe  der  statischen  Momente  der  Kräfte,  welche  die  Fasern 
innerhalb  eines  Ringes   von  der  Breite  R  —  R,   ausdehnen   und  zusam- 
mendrücken, gleich 

Da  dieses  Moment  nach  der  vorigen  Aufgabe  auch  =  P  z  ist,  so  wird 


(2) 


Pz  =  £-(R*-R/). 

4     Q 
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Die  Grösse  — - (R4  —  R,4),    also    auch    p-Pz 

Querschnitt  des  Stabes   und    von   seiner    materiellen   Beschaffenheit   ab 
und    wird    Moment  der  Elastizität  des  Stabes  genannt. 

Für  z  =  0  wird  o  =  <X  ,  also  ist  der  Stab  am  freien  Ende  nicht 
gebogen.  Je  grösser  z,  um  so  kleiner  wird  o.  Folglich  tritt  die 
grösste  Biegung  an  der  befestigten  Stelle  ein.      Für  diese  ist  mithin 

p  =  IL  3  Ri  ~  R'4 

4    q         L 
Die  Relation  (7)  des  vorigen  Paragraphen  verwandelt  sich  hier  in 

Mit  Hilfe  derselben  erhält  mau  aus  dem  Elastizitätsmoment  das 
Festigkeitsmoment 

,,x  D  TT   .     R4  — R,4 

(3)  Pz=Tk~ R~' 

Für  z  =  L  wird  das  Tragvermögen  des  Stabes 
^     R4-R,4 
4k       RL     ' 
Wenn  R'  =  0,  so  erhält  man  für  den  massiven  Cylinder 
^rJ^   jt4  7rk    R3 

4    '  L  g "'  4       L  " 

Mithin  ist  das  Tragvermögeu  P  eines  Cylinders  der  dritten  Po- 
tenz des  Halbmessers  direkt  und  der  Länge  verkehrt  proportional. 

204.  Torsion  eines  cylindrischen  Stabes.  Es  werde  ein  senkrech- 
ter Kreiscylinder  am  einen  Ende  festgehalten  und  am  andern  durch 
ein  statisches  Moment,  dessen  Kraft  in  einer  zur  Achse  normalen  Ebene 
wirkt,  verdreht. 

Dadurch  nimmt  jede  Faser,   welche  vor   der  Torsion  parallel  zur 
Achse  liegt,   die  Form  einer  Schraubenlinie   an.      Der   Uebergang   von 
der  geraden  Linie  zu  dieser  Schraubenlinie  bringt  eine  Längenänderung 
der  Faser  hervor,  welche  zunächst  bestimmt  werden  soll.      Es  sei 
L  die  Länge  des  Cylinders  vor  der  Torsion, 
R  sein  Halbmesser, 

a  der  Drehwinkel  am  freien  Ende,  abgetragen  als  Bogen  eines  Krei- 
ses, dessen  Radius  die  Einheit  ist  und 
x   die  Entfernung  irgend  einer  Längenfaser  von  der  Achse. 

Erste  Voraussetzung.  Wir  nehmen  an,  die  beiden  Grund- 
flächen bleiben  ebene  Kreise,  deren  Abstand  sich  nicht  ändere,  so  wer- 
den alle  Längenfasern  verstreckt  bis  auf  jene ,  welche  mit  der  Achse 
zusammenfällt.  Die  Verstreckung  wächst  proportional  dem  Abstand 
von  der  Achse.  Wickelt  man  die  Cylinderfläche  mit  dem  Radius  x  in 
eine  Ebene  ab,  so  entsteht  ein  rechtwinkeliges  Dreieck,  dessen  Käthe- 
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ten  L  und  «x   und   dessen   Hypotenuse   mit   L-|-y.  bezeichnet  werde. 
Daher  wird 

(L4-y)2  =  L2-f  tt2x2 

oder  indem  man   die  Klammer   entfernt   und    y2    gegen   2Ly    vernach- 
lässigt 

Die  Verstreckung  y  ist  daher  proportional  dem  Quadrat  des  Ab- 
staudes  x  von  der  Achse. 

Zweite  Voraussetzung.  Man  nehme  an,  die  Fasern  ver- 
streckeu  sich  während  der  Torsion  nicht.  Um  zu  prüfen ,  was  unter 
dieser  Annahme  im  Innern  des  Cylinders  vorgeht,  so  lege  man  durch 
denselben  und  zwar  bevor  die  Torsion  beginnt,  Schnitte  senkrecht  zur 
Achse,  so  gehen  diese  ebeuen  Schnitte  bei  der  Verdrehung  in  Rota- 
tionsflächen über,  deren  Meridiane  in  Ebenen  liegen,  welche  die  Achse 
enthalten.  Die  Rotationsfläche  durch  die  Mitte  der  Achse  bleibt  eben; 
solche  Flächen,  die  sich  gleich  weit  von  dieser  befinden,  erhalten  gleiche 
Krümmung.  Am  stärksten  ist  die  Krümmung  an  den  Endflächen  des 
Cylinders.     Die  Gleichung  des  Meridians  der  Grundflächen  ist  folgende. 

Wickelt  man  die  Cylinderfläche,  deren  Radius  x  ist,  in  eine  Ebene 
ab,    so  entsteht,    vom   mittleren   ebenen    Querschnitt  an  gerechnet,  ein 

rechtwinkeliges  Dreieck,  dessen  Hypotenuse   ^L,  dessen  eine  Kathete 

—  ax  ist  und  dessen  andere  durch  — -L —  z  ausgedrückt  werde.     Das 
2  2t 

Dreieck  gibt 

woraus  folgt,  wenn  z2  gegen  Lz  vernachlässigt  wird 

2=4LX- 

Die  Kurve ,  deren  rechtwinkelige  Koordinaten  x  und  z  sind  ,  ist 
mithin  eine  Parabel,  durch  deren  Drehung  um  die  Cylinderachse  die 
Grundfläche  des  Cylinders  entsteht. 

Dritte  Voraussetzung.  Die  beiden  ersten  Voraussetzungen 
entsprechen  der  Wirklichkeit  nicht.  Denn  sie  verlangen,  dass  ausser 
der  Kraft,  welche  die  Drehung  bewirkt,  auch  noch  äussere  Kräfte  vor- 
handen seien,  welche  Längenverschiebungen  herbeiführen.  Allein  solche 
Kräfte  fehlen.  Daher  wird  man  annehmen  müssen,  dass  die  äussern 
cylindrischen  Schichten  sich  verstrecken,  die  innern  sich  verkürzen  und 
dass  die  Summe  der  verstreckenden  Kräfte  gleich  sei  der  Summe  der 
verkürzenden  Kräfte,  dass  sie  sich  mithin  aufheben.  Wo  die  Ausdehnung 
in  die  Verkürzung  übergeht,  liegt  eine  Schicht,  welche  keine  Läugeuände- 
rung  erleidet  und  die  neutrale  Schicht  genannt  wird.  Diese  Schicht 
kann  cylindrisch  angenommen  werden,      Sodann  werde  noch    vorausge- 
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setzt,  dass  jene  ebenen  Schnitte,  welche  vor  der  Torsion  senkrecht 
zur  Achse  standen,  auch  während  der  Torsion  ebeu  bleiben  und  nur 
ihre  Abstände  unter  einander  ändern.  Unter  dieser  Voraussetzung  soll 
nun  bestimmt  werden:  der  Halbmesser  der  neutralen  Schicht  und  das 
statische  Moment  der  Kraft,  welche  eine  beabsichtigte  Verdrehung  her- 
beiführen kann. 

I.  Halbmesser  der  neutralen  Schicht. 

Es  sei  a  dieser  Halbmesser  und  E  der  Modul  der  Elastizität  (§  198) 
des  Materials  für  die  Längenänderung.  Da  irgend  eine  Faser  in  der 
neutralen  Schicht  ihre  Länge  beibehält,  so  bildet  sie  abgewickelt  die 
Hypotenuse  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks,  dessen  eine  Kathete  der 
Bogen  a  a  und  dessen  andere  Kathete  somit  l^L2  —  a2  a2  ist.  Eine 
Faser  im  Abstand  x  von  der  Achse  ist  die  Hypotenuse  eines  rechtwinke- 
ligen Dreiecks,  dessen  beide  Katheten  «x  und  j^L2  —  a2x2  sind.  Folg- 
lich ist  die  Länge  einer  solchen  =  ]/"L2  —  a2a2-f-a2x2  und  ihre  Aus- 
dehnung 

VL2-a2a24-a2x2-L. 

Diese  Ausdehnung  wird  =0  für  x  =  a  und  negativ  für  x  <  a,  sie 
wird  also  im  letztern  Fall  zu  einer  Verkürzung. 

Die  Kraft,  welche  in  der  Richtung  der  Faser  diese  Längenänderung 
per  Querschnittseinheit  herbeiführt,  wird  nach  §  198,  Formel  (1),  sein 

(i)  eKl^äm-«v-l._ 

Man  zerlege  diese  Kraft  in  zwei  Seitenkräfte,  senkrecht  und  pa- 
rallel zur  Achse,  so  ist  die  letztere  Seitenkraft 

(2)  E  FL2  -^c^2 +^2 x2  -  L  VL2-a2a2 

L  '  lAL2-a2a2+«2x2' 

Diese  Kraft  ist  proportional  dem  Querschnitt  der  Faser,  auf  welche 
sie  wirkt.  Multipliziert  man  sie  daher  mit  2  n  x  d  x ,  so  erhält  man 
die  Kraft,  welche  eine  Schicht  ausdehnt,  die  zwischen  zwei  Cylinder- 
flächen  liegt,  beschrieben  mit  den  Radien  x  und  x-j-dx.  Integriert 
man  sodann  noch  zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  R,  so  erhält 
man  die  Summe  der  ausdehnenden  und  zusammendrückenden  Kräfte, 
welche  in  der  Richtung  der  Achse  liegen.     Diese  Summe  ist 

_     _   V"L2-a2a2    r}  Lx  \  . 

2ttE  — = (x—  ,,_  )dx 

L  J\  ]AL2-«2a2  +  «2x2/ 

o 
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Da  aber  die  Kräfte  in  der  Richtung  der  Achse  in  jedem  Quer- 
schnitt sich  das  Gleichgewicht  halten,  so  muss  dieses  Integral  =0 
sein.     Folglich  erhält  man  zur  Bestimmung  von  a  die  Gleichung 

-y-  -  ~  (KL2-«2a2+«2R2  -  TL2-«2a2)  =  0, 

woraus  sich  ergibt 

Für  einen  kleinen  Torsionswinkel  a  ist  daher  annähernd 
a  =  -— =  0,707  R, 

d.  h.  für  schwache  Verdrehungen  beträgt  der  Halbmesser  der  Neutral- 
schicht 0,707  vom  Halbmesser  des  Cylinders. 

IL   Statisches  Moment  der  verdrehenden  Kraft. 

Dieses  Moment  setzt  sich  aus  zwei  Teilen  zusammen:  dem  Teil, 
welcher  aus  der  Längenverschiebung  und  demjenigen,  welcher  aus  der 
Querverschiebung  entspringt. 

A.  Erstes  Moment.  Die  Kraft  (1),  welche  eine  Faser  vom 
Querschnitt  1  in  der  Richtung  der  Schraubenlinie  ausdehnt,  gibt  fol- 
gende Seitenkraft  senkrecht  zur  Achse,  also  in  der  Richtung  der  Drehung 


]AL2-«2a2 
L — 


L  VL2-«2a2  +  «2x2  ' 

Diese  Kraft  verschwindet  für  x  =  a,  weil  in  der  neutralen  Schicht 
keine  Resultante  vorhanden  ist ;  sie  wird  für  Werte  zwischen  x  =  a 
bis  x  =  R  positiv  und  für  Werte  zwischen  x  =  a  und  x  =  0  negativ. 
Multipliziert  man  sie  mit  dem  Flächeuelement  2  n  x  d  x  uud  dem  Hebel- 
arm x  und  integriert  innerhalb  der  Grenzen  x  =  0  bis  x  =  R,  so  er- 
gibt sich 

...  2tt«E    [f  3      Lx3  \ 

0 

als  statisches  Moment  der  Torsion,    welches   aus   der   Längenänderung 
hervorgeht.     Nun  ist 


Ji 


x3dx  =x2y"L2-«2a2-t-tt2x2 

J^Ä2H-a2x2~  "2 

2(L2  —  a2a2-]-tt2x2) 
3«4 
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Folglich  der  Wert  des  bestimmten  Integrals  (4) 
2naE 


R^  _  LR2]/~L2-«2a2-|-«2R2       2  L(L2-«2a2+«2R2)2 
4  a2  3a4 


2L(L2-a2a2)2  1 
3«4  J* 


Entwickelt  mau  in  Reiben  und  setzt  den  Wert  von  a  aus  (3)  eiu, 
so  erbält  mau,  wenn  die  Glieder  von  der  fünften  Potenz  von  a  au 
vernachlässigt  werden,  als  gesuchtes  Moment 

ttL     R6«3 

(5)  ~2T'^J~- 

B.  Zweites  Moment.  Ein  prismatischer  Stab  vou  der  Länge  L, 
im  Innern  des  Cylinders  parallel  zur  Achse  gedacht,  werde  am  eiuen 
Ende  in  der  Querrichtung  um  A  L  verschoben,  so  ist  die  verschiebende 
Kraft  P,  nach  §  198,  proportional  der  Verschiebung  AL,  dem  Quer- 
schnitt q  und  verkehrt  proportional  der  Länge  L.  Bezeichnet  T  eine 
Konstaute,  welche  von  der  Natur  des  Materials  abhängt,  so  ist  diese 
Kraft 

(6)  P  =  T1N 

Wird  q  =  l  und  — j— =  1,  so  ist  P  =  T.     Daher  bedeutet  T  die 

Kraft,  welche  einen  prismatischen  Stab  vom  Querschnitt  1  soweit  in 
der  Querrichtung  verschieben  kann,  dass  die  Verschiebung  gleich  wird 
der  ursprünglichen  Länge.  Man  nennt  daher  T  Modul  der  Elasti- 
zität für  Torsion. 

Man  lege  mit  den  Radien  x  und  x-j-dx  zwei  Gyliuderflächen,  so 
schliessen  sie  eine  Schicht  ein  vom  Querschnitt  2  n  x  d  x.  Setzt  man 
diesen  Wert  für  q  in  (6)  und  ersetzt  A  L  durch  die  Verschiebung  «  x, 
so  erhält  man  als  Kraft,  welche  diese  Schicht  verdreht 

T^-S^xdx. 

Li 

Das  statische  Moment,  womit  diese  Kraft  der  Drehung  widersteht, 
wird  erhalten,  wenn  man  die  Kraft  multipliziert  mit  dem  Hebelarm  x. 
Dehnt  man  dieses  Momeut  auf  alle  Schichten  aus,  welche  den  Cylinder 
zusammensetzen,  so  erhält  man  das  gesuchte  Moment 

R 

2kT«    P,,  n T      R4« 


(7)  ^— jxadx  =  _ 


Hiernach  wird  das   gesammte  Moment  M,  womit  der  Cylinder  der 
Drehung  Widerstand  leistet,  als  Summe  aus  (7)  und  (5) 

ttT      R4«     .    n  E     R6«3 

(8)  M=^— L-+-»r-Li-- 
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Zwischen  deu  Kräften  T  uud  E  besteht  folgender  Zusammenhang. 
Weuu  T  eine  Quer  Verschiebung  herbeiführt,  die  so  gross  ist  als  die 
ursprüngliche  Länge  L  des  Stabes ,  so  wird  die  Lauge  des  Stabes 
zur  Hypotenuse  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  mit  den  Katheten  L 
uud  L,  erhält  also  den  Wert  L  ]^2.  Die  Zunahme  an  Lauge  wird 
also  L]^¥ — L,  während  die  Kraft  E  eine  Zunahme  =  L  hervorbringt. 
Diese  Zunahmen  verhalten  sich  wie  \^2 — 1:1.  Gerade  ebenso  ver- 
halten sich  auch  die  Kräfte,  welche  sie  veranlassen.     Daher  ist 

T:E  =  V2  —  1:1, 

woraus  folgt  T  =  0,414 E.      Nach  Navier   nimmt  man  hierfür  allge- 
mein T  =  0,4E. 

Führt  man  diesen  Wert  von  T  in  (8),  so  wird 


(9) 


M    tte  r4«  r,  ,  5  fR«  vn 


Man  ersieht  aus  Gleichung  (8),  dass  der  Teil  der  gesammten  Mo- 
mente, den  die  Längenänderungen  liefern,  sehr  klein  ist  gegenüber  dem 
andern  Teil;  weshalb  gewöhnlich  nur  der  von  der  Querverschiebung 
herrührende  iu  Rechnuug  kommt.     In  diesem  Fall  erhält  man  aus  (9) 

?rE      R4« 

(10)  «___.__. 

Diese  Formel  findet  bei  der  Coulomb'schen  Dreh  wage,  bei  deu 
cyliudrischen  Wellen  zur  Uebertraguug  der  Kraft  etc.  ihre  Anwendung. 

Für  einen  hohlen  Cylinder  erhält  man  aus  (7),  indem  man  das 
Iutegral  von  x  =  r  bis  x  =  R  nimmt 

(11)  M==-*£«(R*-r*). 

Es  sei  k  die  Kraft,  welche  an  der  Oberfläche  des  Cylinders  ein 
Stäbchen  vom  Querschnitt  1  eine  Querverschiebuug  =  R  a  zu  geben 
vermag.  Da  der  Kraft  T  eine  Verschiebung  L  entspricht,  so  besteht 
die  Relation 

k  _  R« 

T  ~~    L    ' 

welche  der  Gleichung  (7)  des  §  202  entspricht.  Führt  man  hieraus 
den  Wert  von  T  in  (10)  und  (11),  so  erhält  man  für  den  massiven 
und  hohlen  Cylinder 

(12)  M=ykR3     und     M=y^(R4-r4). 

Die  Momente  (9) ,  (10)  und  (11) ,  welche  den  Drehwinkel  enthal- 
ten, heissen  Elastizitätsmomeute,  jene  unter  (12),  welche  die  Spannung  k 
enthalten,  Festigkeitsmomente.  Mau  erkennt,  dass  das  Verhältnis  M :  a 
für  einen  und  denselben  Cylinder  konstant  ist. 

205.  Torsion  eines  abgekürzten  Krciskegels.  Der  Kreiskegel  sei 
an  der  grössern  Grundfläche  BD  (Fig.  73)  festgehalten  und  werde  am 
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andern  Ende  A  C  durch  ein  statisches  Moment  M,  welches  in  der  Ebene 

der  kleinern  Grundfläche  wirkt,  gedreht.     Es  seien: 

R,  r  die  Halbmesser  der  grossem  und  kleiuern  Grundfläche, 

L  =  AB  die  Achsenlänge  des  Kegels, 

x  =  Aa  ein  veränderliches  Stück  auf  der  Kegelachse, 

y  =  a  b  der  Halbmesser   eines    zur  Achse  normalen   Schnittes   durch 

den  Punkt  a, 
a,  <p  die  Torsionswinkel  des  Kegels  für  die  Längen  x  und  L. 

Der  Winkel  a  ist  eine  Funktion  von  x,  so 
dass  Kumdß  zunimmt,  wenn  x  um  d  x  wächst. 
Wenn  also  aa'  =  dx  und  man  legt  durch  a' 
einen  Schnitt  senkrecht  zur  Achse ,  so  ist  d  a 
der  Torsionswinkel  für  einen  Cylinder  von  der 
Höhe  dx,  liegend  zwischen  den  Querschnitten 
durch  a  und  a'.  Wird  die  Formel  (10)  der 
vorigen  Aufgabe  auf  diesen  Cylinder  angewendet, 
also  nur  auf  die  Querverschiebungen  Rücksicht 
genommen,  so  erhält  man 


dß  = 


5M    dx 
ttE    v4 


Zieht  man  die  Gerade  C  p  q  parallel  zur  Achse,  so 
liehen  Dreiecke  C  p  b  und  C  q  D  die  Proportion 

y  —  r  :  R  —  r  =  x  :  L, 
woraus  folgt 


m  die  ähu- 


=  L 


dx  =  L 


R-r  '  R  —  r 

Setzt  man  diesen  Wert  von  d  x  in  den  von  d  a,  so  kommt 
5  M  L         d  y 

da  =  ^F7'¥^'74-- 

Um  hieraus   den   Torsionswiukel   für  die  ganze   Länge  des  Kegels 
zu  erhalten,  hat  man  wie  folgt  zu  integrieren 

(p  R 


/— -£-^J^-* 


daher  als  Wert  des  Drehwinkels  am  befestigten  Ende 
_   5M 
V~  3ttE    I 
oder 


-Ar3         RV 


SP  = 


5  ML    R2  +  Rr  +  : 


3ttE 


R3 


Wird    hierin  r  =  R,   so   geht   diese  Formel   über   in   die   für  den 
Cylinder,  wie  es  sein  soll. 
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XV.    Aufgaben  über  die  Anziehung  nach   dem  Gesetze  der 
Gravitation. 

206.  Gesetz  der  Anziehung.  Zufolge  des  Newton 'sehen  Gesetzes 
der  Gravitation  ist  die  Kraft,  mit  welcher  zwei  materielle  Teilchen 
sich  anziehen,  direkt  proportional  den  Massen  dieser  Teilchen  und  ver- 
kehrt proportional  dem  Quadrat  ihres  Abstandes. 

Sind  in,  in'  die  Massen  der  Teile,  r  ihr  Abstand  und  c  eine  Kon- 
staute, so  ist  die  Anziehung  beider  Masseu  gleich 

mm' 
c — 5—. 


Setzt  mau  in  dem  vorstehenden  Ausdrucke  m  =  ni'  =  1  und 
r=l,  so  wird  die  Konstante  c  diejeuige  Kraft  bezeichnen,  welche  zwei 
Masseneiuheiteu  in  der  Entfernung  =  1  aufeinander  ausüben. 

207.    Anziehung    eines   Punktes    und    einer   geraden    Linie,    deren 
Richtung  dureh  den  Punkt  geht.     Es  seien  m  die  Masse  des  anziehenden 
Punktes  A  (Fig.  74),  m'  die  Masse  der  Längeneinheit  der  Ge-     „. 
raden,  a  und  b  die  Entfernungen  der  Endpunkte  B  und  D  der       J^™ 
Geraden  vom  anziehenden  Punkt  und  x  der  Abstand  eines  be- 
liebigen Punktes  der  Geraden  von  A.     Lässt  man  x  in  x-j-dx 
übergehen,   so  entsteht  auf  der  Geraden   ein  Teilchen  von  der 
Länge  d  x  und  der  Masse  m'  d  x.     Die  Anziehung  dieses  Teil-      Hl 
chens  und  der  Masse  m  ist  daher   nach  §  206  : 

mm'dx 


Folglich  die  Anziehung  der  ganzen  Linie  und  der  Masse  m 

b 

c m  m'  I x-2 dx  =  cmm/( —  J. 

a 

Reicht  die  Gerade  bis  zum  Punkte  A,  so  ist  a  =  0,  also  die  An- 
ziehung =  OO.  Wird  dagegen  b  =  (X  angenommen,  so  erhält  mau 
als  Anziehung  eines  Punktes  und  einer  unendlich  laugen  Linie 

mm'           m  •  m' a 
c —  —  =  c ^ . 


Diese  Anziehung  ist  also  ebenso  gross ,  wie  die  einer  Linie  vou 
der  Länge  a  im  Abstände  a  von  der  Masse  m. 

20$.  Anziehung  einer  Geraden  und  eines  Punktes,  der  ausserhalb 
der  Richtung  der  Geraden  liegt.  Es  seien  m  die  Masse  des  anziehen- 
den Punktes  A  (Fig.  75),  m'  die  Masse  der  Längeneinheit  der  Gera- 
den CD,  a  — AB  die  Länge  des  Lotes  vom  anziehenden  Punkt  nach 
der   Geraden   und   x  =  Be   ein    beliebiges   Stück   der    Geraden ,   von  B 

Autenheimer,   Elenieiitarbuch.  14 


Fig.  75. 


(1) 


—     210     — 

aus  gezählt.  Es  gehe  x  in  x-|-dx  über,  so  ent- 
steht auf  der  Geraden  ein  Teilchen  von  der  Lauge  dx 
und  der  Masse  m'  d  x.  Der  Abstand  dieses  Teil- 
chens von  der  Masse  in  ist  A  e  =  Va2 -j-  x2 ; 
folglich  die  Anziehung  der  Massen  m'dx  uud  m 
gleich 

mni'dx 

C  a2-r-x2' 

Teilt  man  die  Gerade  in  uuendlich  viele  solcher  Massenteile  m'dx 
und  bestimmt  ihre  Anziehungen  auf  die  Masse  m,  so  erhalten  diese 
Kräfte  verschiedene  Richtungen,  weil  sie  alle  nach  A  hin  konvergieren. 

Man  zerlege  deshalb  diese  Anziehungen  in  zwei  Seitenanziehungen, 
wovon  die  einen  normal  sind  zur  Geraden,  die  andern  aber  mit  der 
Richtung  der  Geraden  zusammenfallen.  Alsdann  können  die  Kräfte 
nach  derselben  Richtung  addiert  werden. 

I.   Die  Seitenkraft  von  (1)   in  der  Richtung   der  Geraden  CD   ist 

mm'dx         .     „  .        xdx 


-h 


cos  AeB  =  cnirn' 


(a2+x2)2 


Um    dieses  Differential    zu    integrieren,    setze   man    a2-|~x' 
also  x  d  x  =  z  d  z,  so  erhält  man  statt  des  letzten  Differeutials 

,  dz 
cmm  — s-. 
z2 

Hiervon  ist  das  Iutegral  für  unbestimmte  Grenzen 

1 
z 


cm 


tf 


dz 


c  m  m 


c. 


Um  die  Anziehung  des  Stückes  Be  auf  die  Masse  m  zu  erhalten, 
muss  das  vorstehende  Integral  von  x  =  0  bis  x  =  x,  also  auch  von 
z  =  a  bis  z  =  l^a2  -f-  x2  genommen  werden.     Dies  gibt 


i'  lz-2dz: 


1  Va         l/"ä2  4-x2/ 


Setzt  man  hierin  x  =  oo,  so  erhält  man  als  Anziehung 


also  dasselbe,  was  in  der  letzten  Formel  der  vorigen  Aufgabe. 

Wenn  der  Teil  D  B  der  Geraden  gleich  ist  B  e,  so  entspricht  bei- 
den Teilen  eine  gleiche  Anziehung,  jedoch  mit  entgegengesetzten  Zeicheu. 
Diese  Anziehungen  heben  sich  somit  auf.  Wenn  aber  DB  =  x'<^x, 
so  entsteht  eine  Kraft  in  der  Richtung  von  C  nach  D  gleich  der 
Differenz 
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(a         j/V+x2)       Va         Ka2-fx,2] 

,/ 1  1  \ 

VKa24-x,2         Ka2-hx2/ 

IL  Die  Seiteukraft  von  (1)  normal  zur  Geraden  CD  ist 

mm'dx    .     .     n  .  d  x 

siu  A  e  15  =  c  a  ni  m  «-. 


Behufs  der  Integration  setze  mau  a2  -|-x2  =  x2z2,  wo  z  eiue  neue 
Variable  bezeichnet,  so  ist 

a2  oi2         a2z2  a  azdz 

x2  =  -2-_rT;     a2  +  x2  =  ^-TY'     dx  =  -  —j-; 

(z2-l)2 

folglich 

.         dx                             .dz 
camm  — ■ 3-  =  —  cmm  ^-. 

(a2  +  x2)y 


Das  Integral  hiervon  ist 


■i 


d  x  m  m'        Tr 

c h  Konst. 


3^ 
(a2  +  x2)2 


Da  aber  z  =  —  —  ,  so  erhält  mau  als  Auziehuug  der  Masse  m 

und  des  Stückes  Be  der  Geraden 


m  m 
c 


mm 
c 


c  a  m  m  J ± 

0  (a2  +  x2)2  V  a  "^ 

Wenn  das  Stück  BD  der  Geraden  =x'  gesetzt  wird,  so  erhält 
man  als  Anziehung  der  Masse  m  und  der  Geraden  D  e  eine  Summe 
gleich 

X-=-A ± \ 

l^  +  x2  ^  KaM=V/ 

Werden  x  und  x'  unendlich  gross,  so  kann  man  die  Grössen 
y  a2  -\-  x2  mit  x  und  y~a2-j-x,2  mit  x,  verwechseln  uud  man  erhält 
als  Anziehung  der  Masse  m  und  eiuer  nach  beiden  Seiten  ins  Unend- 
liche verlängerten  Geraden 

mm' 

2  c . 

a 

Bemerkung.  In  A  befinde  sich  der  Pol  eines  Magneten  uud 
es  werde  die  Gerade  D  C  von  einem  galvanischen  Strome  durch- 
strichen,   so  drückt   die    letzte  Formel   auch   die   Anziehung   zwischen 
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diesem  Magneten  und  dem  galvanischen  Strome  aus.  Dabei  bezeich- 
net m  die  freie  Flüssigkeit  im  maguetischen  Pole  und  my  die  Strom- 
intensität. 

209.  Anziehung  der  Spitze  und  Grundfläche  eines  geraden  Kreis- 
kegels. Es  sei  A  B  =  a  (Fig.  76)  die  Achse  und  B  C  =  R  der  Halb- 
messer der  Grundfläche  des  Kegels;  ferner  sei  m  die  Masse  des  an- 
ziehenden Punktes  in  der  Kegelspitze  und  m'  die 
Masse  der  Flächeueiuheit  der  Grundfläche.  Man 
ziehe  den  Radius  BD  so,  dass  der  Winkel  CBD  =  a 
eine  unendliche  kleine  Grösse  wird;  beschreibe 
sodann  mit  den  Radien  Bx  =  xund  x-f  dx  von 
B  aus  zwei  Kreise,  so  liegt  zwischen  diesen  Krei- 
sen und  jenen  beiden  Radien  eine  unendlich  kleine 
Fläche,  die  als  Rechteck  betrachtet  werden  kann. 
Der  Inhalt  dieses  Flächeuelementes  ist  =  a  x  d  x, 
dessen  Masse  =  m'  «  x  d  x'  und  dessen  Abstand  Ax 
von  der  Kegelspitze  =  J/a^-f-x2;  die  Auziehuug  dieses  Massenelemen- 
tes und  der  Spitze  ist  daher 

.    «xdx 


— -    a2  +  x2' 

Man  zerlege  diese  Kraft  in  zwei  Seitenkräfte,  wovon  die  eine  längs 
des  Halbmessers  xB  und  die  andere  parallel  zur  Achse  wirkt.  Die 
erstere  Seiteukraft  wird  durch  eine  zur  Achse  AB  symmetrisch  ge- 
legene Seitenkraft  aufgehoben.     Die  letztere  Seitenkraft  ist 

.         xdx       .    .     _  .  xdx 

c m m  a  — s— ; — 5-  sinAxB  =  camm  a =-. 


^  (a2  +  xf 

Dehnt  man  hierin  den  Bogen  a  zu  2  n  aus ,  so  erhält  man  die 
Anziehung  zwischen  der  Masse  m  und  der  jener  Ringfläche,  deren  Ra- 
dien x  und  x-[-dx  sind,  gleich 

.        xdx 
(1)  2  7racmm  —      3-. 

(a2  +  x2)T 

Das  Integral  dieses  Ausdruckes  von  x  =  0  bis  x  =  R  gibt  die 
gesuchte  Anziehung  der  Spitze    und  Grundfläche   des  Kegels.      Um  die 


Integration  zu  vereinfachen,  setze  man 


so  wird  xdx  =  zdz; 


folglich  wird  das  vorstehende  Differential  (1) 
2  7racmm/z_2dz 
und  da 

2 71  a c m m'  I z-2 dz=  —  2  7r  a  c 1- Konst., 

so  erhält  man  als  gesuchte  Anziehung,  wenn  z  durch  x  ersetzt  wird 


213 


(2) 


R 

2  n  a  c  m  m'      .,  r  =—  =  27rcmm'(l _. , —  V 


Dieser  Ausdruck  gilt  für  jeden  Wert  von  a,  der  von  der  Null 
verschieden  ist. 

210.   Anziehung  einer  in  der  Spitze  eines  Kegels  befiudlicheu  Hasse 

und  der  Masse  dieses  homogenen  Kegels.  Es  sei  h  die  Höhe  und  s 
die  Kante  des  Kegels;  ferner  m  die  in  der  Spitze  des  Kegels  befind- 
liche Masse  und  in'  die  Masse  der  Kubikeinheit  des  Kegels.  In  den 
Abständen  x  und  x  -J-  d  x  von  der  Spitze  lege  man  zwei  Querschnitte 
durch  den  Kegel,  senkrecht  auf  die  Achse,  so  schliessen  sie  eine 
cylindrische  Scheibe  von  der  Dicke  dx  und  einem  Halbmesser  ein,  den 
wir  mit  y  bezeichnen  wollen. 

Die  Anziehung  der  Masse  m  und  dieser  Scheibe  kann  ausgedrückt 
werden  durch  Formel  (2)  der  vorigen  Aufgabe,  wenn  daselbst  m'  mit 
ra'dx,  a  mit  x  und  R  mit  y  vertauscht  wird.     Man  erhält 


2  ?r  c  m  m'  d  x  (  1 =-===-  V 


Allein  das  Verhältnis  x:  Y~x2-\-y2  ist  gleich  dem  Verhältnis  h :  s, 
deshalb  wird  der  vorstehende  Ausdruck 

27rcmm'dxfl ]. 

Mithin  die  Anziehung  der  Masse  m  auf  den  ganzen  Kegel 

h 

2  7r  c  m  m'  (  1 jldx  =  27rcmm'hfl  —       ). 

o 

211.  Anziehung  einer  homogenen  Halbkugel  und  einer  im  Mittel- 
punkt der  Kugel  befiudlicheu  Masse.  Diese  im  Mittelpunkt  liegende 
Masse  sei  =  m,  die  Masse  der  Kubikeinheit  der  Kugel  =  m'  und  der 
Halbmesser  der  Kugel  =  r.  Man  lege  in  den  Abständen  x  und 
x-}-dx  von  der  begrenzenden  Halbkreisfläche  zwei  Schnitte  durch  die 
Kugel,  so  schliessen  sie  eine  cylindrische  Scheibe  ein  von  der  Dicke  dx; 
ihr  Halbmesser  sei  y.  Die  Anziehung  der  Masse  m  und  dieser  Scheibe 
wird  daher  nach  Formel  (2) ,  §  209 ,  sein ,  indem  man  m'  mit  m'  d  x 
vertauscht. 

27rcmm'dx(  1 -,r  —  \. 

Allein  es  ist  x2-f-y2  =  r2;  folglich  die  vorstehende  Anziehung 
27rcmm'dxfl ]. 
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Mithin   die  gesuchte  Auziehung   der    Masse  m    und    der  Halbkugel 
2  n  c  rn  in'    d  x  f  1  —  —  1  =  tz  c  mm'  r. 


Die  Masse  der  Halbkugel  ist  =  —  n : 


m'.     Denken  wir  uns  diese 


Masse  in  einem  solchen  Abstände  z  vom  Mittelpunkt  konzentriert,  dass 
die  Anziehung  zwischen  ihr  und  m  dieselbe  bleibt,  wie  wenn  die 
Masse  gleichförmig  im  Volumen  der  Halbkugel  verteilt  wäre,  so  wird  sein 

.          2    7rr3ni'rnc 
n  c  m  m  '  r  =  — -^ , 

woraus  folgt 


-vi- 


Fig.  77. 

-  =  0,816  r. 

Dieser   Punkt  im   Abstaude    z    vom    Mittelpunkt    der    Kugel    wird 
der  Mittelpunkt  der  Anziehung  der  Masse  genannt. 

212.  Auziehung  einer  homogenen  Kugel  und  eines  Punktes  auf  der 

Oberfläche  der  Kugel.  Die  Masse  des  anziehenden  Punktes  A  (Fig.  77) 
auf  der  Kugel  sei  =m,  die  der  Kubikeinheit  der 
Kugel  =  m'  und  der  Halbmesser  der  Kugel  =  r. 
Man  nehme  A  zum  Anfangspunkt  zweier  rechtwinke- 
liger Achsen  Ax,  Ay,  wovon  die  erstere  durch  den 
Mittelpunkt  der  Kugel  geht  und  die  letztere  die  Ober- 
flache derselben  berührt ,  so  ist  die  Gleichung  des 
grössten  Schnittkreises  der  Kugel,  der  diese  Achsen 
enthält ,  y2  =  2  r  x  —  x2.  Man  lege  in  den  Abstän- 
den x  und  x-[-dx  zwei  Schnitte  durch  den  Körper, 
senkrecht  auf  A  x,  so  schliessen  sie  eine  cylindrische  Scheibe  von  der 
Dicke  d  x  und  einem  Halbmesser  y  ein.  Die  Anziehung  der  Masse  m 
und  dieser  Scheibe  ist  nach  Formel  (2),  §  209   für  m'dx  statt  m' 

27rcmm/dx[  1 ,.  —  I. 

V       Vx2-r-y2/ 

Allein  es  ist  x2-}-y2  =  2rx;  folglich  das  vorstehende  Differential 

27rcmm'dx(l—  J^L  \ 

V  K2r  / 

Mithin  die  Auziehung  der  Masse  m  und  der  anliegenden  Halbkugel 
i 

Pr   /            x2     \                             /          V2\ 
27rcmm/     dx(  1 -,  .. l  =  27rcmm'r(  1 I. 

Bezeichnet   z   den   Abstand    des   Punktes  A    vom   Mittelpunkt  der 
Anziehuug  dieser  Halbkugel,  so  wird  sein 
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2    cmm'7irr 


=  2  7r  c  m  m'  r 


z 


(-¥> 


0,794  r. 


^3-1^2" 
Die  Anziehung  des  Punktes   A  auf  die  ganze  Kugel  ist 


2  7rcmni/ 

r 

y^. 

\^           4 

1  d  x  =      7r  c  m  m 

r. 

Der  Abstand 

des 

Punktes  A   vom  Mittelpunkt 

der 

Anziehung 

der 

Kugel  sei  =  z,  so 

muss  sein 

4 
3 

7r  cmm 
z2 

i'r3 

4 
TT  c  na  m  r, 

woraus  folgt 

d.  h.  jede  homogene  Kugel  zieht   einen  Punkt   auf  ihrer  Oberfläche  so 
an,  wie  wenn  die  Masse  der  Kugel  in  ihrer  Mitte  vereinigt  wäre. 

213.  Anziehung  zwischen  einer  homogeuen  Kugel  und  einem  Punkte 
ausserhalb  der  Kugel.  Die  Masse  des  anziehenden  Punktes  A  (Fig.  78) 
ausserhalb  der  Kugel  sei  =  m ,  die  Masse  der  Kubikeinheit  der  Ku- 
gel =  m';  ferner  der  Abstand  von  A  bis  zum  Mittelpunkt  B  der  Ku- 
gel =  b,  der  Halbmesser  der  Kugel  =  r.  In  einem 
grössteu  Schmttkreise,  gehend  durch  A,  nehme 
man  zwei  rechtwinkelige  Koordinatenachsen  B  A 
und  B  y  an.  Die  Koordinaten  eines  Punktes  C  in 
diesem  grössten  Kreise  seien  BD  =  x,  D  C  =  y ; 
also  wird  sein  y2  =  r2  —  x2.  Man  lege  in  den 
Abständen  x  und  x  -4-  d  x  von  B  aus  zwei  Schnitte 
durch  die  Kugel,  senkrecht  auf  die  Abscissenachse, 
so  schliessen  sie  eine  cylindrische  Scheibe  ein  von 
der  Dicke  d  x  und  dem  Halbmesser  y.  Der  Abstand  derselben  von  A 
aus  ist  A  D  =  b  —  x.  Folglich  ist  die  Anziehung  zwischen  dieser 
Scheibe  und  der  Masse  m,  nach  Formel  (2),  §  209 

/  b  —  x  \ 

27rcmm'dx(  1 


y-(b_x)2_|_y2 

Allein  es  ist 

(b  -  x)2  -f  y2  =  b2  +  r2  -  2  b  x. 
Mithin  das  vorstehende  Differential 


yrcmm'd 


(- 


~Kb2  +  r2-2bx/ 
Behufs  der  Integration  setze  man  b2-|-r2 — 2bx  =  n,  so  ist 
b2-j-r2-u  a  du 

X  = 2b 5      dX  =  -2T' 
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Folglich  das  obige  Differential 


>2  _  „2 


Tronini'/  b- - 

Das  unbestimmte  Integral  dieser  Formel  ist 


b         V  b 

oder  indem  man  den  Wert  von  u  einführt 


M) 


b2-i-r2-2bx-   ^J''2  Tb2  +  r2-2bx 


_¥b"(b2  +  r2-2bx)0+a 


Um  die  Anziehung  zwischen  der  ganzen  Kugel  und  dem  Punkte  A 
zu  erhalten,  muss  dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  x  = —  r  bis 
x  =  r  genommen  werden.     Der  Wert  dieses  Integrals  ist 

für  die  obere  Grenze 

,2_  v2 


7r  cm 


b 
für  die  untere  Grenze 


m'  /  b2  —  r2  \ 

-((b-r)2-    L_L_(b_r)__L.(b_r)3^  +  C; 


'Vfr)"-J^(b  +  r)-^(b  +  r)M 


b        V     '     '  b        v     '     '       3b 

Zieht  mau  den  letztern  Wert  vom  erstem  ab,  so  erhält  man  nach 
einer  einfachen  Reduktion  die  gesuchte  Auziehung  gleich 

4  ,    r3 

4 
Nun  ist  aber  — -7rm'r3  =  M  die  Masse   der  Kugel;    folglich   ihre 
o 

Auziehung  auf  die  Masse  m  ausserhalb  derselben  gleich 

mM 

Die  Kugel  zieht  also  den  Punkt  A   gerade  so  an,   wie    wenn  ihre 
Masse  in  ihrem  Mittelpunkt  vereinigt  wäre. 


XVI.  Aufgaben  über  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung 
des  Wassers. 

213.  Druck  des  Hassers  gegen  die  Wände  der  Gefässe.  Der  Druck 
des  Wassers,  soweit  derselbe  nur  von  der  Schwere  der  Wasserteile 
herrührt,  wächst  proportional  mit  der  Tiefe  unter  der  Oberfläche. 
Dieser  Druck,    in   senkrechter  Richtung   auf  ein  unendlich  kleines  Flä- 
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chenteilchen  der  Wand  ausgeübt,  ist  gleich  dem  Gewicht  einer  pris- 
matischen Wassersäule,  welche  dieses  Flächenteilchen  zur  Grundfläche 
und  seine  Tiefe  unter  dem  Niveau  zur  Höhe  hat. 

Es  sei  dF  das  Flächenteilchen,  h  seine  Tiefe  unter  dem  Niveau 
und  p  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  Wasser,  so  ist  das  Volumen 
jener  Wassersäule  =hdF,  also  der  Normaldruck  auf  das  Flächen- 
teilchen =  phdF. 

215.  Horizontaler  Druck  des  Wassers  auf  eine  rechtwinkelige,  ver- 
tikale Gefässwand.  Der  benetzte  Teil  der  Wand  sei  AB  CD  (Fig.  79), 
die  Breitenkante  AB  =  b  liege  horizontal,  die  Flächeukante  AD  =  h 
vertikal.  Man  lege  in  den  Tiefen  x  uud  x-{-dx  unter  dem  Wasser- 
spiegel zwei  horizontale  Ebenen  durch  die  Wand,  so  schliessen  sie 
ein  rechtwinkeliges  Flächenelement  =bdx  ein.  Auf  alle  Stellen  die- 
ses Elementes  ist  der  Wasserdruck  derselbe.      Bezeichnet   p   wie    oben 


Fig.   79. 


das  Gewicht  der  Kubikeinheit  Wasser,  so  ist  der 
Druck  auf  bdx  =  pbxdx;  folglich  der  Druck  auf 
die  ganze  Wandfläche 

(1)  pbjxdx  =  |pbh2. 

Der  Druck  p  b  x  d  x  auf  das  Flächenelement  b  d  x  strebe  eine 
Drehung  an  um  die  Kante  AB  als  Drehachse,  so  wirkt  dieser  Druck 
am  Hebelsarm  x,  sein  statisches  Moment  ist  daher  =  pbx2dx;  folg- 
lich die  Summe  der  statischen  Momente  aller  Kräfte,  welche  auf  die 
Wand  wirken,  in  Bezug  auf  die  angenommene  Drehachse 

rh  i 

(2)  pb    x2dx  =  --pbh3. 

J0  ö 

Denkt  man  sich  den  Gesammtdruck  (1)  in  einer  Tiefe  z  unter 
der  Drehachse  AB  so  wirksam,  dass  sein  statisches  Moment  gleich 
ist  der  Summe  (2),  so  erhält  man 


woraus  folgt 


-pbh2-z  =  -pbh3, 


.-}*. 


Der  Angriffspunkt  der  Resultante   aller  parallelen  Kräfte,    welche 

2 
auf  die  Wand  wirken,    liegt   in   einer  Tiefe  =irh    unter    der    Ober- 

o 

fläche   des    W7assers.      Man   nennt   diesen    Angriffspunkt   den    Mittel- 
punkt des  Druckes  auf  die  Wand. 

Der  Druck  auf  eine  untergetauchte ,  rechtwinkelige  Wand ,  deren 
obere  Kante  um  h'  und  deren  untere  um  h  unter  dem  Wasserspiegel 
liegt,  ist  vermöge  des  Differentials  pbxdx: 

rh        i 

pb    xdx  =  -pb(h2-h'2) 
J  h<  2 
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und  die  Summe  der  statischen  Momente  der  Kräfte,  welche  normal 
auf  die  Wand  wirken,  in  Bezug  auf  eine  in  der  Oberfläche  des  Was- 
sers liegende  Drehachse 

rh  1 

pb    x2dx  =  -pb(h3-h'3). 
J  h'  6 

Folglich  liegt  der  Mittelpunkt  des  Druckes  auf  diese  Wand  in 
einer  Tiefe  unter  dem  Wasserspiegel 

_  2  h3-h'3_2    h2  +  hh'  +  h'a 
3  h2-h'2  ~3    "       h-fh' 

216.  Horizontaler  Druck  des  Wassers  auf  eine  vertikale,  dreikau- 
lige  Gefiisswand.     Es  sei  ABC  (Fig.  80)  der  benetzte  Teil  der  Wand, 

Fig.  80.  (^e  horizontale  Basis  A  B  =  b ,  die  Dreieckshöhe  =  h. 
Man  lege  in  den  Tiefen  x  und  x-fdx  unter  A  B  zwei 
horizontale  Linien  durch  die  Wand.  Die  erste  dersel- 
ben sei  y,  so  ist 

y  :  b  =  h  —  x  :  h,       y  =  —  (h  —  x). 

Folglich  das  Flächenelement  zwischen  jenen  zwei  Horizontalen 

y  d  x  =      (h  —  x)  d  x. 

Bezeichnet  p  das  Gewicht  der  Kubikeiuheit  des  Wassers,  so  ist 
der  Druck  auf  dieses  Flächenelement 

p  x  y  d  x  =  p      (h  x  —  x2)  d  x. 

Folglich  der  Druck  auf  die  ganze  Wand 

(1)  p  |-J(hx-x2)dx=  *pbh2 

und  die  Summe  der  statischen  Momente  aller  Kräfte,  welche  normal 
auf  die  Dreiecksfläche  wirken,  in  Bezug  auf  AB  als  Drehachse 

(2)  p^J(hx2-x3)dx=   j^pbh3. 

Liegt  der  Mittelpunkt  des  Druckes  in  einer  Tiefe  z  unter  der 
Oberfläche,  so  muss  das  Moment  von  (1)  gleich  dem  Momente  (2)  sein. 
Dies  gibt 

.-£». 

217.  Druck  des  Wassers  auf  die  Grundfläche  eines  cyliudrischen 
Gefässes,  dessen  Achse  horizontal  liegt.  Das  Gefäss  sei  ganz  mit  Was- 
ser gefüllt,  durch  den  Mittelpunkt  0  (Fig.  81)  der  Kreisfläche  ziehe 
man  den  Halbmesser  OA  =  R  vertikal  aufwärts,  so  ist  A  ihr  höchster 
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Punkt.  Man  ziehe  die  halbe  Sehne  mn  horizontal,  Fig.  81. 
setze  Bogen  Ani  =  R?,  so  ist  die  ganze  Sehne 
längs  m  n  =  2  R  sin  ?.  Nimmt  ?  um  d  ?  zu,  so  wächst 
der  Abstand  An  =  R(l  —  cos?)  um  sein  Differential, 
d.  h.  um  R  sin  ?  d  ?.  Dadurch  entsteht  ein  horizon- 
tal liegendes  Flächenelemeut  von  der  Länge  2mn- 
2  R  sin  y  und  der  Breite  Rsiu?d?;  es  ist  daher  die- 
ses Flächenelement 

dF  =  2R2sin2?d?. 

Wenn  p  das  Gewicht   der  Kubikeinheit  Wasser  bezeichnet,   so  ist 

(1)  Druck  auf  d  F  =  2  p  R3  sin2?  (1  —  cos  ?)  d  ?. 

Multipliziert  man  diesen  Druck  mit  An  als  Hebelsarm,  so  erhält 
man  das  Moment  dieses  Druckes  für  eine  horizontale  Drehachse  durch  A. 
Also  ist,  wenn  (1  —  cos  ?)2  entwickelt  wird 

(2)  Moment  =  2  p  R4  (sin2?'  —  2  sin2?  cos  ?  -\-  sin2?  cos2?)  d  ?. 

Die  Differentiale  von  (1)  und  (2)  müssen  integriert  werden  von 
?  =  0  bis  ?  =  7r,  um  Druck  und  Moment  für  die  ganze  Kreisfläche 
zu  erhalten.     Nun  ist  nach  den  Formeln  (10),  (6)  und  (14),  §  80 

0, 


3tt 
8 


sin2?  d  ?  =  y»          sin2?  cos  ?  d  ? 

r*n  fn 

sin2?  cos2?  d  ?  =     (sin2?  —  sin4?)  d  ? 

J  0  J  0 

Folglich 

Druck  auf  die  Grundfläche  .  .  .  =pR3r; 

5 
Statisches    Moment   auf  dieselbe  =   -  p  R4  ir. 

4 

Der  Mittelpunkt   des  Druckes  auf  die  ganze  Grundfläche   liegt  da- 
her in  einer  Tiefe  unter  dem  höchsten  Punkt  A  gleich 


TP**- 


4r. 


PR37T  4 

218.  Allgemeines  Theorem  über  den  Druck  des  Wassers  auf  eine 
Gefässwand.  Es  sei  F  der  benetzte  Inhalt  einer  ebenen  Gefässwand. 
In  den  Tiefen  x  und  x-|-dx  vom  Niveau  ziehe  man  in  der  Wand- 
fläche zwei  horizontale  Linien.  Diese  beiden  Horizontalen  schliessen 
ein  Flächenelement  =  d  F  ein.  Folglich  liegt  der  Schwerpunkt  der 
Wand,  nach  §  134,  in  einer  Tiefe  unter  der  Oberfläche  des  Wassers 


/' 


dF 
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Es  sei  p   das   Gewicht   der   Kubikeinheit  Wasser.     Man   multipli- 
ziere diese  Formel  mit  pF,  so  folgt 


pFz'  =  pjxd 


Nun  ist  p  d  F  der  Druck  des  Wassers  auf  die  Fläche  d  F  in  der 
Tiefe  1 ,   also  p  x  d  F   der  Druck   auf  diese  Fläche  in  der  Tiefe  x  und 

somit  pJxdF  ,1er  Druck  des    Wassers  auf  die  ganze   Wand.     Ferner 

ist  F  z'  das  Volumeu  einer  prismatischen  Wassersäule  von  der  Grund- 
fläche F  und  der  Höhe  z';  also  pFz'  das  Gewicht  dieses  Wasser- 
körpers. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Normaldruck  des  Wassers  auf  eine  belie- 
bige ebene  Gefässwand  gleich  ist  dem  Gewicht  einer  prismatischen 
Wassersäule,  welche  die  Wand  zur  Grundfläche  und  den  Abstand  des 
Schwerpunktes  der  Wand  vom  Niveau  zur  Höhe  hat.  Dreht  sich  also 
die  Wand  im  Wasser  um  ihren  Schwerpunkt,  so  bleibt  der  Normal- 
druck des  Wassers  auf  dieselbe  gleich. 

219.   Tiefe  der  Eintauchung  eines  homogenen  Cylinders  in  Wasser. 

Die  Achse  des  Kreiscylinders  liege  horizontal.  Es  sei  A  (Fig.  82)  der 
Mittelpunkt  und  AB  =  R  der  vertikal  abwärts  gehende  Halbmesser 
der  Grundfläche.  Der  Cylinder  tauche  bis  zur 
Horizontalen  C  E  ein.  Es  sei  ferner  L  die  Länge 
des  Cylinders,  y  sein  spezifisches  Gewicht,  das 
kleiner  als  1  vorausgesetzt  wird,  Ra  =  Bogen  BC 
und  R  *f  =  dem  variabelu  Bogen  B  n.  Geht  (p 
in  <f>  -j-  d  <f  über,  so  rücke  der  Punkt  n  nach  n'. 
Man  lege  durch  diese  Punkte  horizontale  Ebenen 
durch  den  Cylinder,  so  liegt  zwischen  ihnen  ein 
Körperelement  von  der  Breite  2  D  n  =  2  R  sin  (f, 
der  Länge  L  und  einer  Dicke,  welche  das  Diffe- 
rential des  Abstandes  BD  =  R(1  —  cos  </>),  also  =  R  sin  <f>  d  <f  ist.  Sein 
Volumen  ist  daher  =2R2Lsin2^  d  (f. 

Wird  dieser  Ausdruck  innerhalb  der  Grenzen  </>  =  0  und  (p  =  a 
integriert,  so  erhält  man  das  Volumen  des  eingetauchten  Teiles  vom 
Cylinder,  also  auch  das  Volumen  des  verdrängten  Wassers.  Das  ge- 
nannte bestimmte  Integral,  mit  dem  spezifischen  Gewicht  1  des  Was- 
sers multipliziert,  gibt  das  Gewicht  des  verdrängten  Wassers.  Setzt 
man  dieses  Gewicht  gleich  dem  Gewicht  des  Cylinders,  so  erhält  man 


Fig. 

82. 

/R2?rL  =  2 


R2  L     sin2^  d  (p 

J  0 


oder  nach  Ausführung  der  Integration 

y  TT  =  a  —  — -  sin  2  a. 

Hieraus    kann    die    Tiefe    der    Tauchung    durch    Bestimmung    des 
Winkels  a  ermittelt  werden. 
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Wird  der  Cylinder  durch  ein  Gewicht  P  so  belastet,  dass  die 
Achse  desselben  horizontal  verbleibt,  so  sinkt  der  Cylinder  tiefer.  Geht 
hierbei  der  Winkel  «  in  a'  über,  so  hat  mau 


Y  R2  TT  L  +  P  =  2 


oder  auch 


R2  L     sin2y  d  (f 

P  =  2R2L  Lm2(fd(f. 
J  a 


Mithin  durch   Ausführung  der  Integration  und  durch  Subtraktion 
p  =  R2  L  |~(a'  —  «)  —  2  (8iu  2  «'  —  sin  2  «)|. 

220.  Ausfluss  des  Hassers  aus  eiuer  Oeifiiung  im  Boden  eines  Ge- 
fässes bei  konstanter  Druckhöhe.  Der  Boden  des  Gefässes  sei  hori- 
zontal, der  Querschnitt  der  Oeffuung  =  a,  die  Tiefe  der  Oeffnuug  un- 
ter dem  Wasserspiegel  oder  die  Druckhöhe  =  h,  die  Ausflussgeschwiu- 
digkeit  =  v  und  die  in  der  Zeiteinheit  abfiiessende  Wassermenge  =  M. 

Indem  irgend  ein  Wasserteilchen  vom  Gewichte  p  vom  Niveau 
des  Wassers  bis  zur  Oeffnuug  gelangt,  also  in  vertikaler  Richtung  den 
Weg  h  zurücklegt,  nimmt  es  eine  Arbeit  =  p  h  auf.  Allein  unter  der 
Oeffuung  hat   es    eine    Geschwindigkeit  =  v,    also   nach    §    174,   eine 

p  v 
lebendige    Kraft  =  -^ —  ,  wenn  g  die  Beschleunigung  beim   freien  Fall 

2g 
bezeichnet.     Diese  Arbeiten  müssen  gleich  sein,  woraus  folgt 

v2  ir 

Die  Geschwindigkeit  v  des  Teilchens  ist  also  ebenso  gross ,  wie 
wenn  es  die  Druckhöhe  h  frei  durchfallen  hätte. 

Abgesehen  von  der  Kontraktion  oder  Zusammenziehung  des  Wasser- 
strahles beim  Durchgang  durch  die  Oeffnuug  ist 

M  =  av  =  aK2gh. 

Diesen  Wert  von  M  nennt  man  auch  wohl  theoretische  Wasser- 
menge. 

221.  Ausfluss  des  Wassers  durch  eine  rechtwinkelige  Oeffuung  in 
der  Wand  eines  Gefässes.  Die  Breite  der  Oeffnung,  horizontal  gedacht, 
sei  =  b,  die  konstante  Tiefe  der  oberen  und  untern  Kante  der  Oeff- 
nung   unter   dem   Niveau  =h  und   H  (Fig.  83)    und 

die  variable  Tiefe  irgend  eines  Punktes  der  Oeffnung 
unter  dem  Niveau  =  x.  In  den  Tiefen  x  und  x  -\~  d  x 
ziehe  man  zwei  horizontale  Linieu  längs  der  Oeffnung, 
so  schliessen  sie  eiu  Flächeuelemeut  =  b dx  ein.  Für 
alle  Punkte  dieser  unendlich  kleinen  Oeffuung  bdx 
ist  die   Druckhöhe  =  x,    also  die   Ausfiussgeschwiu- 
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digkeit  =  J^2gx.       Mithiu  die  Wassermeuge ,    welche   diese    Oeffuuug 
per  Sekuude  liefert 

d  M  =  b  d  x  Kägx 

uud  die  Wassermeuge,  welche  durch  die  gauze  Oeffuuug  tritt 

xTdx  =  |by-2g(H]AH-h"Kh). 
h  ö 

Ist  v  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  Wassers  unter  der  Oeff- 
nung,  so  beträgt  die  Wassermenge  per  Sekuude  =  b  (H  —  h)  v.  Durch 
Gleichsetzuug  dieser  Werte  erhält  man 

2    y—      Hl/1-b.l/h 


3  r      &  H  -  h 

Weuu  h  =  0,  so  reicht  die  Oeffuuug  bis  an  den  Wasserspiegel 
und  es  wird 

M  =  |bHV"2gH,       v=|V"2il. 

222.  Ausfliiss  des  Hassers  durch  eine  trapezförmige  Oeffuuug  in  der 
Wand  eines  Gefiisses.  Die  beiden  Parallelen  der  Oeffnuug,  horizontal 
vorausgesetzt,  seien  b,  B  (Fig.  84),  ihre  vertikalen  Abstände  vom 
Niveau  h,  H,  die  Tiefe  irgend  eiues  Punktes  der  Oeffuuug  unter  dem 
Niveau  x  uud  die  Breite  der  Oeffuuug  in  der  Tiefe  x  =  y,  so  ist 

b  —  B:y  —  B  =  H  —  h:H  —  x. 

_   ,    b  -  B  _       b  -  B 

Lässt  man  x  um  d  x  wachsen ,  so  bildet 
sich  iu  der  Oeffuuug  ein  Flächeuelement  =  ydx. 
Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  das  Wasser 
durch  diese  unendlich  kleine  Oeffuuug  fliesst, 
jst=|/A2gx;  folglich  die  durch  diese  Oeffuuug  tretende  Wasser- 
menge per  Sekuude 

dM=ydxK^=(B+^E^H-^^x)dxy¥gi: 

Nimmt  man  dieses  Differential  zwischen  den  Grenzen  x  =  h  bis 
x  =  H,  so  erhält  man  als  Ausflussmenge  durch  die  ganze  Oeffnuug 

Wenn  b  =  B  gesetzt  wird,  so  geht  dieser  Ausdruck  in  den  der 
vorigen  Aufgabe  über.  Setzt  man  h  =  0,  so  reicht  die  Oeffuuug  bis 
au  die  Oberfläche  und  es  ist  alsdauu   die  Wassermenge 


Fig.   84. 

■^■bHV^l-f  (b-BJHVTiH. 
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Der  erste  Teil  rechts  ist  die  Wassermenge,  welche  durch  das 
Rechteck  von  der  Breite  b  und  Höhe  H,  der  zweite  Teil  die  Wasser- 
meuge,  welche  durch  das  Dreieck  mit  der  unten  liegeudeu  Basis  b  —  B 
und  der  Höhe  H  abfliesst. 

Wenn  B  =  0  oder  b  =  0,  so  wird  die  Oeffnuug  ein  Dreieck,  das 
sich  unter  dem  Wasserspiegel  befindet. 

Wen  b  =  0  und  zugleich  h  =  0,  so  verwandelt  sich  die  Oeffnung 
in  ein  Dreieck ,  dessen  Spitze  bis  an  den  Wasserspiegel  reicht.  In 
diesem  Falle  wird  die  Wassermeuge 

M2  =  ?  B  H  V 2gH. 

Wenn  aber  B  =  0  und  zugleich  h  =  0,  so  verwandelt  sich  die 
Oeffnuug  in  ein  Dreieck ,  dessen  Basis  im  Wasserspiegel  liegt  und 
es  wird  die  Wassermenge 

M3  =  -^-bH"K2gH. 

Sind  die  Dreiecksflächen  in  den  beiden  letzten  Fällen  gleich  gross, 
so  verhalten  sich  die  Wassermengen  M2 :  M3  =  3  :  2. 

223.  Ausfluss  des  Wassers  durch  eine  kreisförmige  Oefljiuug  in  der 
Wand  eines  Gefässes.  Der  Halbmesser  BD  (Fig.  85)  der  Oeffnuug 
sei  =  r,  die  Tiefe  A  B  ihres  Mittelpunktes  B  unter  dem  Wasserspiegel 
=  h,  der  Winkel  ABD  =  <£>,    so   ist  die  horizon-  pj0.  85 

tale  Sehne  D  E  =  2  r  sin  (f  und  die  Tiefe  dieser  Sehne 
unter  dem  Niveau  =  h  —  r  cos  (f.  Diese  Tiefe  nehme 
zu  um  ihr  Differential,  also  um  r  sin  <f  d  </>,  so  rückt 
die  Sehne  D  E  um  diese  Grösse  r  sin  (f  d  (f>  abwärts 
und  es  bildet  sich  zwischen  beiden  Sehueu  eiu 
Flächeuelement  =  2  r2  sin2</>  d  <f.  Die  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  das  Wasser  durch  diese  kleine 
Oeffnuug  tritt,  ist  =  V~2  g  (h  —  r  cos  <f) ;  folglich  die  Ausflussmenge 
durch  diese  Oeffnung 

d  M  =  2  r2  sin2(f  d  <p  V%  g  (h  —  r  cos  <p) 
oder 

d  M  =  2  r2  V  2gh  sin2y  d  <f  ( 1  —  ~  cos  yV. 

Unter  Anwendung  des  binomischen  Satzes  erhält  man 
d M  =  2 r2 K2gh  sin2#> d  <p  X 
[i  _  J_  c„s  <f  -  ^L  cosV  _  _lij  C0S3^  _  _||i_  cos.?  _  . .]. 

Da  wir  h  ^>  r  voraussetzen ,  so  nehmen  die  Glieder  der  Reihe  in 
der  Klammer  rasch  ab.  Es  kann  also  dieses  Differential  rechts  als 
angenäherter  Wert  von  d  M  angesehen  werden.  Die  Ausflussmenge 
für  die  ganze  Oeffnung  wird  erhalten,  wenn  mau  diese  Formel  von 
ff  =  0  bis  <f>  =  t  integriert.    Man  setze  sin2</>  =1  —  cos2<y,  so  kommt 
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(1  —  cos2(f)  d  (f  =  -£-,  (cos  (f  —  cos3</>)  d  <f  =  0, 

o  2  J  o 

/-VT  f»7r 

(cos2y  —  cos4?')  d  (f  =  ^-,  (cos3y  —  cos5^)  d  (f  =  0, 

f*  -TT 

(cos4y  —  cos6y)  d  (p  =  — ,  etc. 

Mit  Hilfe  dieser  Werte  wird  das  Integral  der  obigen  Formel 

Reicht  der  Kreis  bis  an  die  Oberfläche  des  Wassers,  so  ist  h  =  r 
und  die  drei  ersten  Glieder  in  der  Klammer  geben  987  :  1024.  Folg- 
lich wird  in  diesem  Falle  die  Ausflussmenge  annähernd 

987      o     1/-=— 

224.  Entleeren  eines  mit  Wnsser  gefüllten,  prismatischen  Gefässes 
durch  eiue  Oe (finnig  im  Boden.  Die  Grundfläche  des  Gefässes  liege 
horizontal.  Es  finde  während  der  Entleerung  kein  Wasserzufluss 
statt.     Es  sei 

A  der  horizontale  Querschnitt  des  Gefässes, 
a    der  Querschnitt  der  Oeffuung  im  Boden, 
h   die  anfängliche  Höhe  des  Wasserspiegels  über  dem  Bodeu, 
x    die  Höhe  des  Wasserspiegels  über  dem  Bodeu,  nachdem  das  Was- 
ser t  Sekunden  lang  abgeflossen  ist, 
V   die  Geschwindigkeit,    mit  welcher   der  Wasserspiegel   im  Gefässe 
in  dem  Augenblicke  sinkt,  in  welchem  die  Druckhöhe  =x  ist  uud 
v    die  Ausflussgeschwiudigkeit  des  Wassers  bei  der  Druckhöhe  x. 

Da  die  Geschwindigkeit  v  der  Druckhöhe  x  entspricht,  so  ist 
v  =  ]^2gx.  Da  ferner  durch  beide  Querschnitte  A  und  a  die  gleiche 
Wassermeuge  strömt,  so  wird  A  V  =  a  v  sein.     Hieraus  folgt 

V  =  ^-]/"2Tx. 

Geht  die  Zeit  t  über  iu  t  — [—  d  t ,  so  wird  x  zu  x  —  dx,  d.  h.  iu 
dem  Zeitelement  d  t  sinkt  der  Wasserspiegel  um  d  x.  Es  haben  daher 
d  t  uud  d  x  entgegengesetzte  Zeichen.  Die  Differeutialformel  der  Be- 
wegung d  x  =  v  d  t  (§  153)  geht  also  über  in  d  x  =  —  v  d  t.  Setzt  mau 
hierin  obigen  Wert  von  V,  so  folgt 

d x  =  —  -j- K2gx d  t 
oder  der  Integration  wegen,  indem  man  die  Variabelu  sondert 

dt= ^x"?dx. 

aK2g 
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Wird  diese  Gleichung  integriert,  so  kommt 

t=-      Jt—   -2x^  +  C. 
aF2g 

Für  den  Anfang  der  Bewegung  ist  t  =  0  und  x  =  h.  Diese 
Werte  geben 

0= A^^lJ-fC. 

al^2g 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  erhält  man 

t=-|Mrh-Kx). 

a  V  2g 

Hieraus  ergibt  sich  die  Tiefe,  um  welche  das  Wasser  in  t  Sekun- 
den sinkt 

Die  Zeit,  welche  zum  gänzlichen  Entleeren  des  Gefässes  nötig  ist, 
sei  T.  Mau  erhält  diese  Zeit,  wenn  man  in  der  zweitletzten  Gleichung 
x  =  0  setzt  und  t  mit  T  vertauscht.     Somit  ist 


2A_. 


VI 


Bliebe  die  Druckhöhe  konstant  =h,  indem  das  abfliessende  Was- 
ser durch  einen  gleichen  Zufluss  ersetzt  würde,  so  wäre  die  Ausfluss- 
geschwindigkeit =  1^2  gh  und  die  in  der  Sekunde  austretende  Wasser- 
menge, ohne  Rücksicht  auf  die  Kontraktion  des  Wasserstrahles 
=  a  Vi  gh.  Sollte  nun  in  t'  Sekunden  eine  Wassermenge  =  A  h  ab- 
fliessen ,  so  müsste  sein  A  h  =  a  V 1  g  h  •  t',  d.  h. 


V: 


t<=A_, 

2g 


Nun  ist  t/==  — T,  folglich  die  zur  Entleerung  des  Gefässes  nötige 

Zeit  doppelt  so   gross   als  die  Zeit,    in  welcher  dieselbe   Wassermenge 
bei  gleichbleibender  Druckhöhe  abfliesst. 

225.   Entleeren   eines  mit  Wasser  gefüllten    pyramidalen   Gefässes. 

Das  Gefäss  habe  die  Gestalt  einer  abgestumpften   Pyramide  (Fig.  86). 
Die  kleinere  Grundfläche  sei  unten  und  liege  horizontal.     Es  bezeichne 

A  die  Fläche  des  Wasserspiegels    beim   ursprünglichen  Wasserstand, 
A'  die  Fläche    des  Wasserspiegels,  nachdem  t  Sekunden  lang  Wasser 

abgeflossen  ist, 
a    die  Fläche  der  Oeffnung  im  Boden  des  Gefässes, 
V   die    Geschwindigkeit,     mit    welcher    die    Wasseroberfläche    nach 

t  Sekunden  sinkt, 
v    die  Ausflussgeschwiudigkeit  nach  derselben  Zeit, 

An  teD  heiiner,  Elementarbuch.  15 
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H,  h   die    Höhe    des   ursprünglichen    Wasserstandes    und    der   Boden- 

fläche  über  der  Spitze  der  Pyramide  und 
x   die  Höhe  des  Wasserspiegels  nach  t  Sekunden  über  dem  Boden. 


Fig.   86. 


Vermöge    der    pyramidalen    Form    des   Gefässes 
hat  man 

A':A  =  (x-j-h)2:H2. 

Da  durch   alle  Querschnitte   die   gleiche  Wasser- 
menge fliesst,  so  muss  auch  sein  A'V  =  av.      Setzt 
man  die   beiden  Werte  von  A'   einander    gleich    und 
berücksichtigt,  dass  v  =  ]/  2  gx,  so  folgt 
H2 


V  = 


V* 


gx- 


A   (x+h)2 

Nimmt  t  um  dt  zu,  so  vermindert  sich  x  um  d  x.  Die  Differeu- 
tialformel  der  Beweguug  d  x  =  V  d  t  wird  also  hier  d  x  =  —  V  d  t. 
Setzt  man  den  Wrert  von  V  hier  ein,  so  folgt 

dx  =  -    r  f    ?M2F2g~xdt 

A   (x-}-h)2 

oder  nach  einigeu  Reduktionen  behufs  Souderuug  der.  Veräuderlicheu 

r      --  - 

—  H2"K~2g-dt=-(h2x     2_|_2hx24 
Die  Integration  dieser  Formel  gibt 


(1) 


H2]A2g-t 


FI 


h  =  h'.     Hierfür  gibt  Gleichung  (1) 


2h2h'2+yhh'2+|-h'2 


Für  t  =  0  wird  x 

0  = 
Zieht  man  diese  Gleichung  von  (1)  ab,  so  kommt 

|H2jA2g-t=2h2(y"h7-Fx)-f|-h(h'rh7-xy"x) 

+  f(h'W-x2Fx). 

Entleert  sich  das  Gefäss  ganz,  so  wird  x  =  0;  der  entsprechende 
Wert  von  t  sei  T,  so  ist 

(2)         T  =     'mV*-   (2  b2  ^  +  T  h  h/K17+  I  h'2  W' 
a  H2  V  2  g  ö  ° 

Wenn  die  Bodenfläche  so  nahe  au  der  Spitze  der  Pyramide  liegt, 
dass  man  ohne  wesentlichen  Fehler  h  =  0  und  h'  =  H  setzen  kann, 
so  folgt  aus  (2) 


(3) 


~  5    sl'V   2g 
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Es  sei  t'  die  Zeit ,    welche    nötig   ist ,    damit   aus    diesem  Gefässe 
bei  konstanter  Druckliühe  eine  Wassermenge  =~Q-  A  H  ausfliesse,  so  ist 


^AH  =  aK"2gH-t' 


oder 

(4) 


t' 


3    a   V    2g 


Durch  Vergleichuug  vou  (3)  und  (4)  folgt  T:t'  =  6:5,  d.  h. 
die  zum  Entleeren  des  ganzen  Gefässes  nötige  Zeit  T  ist  6/s  mal  grös- 
ser als  die  Zeit  t',  innerhalb  welcher  eine  gleiche  Wassermeuge  bei 
der  ursprünglichen  konstanten  Druckhöhe  abfiiesst. 

22(i.  Entleeren  eines  kugelförmigen  Gefässes  durch  eine  an  der 
tiefsten  Stelle  der  Kugel  befindliche  Oetfnung.  Der  innere  Halbmesser 
des  Gefässes  sei  =  r,  der  horizontale  Querschnitt  der 
Oeffuuug  =  a,  der  ursprüngliche  Wasserstand  BD 
(Fig.  87)  über  der  Oeffuuug  =  h,  der  Wasserstand  D  C 
nach  t  Sekunden  =  x ,  der  Inhalt  der  Wasserober- 
fläche nach  der  Zeitt  =  A,  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  der  Wasserspiegel  nach  t  Sekunden  sinkt 
=  V,  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  unter  der 
Oeffuung  nach  dieser  Zeit  =  v.  Da  durch  die 
Querschnitte  A  und  a  gleich  viel  Wasser  fliesst,  so 
wird  seih  A  V  =  a v.  Allein  es  ist  auch  v  =  \  2gx  und 

A  =  [r2  -  (r  -  x)2]  TT  =  (2  r  x  —  x2)  w. 
Folglich 

TT  (2  r  x  —  x2)  ' 

Während  t  in  t  -j-  d  t  übergeht,  wird  x  zu  x  - 
tialformel  d  x  =  V  d  t  wird  also  hier  d  x  =  —  V  d  t. 
Wert  von  V  ein,  so  kommt 


dx;  die  Differeu- 
Führt  mau  obigen 


dt 


aV~2g 

Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt 

r  a         3 

TT  4  -tt 

al^2g   L3 
Für  x  =  h  =  BD  ist  t  =  0. 


(2rx2-x2)dx. 


2     V 


+  C. 


0  = 


Vü 


p 


Diese  beiden  Werte  geben 

3  «5- 


4-c. 


Durch  Subtraktion  beider  Gleichungen  kommt 


o  1 


2t    r 


_5    - 

x2) 
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Dieser  Wert  von  t  ist  die  Zeit,  welche  nötig  ist,  damit  der  Wasser- 
spiegel um  BC  =  li  —  x  sinke.  Setzt  man  hierin  x  =  0,  so  erhält 
man  die  Zeit  zum  Entleeren  des  Gefässes 


2ffh 


(^-1)1/5 


Wenn  hierin  h  =  r  gesetzt  wird,  so  erhält  man  die  Zeit  zum  Ent- 
leeren des  halbgefüllten  Gefässes 


T  —  li_    *'2  *  1  /  r 
1'~~  15  '    a     V   2g 


Wenn  dagegen  h  =  2  r  wird ,  so  erhält  man  die  Zeit  zum  Entlee- 
ren des  ganz  gefüllten  Gefässes 


16     r2* 

T2  =  TöT" 


1/-. 
V  2g 


Mithin  verhalten  sich  die  beiden  letzten  Zeiten  T, :  T2  =  14: 16  ]/~2, 
also  sehr  annähernd  wie  5:8. 

227.  Reibuug  des  Wassers  in  einer  cylindrischen  und  konischen 
Röhrenleituug.  Bei  einer  cylindrischen  Röhrenleitung  sei  L  die  Länge, 
r  der  innere  Halbmesser  und  v  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  per 
Sekunde ,  so  ist  das  Gefälle  h ,  welches  längs  des  Weges  L  durch  die 
Reibung  des  Wassers  an  der  Röhrenwand  konsumiert  wird,  erfahrungs- 
gemäss  proportional  der  Oberfläche  2  r  tt  L ,  längs  welcher  die  Reibung 
stattfindet,  verkehrt  proportional  dem  Querschnitt  r2  t  der  Leitung  und 
abhängig  von  einem  Faktor  von  der  Form  av-j-bv2,  worin  a,  b  kon- 
stante ,  durch  Versuche  zu  bestimmende  Grössen  bezeichnen.  Es  ist 
mithin 

(1)  h=    2ra*L   (av+bv2)=-^(av  +  bv2). 

Das  in  dieser  Formel  enthaltene  Gesetz  soll  nun  auf  eine  koni- 
sche Röhre  übertragen  werden.     Es  seien  (Fig.  88) 

pjg   s8  L  =  A  D  die  Achsenlänge  der  Röhre, 

R,  r  die  Radien  der  Grundfläche  des  Kegels   in  A 

und  D, 
x  =  AB  ein  variables  Stück  der  Achse, 
y  =  BB'  der  Radius  der  Röhre  an  der  Stelle  B, 
u,  v   die   Geschwindigkeiten   in    den    Querschnitten 

y2  ir  und  r2  7r, 
h, H  die  Gefällsverluste,    welche    die   Reibung   des 
Wassers  längs  der  Wege  x  und   L  hervorbringt  und 
a  der  Winkel,  welchen  die  Kante  des  Kegels   mit  der  Achse  bildet. 

Man  lasse  x  in  x-}-dx  =  AC  übergehen ,  so  wird  y  zu  y  —  d y 
=  CC  und  h  zu  h-f-dh.  Zieht  man  C'E  parallel  zur  Achse,  so  gibt 
das  unendlich  kleine,  rechtwinkelige  Dreieck  B'  C  E  die  Relation 

(2)  CB<  =  ^-. 
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Während  somit  ein  Kegelmantel  von  der  Kantenlänge  B'  C  durch- 
laufen wird,  konsumiert  die  Reibung  ein  Gefälle  =  d  h.  Wendet  man 
daher  Formel  (1)  auf  diese  unendlich  kurze  Kegelfläche  an ,  so  erhält 
man  unter  Benutzung  von  (2) 

(3)  dh  =  -2^-(au-|-bu2). 

v  ycos« 

Da  aber  durch  die  Querschnitte  y2  rc  und  r2  ir  gleichviel  Wasser 
geht,  so  ist  y2u  =  r2v  und  da  ferner  dx=  —  dycotgce,  so  geht 
Formel  (3)  über  in 


2dy   / a r2  v    ,    br4v2\ 
sin«   \    y3  y5     )' 


dh 

y 

Die  Integration  dieser  Formel  gibt 

Für  h  =  0  wird  y  =  R  und  für  h  =  H   wird  y  =  r.      Vermittelst 
dieser  gleichzeitigen  Werte  erhält  man  aus  (4) 

r2  v    /  a     ,    br2v\   .    n 

und  durch  Subtraktion  dieser  zwei  Gleichungen 

Für  r  =  R    wird    diese    Formel   unbestimmt ,    während    mau    die 
Formel  (1)  für  den  Cylinder  erhalten   sollte.      Zu    diesem   Zwecke   be- 

R—  r 

zeichne  man  die  Kante  des  Kegels  mit  S,  so  ist  sina  =  — - — ;   folg- 

S 

lieh  gibt  Formel  (5) 

u_  r2vS  [~     R2-r2     ,    br2v   R4-r4~| 
H~R-rLa     R2r2      +      2         R*r*    J 

oder  indem  man  die  Division  mit  R  —  r  ausführt 

(6)  H=vs[,iLHbi  +  JLL^  +  y  +  0]. 

Setzt  man  nun  in  (6)  r  =  R ,   so  wird  S  =  L   und   man  erhält  in 
der  That  die  Formel  (1)  für  die  cyliudrische  Leitung. 

Man  schreibe  die  Gleichung  (5)  wie  folgt 

"T-=j[*-*)+T«-:f)} 
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r2 
Ist   nun  r   sehr   klein   gegen   R,    so    können  die   Verhältnisse  -^ 

r4 

und  — -j-    gegen    die    Einheit    vernachlässigt    werden    und    man    erhält, 

wenn  man  noch  R  —  r  =  S  sin  a  setzt 


„  S       /  ■       ,     bv2\ 


228.  Stoss  des  Wassers  gegen  eiue  feste  Ebeue.  Diese  Ebene  be- 
finde sich  im  unbegrenzten  Wasser,  senkrecht  zur  Richtung  der  Be- 
wegung des  Wassers.  Der  Stoss  des  Wassers  ist  proportional  dem 
Inhalt  F  der  Fläche  und  nahe  proportional  dem  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit v  des  Wassers.  Bezeichnet  daher  c  eine  Konstante,  so 
wird  der  Stoss  S  des  Wassers  annähernd  sein 

S  =  cFv2. 

Bildet  die  Richtung  der  Bewegung  des  Wassers  mit  der  Ebene 
einen  Winkel  =  a ,  so  zerlege  man  die  Geschwindigkeit  v  in  die  bei- 
den Seitengeschwindigkeiten  v  cos  a  und  v  sin  «.  Mit  der  erstem  die- 
ser Seiteugeschwiudigkeiten  gleitet  das  Wasser  parallel  zur  Ebene  fort, 
ohne  Stoss  hervorzubringen,  während  die  Ebene  mit  der  Geschwindig- 
keit v  sin «  senkrecht  getroffen  wird.  Vertauscht  man  daher  in  der 
obigen  Formel  v  mit  v  sin  a,  so  erhält  man  als  gesuchten  Stoss 

S  =  cF  v2sin2«. 

229.  Stoss  des  Wassers  gegen  eineii  Kegel.  Der  Kegel  liege  im 
unbegrenzten  Wasser.  Dieses  Wasser  bewege  sich  mit  einer  Geschwin- 
digkeit v  in  der  Richtung  der  Achse  des  Kegels  gegen  dessen  Mantel- 
fläche. Die  Achsenlänge  des  Kegels  sei  =h,  der  Halbmesser  der 
Grundfläche  =  r ,  der  Winkel ,  welchen  die  Kante  mit  der  Achse  bil- 
det =  a. 

.p.     _  Der  Achsenlänge  AB  =  x  (Fig.  89)  entspreche 

ein  Radius  B  C  =  y,  so  wird  für  x  -f-  d  x  =  A  D  der 

Radius  y-(-dy  =  DE.     Mau  ziehe  CF  parallel  zur 

Achse,  so  ist  im  rechtwinkeligen  Dreieck  CEF  die 

dy 

Hypotenuse    C  E  =  — . . 

sin  « 

Man  drehe  das  Kantenelement  CE  um  die 
Kegelachse,  um  einen  unendlich  kleinen  Winkel  (f, 
so  beschreibt  es  einen  Weg  =  (f  y,  also  eine  Fläche 

(f  y  d  y 
=  — . .     Gegen    dieses   Flächenelement   strömt 

sin  « 

das  Wasser,  parallel  zur  Achse,  mit  einer  Geschwindigkeit  HC=v, 
also  ist  die  Geschwindigkeit  gegen  das  Flächenelement  in  normaler 
Richtung  G  C  =  v  sin  a  und  diejenige  parallel  zur  Kante  K  C  =  v  cos  a. 
Diese  letztere  bringt  keinen  Stoss  hervor,  während  der  erstem  ein 
Stoss  =  c  <f  v2  y  d  y  sin  a  entspricht. 

Dieser  Stoss  werde  durch  das  Parallelogramm  der  Kräfte  zerlegt 
in    eine    Kraft    G  J  =c<f>  v2y  dy  sin  a  cosa    senkrecht    und    in    eine 
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JC  =  c«/'v2ydy sin2«  parallel  zur  Achse.  Die  erstere  Kraft  wird 
durch  eine  gleiche  und  entgegengesetzte  aufgehoben.  Erweitert  man 
den  Winkel  </>  zu  2  ir,  so  erhält  man  aus  der  letztern  den  Stoss  d  S 
auf  eine   Kegelfläche,  deren  Kante  CE  ist,  gleich 

dS  =  JC-—  =  2ttcv2  sin2«  •  y  d  y. 

Mithin  der  Stoss  S,  parallel  zur  Achse,  auf  die  ganze  Kegelfläche 

S  =  2  7r  c  v2  sin2«     y  d  y  =  c  TT  r2  v2  sin2a, 
oder  da 


r2_|_h2 

so  wird 

,.2 


r2_|_h2   • 

Wird  h  =  0,  so  erhält  man  den  Stoss  des  Wassers  auf  die  Grund- 
fläche =  c7rr2v2.  Folglich  verhält  sich  der  Stoss  gegeu  die  Mantel- 
fläche zum  Stoss  gegeu  die  Grundfläche,  immer  in  der  Richtung  der 
Achse  gedacht,  wie  r2:r2-{-h2. 

Die  vorstehende  Formel  gilt  auch ,  wenn  man  das  Wasser  ruhend 
und  den  Kegel  in  Bewegung  denkt.  Ebenso  gilt  sie,  wenn  man  statt 
Wasser  die  Luft  oder  ein  anderes  Medium  voraussetzt. 

230.  Stoss  des  Wassers  gegeu  eine  Kugel.  Die  Kugel  befinde  sich 
ruhend  in  einer  unbegrenzten,  bewegten  Wassermasse.  Der  Mittel- 
punkt der  Kugel  sei  in  M  (Fig.  90),  die  Bewegung  des  Wassers  er- 
folge mit  einer  Geschwindigkeit  =  v  in  der  Rich- 
tung des  Halbmessers  A  M  gegen  die  Kugel- 
fläche. Der  Radius  M  B  =  r  mache  mit  M  A 
einen  Winkel  =  «,  so  dass  der  Bogen  A  B  eines 
grössten  Kreises  der  Kugel  =  r «  wird.  Mau 
lasse  r  «  um  B  B'  =  r  d  «  zunehmen  und  drehe 
dieses  Bogenelement  um  A  M  als  Achse  und  zwar 
um  einen  unendlich  kleinen  Winkel  </>,  so  be- 
schreibt es  einen  Weg  =  r  (f  sin  «,  da  der  Halb- 
messser  B  H  der  Drehung  =  r  sin  «.  Also 
ist  das  von  r  d «  beschriebene  Flächenelement 
=  r2  (f  sin  «  d  «.  Gegen  dieses  Flächenelement 
strömt  das  Wasser  mit  einer  Geschwindigkeit  CB  =  v  in  der  Rich- 
tung AM;  mithin  ist  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  in  der  Rich- 
tung der  Tangente  an  die  Kugel:  EB  =  vsin«,  und  die  Geschwindig- 
keit normal  zum  Flächenelement:  DB  =  vcos«;  folglich  der  Stoss  auf 
das  Flächeuelemeut  =  c  r2  <p  sin  «  d  «  •  v2  cos2«.  Man  zerlege  diese 
Kraft  durch  das  Parallelogramm  D  F  B  J  in  zwei  Seitenkräfte,  wovon 
die  eine  J  B  senkrecht  und  die  andere  F  B  parallel  zur  Richtung  von 
A  M  wirkt.  Die  erstere  Kraft  wird  durch  eine  gleiche,  entgegengesetzte 
Kraft   aufgehoben.      Die    letztere  Kraft   ist  =cr2  v2  <f  sin  «  cos3«  d  «. 
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Man  mache  mit  dem  Bogenelemeat  BB'  eine  volle  Drehung  um  AM 
als  Achse,  so  erweitert  sich  <f  zu  2  7r;  also  ist  der  Stoss  gegen  eine 
Zone  von  der  Breite  BB' 

d  S  =  2  c  TT  r2  v2  sin  a  cos3«  d  ct. 

Mithin  der  Stoss  des  Wassers  gegen  die  der  Strömung  zugekehrte 
Hälfte  der  Kugel 


S  =  2c7rr2v2  |  sin«  cos3ad«  =  —  tr  r2  v2. 
o 

Der  Stoss  des  Wassers  gegen  den  grössten  Querschnitt  der  Kugel, 
in  normaler  Richtung  zum  Schnitte,  ist  =C7rr2v2.  Folglich  beträgt 
der  Stoss  auf  die  Oberfläche  der  Kugel  nur  die  Hälfte  von  diesem. 


XVII.   Vermischte  Aufgaben. 

231.  Zunahme  eines  Kapitals  durch  seine  Ziuseu.     Es  bezeichne: 

a,  A  das  gegenwärtige  und  zukünftige  Kapital, 

z  der  Zinsfuss,  also  z.  B.  z  =  1,04,  weun  das  Kapital  zu  4  Prozent 

angelegt  wird  und» 
t  die   Anzahl  Jahre,    während   welcher  a  zu  A   heranwächst,    wenn 

der  Zins  jeweilen  zum  Kapital  geschlagen  wird. 

Erste  Annahme.  Der  Zins  werde  je  am  Ende  eines  Jahres 
fällig  und  zinstragend  zum  Kapital  gelegt.  Dadurch  wird  das  Kapital 
sammt  Zins  nach  dem  ersten  Jahr  =az,  nach  dem  zweiten  =az2  etc. 
und  nach  t  Jahren,  das  mit  A'  bezeichnet  werde: 

(1)  A'=az\ 

Zweite  Annahme.  Es  werde  der  Zins  jeden  Augenblick  zum 
Kapital  geschlagen,  das  Wachstum  des  Kapitals  erfolge  also  nicht  ab- 
satzweise, sondern  stetig,  ähnlich  demjenigen  einer  Pflanze.  Es  werde 
die  Zeit  t  in  die  Elemente  d  t  zerlegt,  so  kann  man  annehmen,  es  er- 
folge die  Kapitalzunahme  stetig,  wenn  die  Zinsen  je  nach  solchen  Zeit- 
teilen dt  zum  Kapital  kommen. 

Während  nun  t  in  t-j-dt  übergeht,  wird  A  zu  A-j-dA;  also 
ist  d  A  der  Zins,  welchen  das  Kapital  in  der  Zeit  d  t  abwirft.  Dieser 
Zins  ist  aber  auch  =(z — l)Adt;  daher  die  Gleichung 

d  A  =  (z  —  1)  A  d  t 

und  indem  man  mit  A  dividiert  und  integriert 

(2)  logA  =  (z  — l)t  +  C. 

Wird  t  =  0,   so  geht   hierin  A  in  a  über   und  Gleichung  (2)   gibt 
loga  =  C. 
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Zieht  man  diese  Gleichung  von  (2)  ab,  so  ist 

(3)  log-f  =  (z-l)t. 

a 

Folglich  auch ,  indem  man  mit  e  die  Basis   der  natürlichen  Loga- 
rithmen bezeichnet  und  von  den  Logarithmen   zu  den  Zahlen  übergeht 

(4)  A=ae(z-1)t. 

Der    Wert  A    ist  grösser   als   A',    was    wie   folgt   gezeigt  werden 
kann. 

Man  nehme  von  (1)  die  Logarithmen,  so  kommt 

log  —  =  t  log  z. 
a 

Setzt  man   nun  z  =  1  -f- p,    also   z.  B.    für    4  Prozente   p  =  0,04 
und  entwickelt  log(l-j-p)  nach  §  63  in  eine  Reihe,  so  wird 


(5) 


*£-<•-*+£-*+•■> 


Da  aber  auch  nach  Gleichung  (3) 


(6)  log  — =  tp, 

so  erhält  mau  durch  Subtraktion  der  Gleichung  (5)  von  (6) 

m         „£-,.(!_!+£_£+. 

Für  p<^l,  was  in  der  Regel  der  Fall  ist,  wird  die  Reihe  iu  der 
Klammer  positiv;  also  wird  auch  A^>A'  für  jeden  positiven  Wert 
von  t.     Für  den  Grenzfall  t  =  0  wird  A'  =  A,  wie  es  sein  soll. 

Für  p=l,04  und  a=100  ergibt  sich  aus  (1),  (4)  und  (7)  fol- 
gende Zusammenstellung 


t. 

A'. 

A. 

A'" 

1  Jahr 

104,000 

104,081 

1,00078 

2  „ 

108,160 

108,229 

1,00156 

3  „ 

112,486 

112,749 

1,00234 

10  „ 

148,024 

149,182 

1,00782 

100  „ 

505,045 

545,982 

1,08104 

232.    Abnahme   der  Lichtinteiisität    im    Wasser    uud    in    der   Luft. 

Wenn  sich  Licht  im  Wasser  oder  in  der  Luft  fortpflanzt,  so  wird  seine 
Intensität  geschwächt.  Mau  nehme  die  Lichtmenge  beim  Eintritt  in 
das  Medium  zur  Einheit  an  und  bezeichne  mit  m  die  Lichtmenge, 
welche  im  Medium  bis  zum  Wege  x  vordringt,  so  wird  m  eine  Funk- 
tion von  x  sein.  Geht  x  in  x-|-dx  über,  so  wird  m  zu  m  —  dm. 
Die  Aenderungen  d  x  und  d  m  haben  also  entgegengesetzte  Zeichen. 
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Nun  ist  der  Verlust  d  m ,  welcher  längs  des  unendlich  kleinen 
Weges  dx  eintritt,  diesem  Wege,  sowie  der  noch  vorhandenen  Licht- 
menge m  proportional,  so  dass  man  für  konstante  Medien  hat 

mdx 

—  d  m  = , 

a 

worin  a  eine  Konstante   bezeichnet,   welche  von   der  Natur  des  Mittels 
abhängt  und  durch  Versuche  bestimmt  werden  muss. 
Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt 

dm  _         d  x 
m  a   ' 

und  wenn  man  integriert 

log  m  = \-  C. 

a 

Beim  Eintritt  des  Lichtes  in  das  Medium  istx  =  0,  m  =  1.  Ver- 
möge dieser  beiden  Werte  gibt  die  letzte  Gleichung  0  =  C;  folglich 

X 

logm  =  —  — ,         m  =  e     a, 
a 

wenn  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet.  Folglich 
nimmt  die  Lichtstärke  in  geometrischer  Progression  ab,  wenn  die  Wege 
in  arithmetischer  Progression  wachsen. 

Nach  Schmidt's  Lehrbuch  der  mathematischen  und  physischen 
Geographie  findet  im  Meerwasser  eine  Schwächung  des  Sonnenlich- 
tes im  Verhältnis  von  14:5  auf  einem  Wege  von  115  paris.  Zollen 
statt.   Setzt  mau  also  in  die  letzte  Formel  x  =  115  Zolle  =  97/i2  Fusse  und 

5 
m  =  — ,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Konstanten 

5  97'i9 

10*—  = '±±-.       a  =  9,3076. 

14  a 

Wenn  nach  Schmidt  das  Licht  in  der  Luft,  von  der  Dichtig- 
keit an  der  Oberfläche  der  Erde,  einen  Weg  von  45300  par.  Fuss 
zurücklegt,  so  nimmt  seine  Stärke  ab  im  Verhältnis  von  3:2.  Ver- 
möge dieser  Werte  wird  für  die  Luft 

a  =  111722  par.  Fuss. 

233.  Abkühlung  eines  Körpers  durch  Ausstrahlung  seiner  Wärme 
in  den  leeren  Raum.  Es  sei  U  die  Differenz  der  Temperaturen  eines 
sich  abkühlenden  Körpers  und  des  leereu  Raumes,  in  welchem  sich 
der  Körper  befindet.  Durch  Ausstrahlung  sinkt  diese  Temperatur- 
differeuz.     Nach  Verfluss  der  Zeit  t  sei  sie  noch  u. 

Diese  Temperaturdifferenz  ist  eine  Funktion  von  t,  folglich  geht 
u  in  u  —  d  u  über,  wenn  t  um  d  t  zunimmt. 

Die  in  dem  Zeitelement  d  t  vor  sich  gehende  Abkühlung  d  x  ist 
nahe  der  Dauer  d  t  und  der  zu  dieser  Zeit  herrschenden  Temperatur- 
differenz u  proportional.     Mau  kann  daher  annähernd  setzen 

d  u  =  —  a  u  d  t, 
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worin  a  eine  Konstante  bezeichnet  und  berücksichtigt  ist,  dass  du 
und  d  t  entgegengesetzte  Zeichen  haben.     Man  erhält 

du 

(1)  =  — adt, 

u 

also  durch  Integration 

(2)  log  u  =  —  a  t  -|-  C. 
Für  t  =  0  ist  u  =  U.     Hierfür  wird  (2) 

logU  =  C. 
Zieht  man  diese  Gleichung  von  (2)  ab,  so  kommt 

(3)  log~  =  -at,       u  =  Ue-at, 

wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet. 

Diese  Formel  (3)  entspricht  den  Beobachtungen  über  die  Abküh- 
lung nicht  hinreichend.  Mau  nehme  deshalb  in  Gleichung  (1)  statt 
der  Konstanten  a  die  Grösse  a — 2  b  t,  worin  b  eine  Konstante  sein 
soll,  so  kann  man  statt  (1)  schreiben 

—  =  (-a  +  2bt)dt. 

Hieraus  folgt  durch  Integration 

logu  =  -at  +  bt2-l-C. 

Für  t  =  0  wird  u  =  U.  Hierfür  wird  logU=C.  Zieht  man 
diesen  Wert  der  Konstanten  ab,  so  kommt 

log    £-  =  -at-f-bt2. 

(4)  „  =  Ue-at+bt2. 

Dieses  Gesetz  (4)  entspricht  den  Beobachtungen  besser.  Zwei 
durch  Beobachtung  ermittelte  Werte  von  u  und  t  reichen  hin,  die  Kon- 
stanten a,  b  für  einen  und  denselben  Körper  zu  bestimmeu. 

234.    Erwärmung  irgend  eines  physischen  Punktes  in  der  Atmosphäre 

durch  die  von  der  Erde  ausgestrahlte  Wärme.  Wir  nehmen  an,  die 
Intensität  der  Wärmestrahlen ,  welche  von  der  Erde  aus  nach  irgend 
einem  Punkte  des  Raumes  gelangen,  verhalten  sich  direkt  wie  die 
Grösse  dF  des  Elementes  der  strahlenden  Fläche,  direkt  wie  der 
Sinus  des  Ausflusswinkels,  d.  h.  des  Winkels  <f ,  welchen  der  aus- 
gehende Wärmestrahl  mit  der  Ebene  des  Elementes  d  F  macht  und 
umgekehrt  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  r  des  physischen  Punk- 
tes im  Raum  vom  Element.  Bezeichnet  daher  k  eine  Konstante,  so 
wird  der  Ausdruck  der  Erwärmung  durch  das  Element  dF  sein 

dF 
(1)  k^-sin?. 
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Nun  sei  A  (Fig.  91)  der  physische  Punkt  in  der  Atmosphäre, 
M  der  Mittelpunkt  der  Erdkugel  und  A  E  eine  Tangente  an  dieselbe. 
Dreht  man  das  Dreieck  AEM  um  AM,  so 
beschreibt  der  Punkt  E  die  kreisförmige  Grenze 
derjenigen  Kugelkalotte,  welche  Wärme  nach  A 
ausstrahlt.  Wir  setzen  voraus,  dass  diese 
Wärme  gleichförmig  über  die  Kalotte  verteilt 
sei,  bestimmen  das  Flächenelemeut  dF  der 
Kalotte,  seine  Neigung  zu  der  Richtung  der 
Wärmestrahlen  und  drücken  beide,  sowie  sei- 
nen Abstand  r  von  A  durch  eine  Variable  aus, 
führen  diese  Werte  in  (1)  ein  und  integrieren 
den  entstandenen  Ausdruck  zwischen  den  Gren- 
zen, welche  der  ganzen  Kalotte  entsprechen, 
so  erhält  man  die  gesuchte  Erwärmung  w  des 
Punktes  A. 

Zu  diesem  Zwecke  lege  man  längs  A  E  und  A  M  einen  Schnitt 
durch  die  Kugel,  so  ist  die  Mittelpunktsgleichung  des  entstandenen 
Kreisschnittes,  wenn  R  den  Halbmesser  der  Erde  bezeichnet 

(2)  y2  =  R2_x25 

wobei  wir  die  Ordinaten  y  auf  MA  nehmen.  Im  Kreispunkte  B,  des- 
sen Koordinaten  x,  y  sind,  liegt  das  Bogenelement  }^d  x2 -}- d  y2, 
durch  dessen  Rotation  um  die  Achse  M  A  ein  Flächenelement  = 
2  TT  x  l^d  x2  -)-  d  y2  beschrieben  wird.  Mit  Hilfe  von  (2)  ist  dieses 
Flächenelement  =  —  2  7r  R  d  y.  Dieses  Flächenelemeut  von  der  Form 
eines  abgestutzten  Kegelmantels  hat  in  allen  Stellen  gleiche  Neigung 
zur  Achse  MA  des  Kegels.  Man  ziehe  die  Tangente  BD  an  den 
Kreis,  setze  den  Ausflusswiukel  ABD  =  </>,  so  ist  (f  für  alle  Stellen 
des  gedachten  Flächenelementes  gleich  gross.      Man  kann  daher  setzen 

(3)  d  F  =  —  2  TT  R  d  y. 

Es  sei  Abstand  BA  =  r,  MA  =  R-j-h,  also  h  die  Höhe  des 
Punktes  A  über  der  Erdoberfläche,  so  erhält  man  vermittelst  des  Drei- 
ecks MAB 

(R  -|-  h)2  =  r2  +  R2  -  2  r  R  cos  (90  +  <p). 

Allein  da  cos  (90  -J-  9)  =  —  sio  V»  so  folgt 
2Rh-Hi2  r 


(4)  sin  (p  = 


2  R  r  2  R 


Um  die  Variable  y  in  (3)  durch  r  auszudrücken,   ziehe   man  BH 
senkrecht  auf  M  A,  so  gibt  das  rechtwinkelige  Dreieck  AHB 

(R  +  h-y)2  +  x2  =  r2, 

woraus  mit  Berücksichtigung  von  (2)  folgt 

(R  +  h)2-2(R  +  h)y-|-R2  =  r2. 
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Mithin  durch  Differentiation 

.  rdr 

Hierdurch  wird  der  Ausdruck  (3) 
(5)  dP=^-irrdr. 

Setzt  man  die  Werte  von  sin  y  und  dF  aus  (4)  und  (5)  in  (1), 
so  erhält  man  das  Differential  d  tu  der  Erwärmung  des  Punktes  A 

d"=-R^Ir[(2R,1+h2)^-dr} 

Folglich  durch  Integration 

Trk      f      2Rh  +  h2         -|   .    _ 

Lässt  man  in  diesem  Integral  das  Flächenelement  (5)  vom  Schei- 
tel der  Kalotte  bis  zur  Grenze  derselben  vorrücken ,  so  erhält  man 
die    Wirkung    aller    Wärmestrahlen,     die    nach    A    gehen.       Folglich 

7T 

muss  <f  von  <P  =  ^r  bis  <p  =  0  abnehmen,  also  r  von  r  =  h  bis  r  = 
K(R  +  h)2  —  R2  =  V  2  R  h  +  h*  wachsen. 

1 
gleich 


7T 

Für  die  untere  Grenze  (P  =  -er,  also  r  =  h  wird  das  Integral  (6) 


—  2*rk  +  C. 
Für  die   obere  Grenze  ^  =  0,  also  r  =  ]^2  Rh-j-h2  wird  (6)  zu 

Die  Differenz  dieser  Werte  gibt  die  gesuchte  Grösse 
V2Rh  +  h2" 


vo  =  2  7rk 


1  — 


R  +  h 

Liegt  der  physische  Punkt  au  der  Erdoberfläche ,  so  ist  h  =  0 
und  seine  Erwärmung  =  2  7r  k  ein  Maximum.  Bei  wachsendem  h 
nimmt  die  Erwärmung  ab,  jedoch  sehr  langsam.  Wenu  h  =  oo,  so 
kann  R  gegen  h  vernachlässigt  werden  und  es  wird  to  =  0. 

Die  Höhe  der  Atmosphäre  beträgt  gemäss  der  folgenden  Aufgabe 
annähernd   Vi 22  vom  Erdhalbmesser.     Hierfür  ist 

"K2Rh  +  h2 


R-r-h 


0,127. 


Die  Erwärmung  der  Luft  oder  die  Absorption  der  Warme  durch 
die  Luft  an  der  Grenze  der  Atmosphäre  weicht  also  nur  um  0,127 
von  der  an  der  Erdoberfläche  ab. 
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235.  Bestimmung  der  Höhe  der  Atmosphäre.  Diese  Höhe  soll  be- 
stimmt werden  unter  folgenden  Voraussetzungen:  1)  dass  die  Tempe- 
ratur in  der  Atmosphäre  von  uuten  nach  oben  gleichförmig  abnehme; 
2)  dass  die  Schwerkraft  längs  der  Höhe  der  Atmosphäre  konstant  sei 
und  3)  dass  der  Eiufluss  der  Zentrifugalkraft,  welche  auf  die  eiuzelueu 
Luftteile  wirkt,  unberücksichtigt  bleiben  könne. 

Es  sei  AC  (Fig.  92)  eine  vertikale  Luftsäule,  deren  Querschnitt 
=  1  und  deren  Höhe  bis  zur  Grenze  C  der  Atmosphäre  reicht.  Es 
bezeichne 

x  =  AB   die   Höhe    irgend    einer   Station   über  der 
Fig-  92-  Erdoberfläche, 

P,  p   den    Druck    der    Luft   per  Flächeneinheit   in   A 

und  B, 
T,  t  die  Temperatur  der  Luft  au  diesen  Statiouen, 
a   das  Gewicht   der   Kubikeinheit   Luft    bei   0  Grad 
Temperatur,   an  einer  Stelle  der  Atmosphäre,  wo 
die  Spannkraft  der  Luft  =  1  ist, 
a  die  Grösse ,   um  welche  das  Volumen  1  der  Luft 
bei  je  einem  Grad  der  Erwärmung  zunimmt  und 
h    die  Höhe,  um  welche  man  sich  in  der  Atmosphäre  erheben  muss, 
wenn  die  Temperatur  um  1  Grad  sinkt,    so    erhält   mau    für  die 
Temperaturabuahme  folgende  Relation 

(1)  t  =  T-|. 

Würde  die  Luft  überall  0°  Temperatur  haben,  so  wäre  das  Ge- 
wicht der  Kubikeinheit  Luft  in  B  =  ap.  Allein  indem  die  Tempera- 
tur von  0  auf  t  steigt,  geht  das  Volumen  1  über  in  l-|-at,  also 
sinkt  das  Gewicht  ap  auf 

(2) 


1  +  at 


Mau  lege  in  den  Höhen  x  und  x-f-dx  zwei  horizontale  Quer- 
schnitte durch  die  Luftsäule  A  C,  so  schliessen  sie  eiu  Prisma  ein,  des- 
sen Querschuitt  =  1,  dessen  Höhe  =dx,  dessen  Volumen  also  =dx 
ist.  Dieses  mit  Luft  erfüllte  Prisma  hat  daher  nach  (2)  ein  Gewicht 
gleich 

(3)  aPdx 

Dasselbe  wird  unten  mit  einer  Kraft  p  aufwärts  und  von  oben 
mit  einer  Kraft  p  —  d  p  abwärts  gedrückt ,  da  p  in  p  —  d  p  übergeht, 
wenn  x  zu  x-f-dx  wird.  Da  das  Prisma  gleichwohl  in  Ruhe  ist,  so 
muss  der  Unterschied  d  p  dieser  Pressungen  gleich  dem  Gewichte  (3) 
des  Prismas  sein.     Daher 

ti\  a  apdx 
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Hier  müssen  dp  und  d  x  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  weil  p 
abnimmt,  weuu  x  wächst.  Mau  dividiere  (4)  mit  p  uud  setze  deu 
Wert  von  t  aus  (1)  ein,  so  folgt 

(5)  i*-= — . 

p         1+oT— jl, 

Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt 

logp=^.log(l  +  aT-|  -x)  +  C. 
Für  x  =  0  ist  p  =  P;  folglich 

IogP  =  ~log(l  +  «T)  +  C 
also  durch  Subtraktion 

(6)  hI^._^hI(1_^;_^_ 

Diese  Gleichung  enthält  das  Gesetz  der  Abnahme  des  Luftdruckes 
in  der  Atmosphäre. 

Für  die  Grenze  der  Atmosphäre  ist  p  =  0;  also  log  £  =  —  oo; 
Hierfür  muss  die  Formel  (6)  übergehen   in 

a  x       \  a  x 

Diese  Bedingungsgleichung  gibt  als  Höhe  der  Atmosphäre 

(7)  x=-£-(l  +  aT). 

Gay-Lussac  stieg  in  einem  Luftballon  6980  Met.  hoch.  Dabei 
war  die  Temperatur  in  dieser  Höhe  —  9,50°  und  gleichzeitig  am  Bo- 
den 30,75°  C.  Nimmt  man  nun  an,  die  Abnahme  der  Temperatur  sei 
eine  gleichförmige,  so  wird   auf  die  Abnahme  per  1  Grad  betragen 

Für  trockene  Luft  ist  a  —  0,00367.  Allein  für  deu  Zustand  der 
Luft  in  der  Atmosphäre  kann  als  Mittel  angenommen  werden  a  =0,0037. 
Für  diese  Werte  wird  nach  (7)  die  Höhe  der  Atmosphäre 

1 73 

(9)  x  =  *      (1  _[_  0,0037  •  30,75)  =  52077  Met. 

{J^yJyJö  ( 

Als  Halbmesser  der  Erde  kann  mau  nehmen  6366200  Met.  Da- 
her wird  das  Verhältnis  zwischen  der  Höhe  der  Atmosphäre  uud  dem 
Erdhalbmesser 

52077         _1_ 
6366200  ~~  122  ' 
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Mittels  der  Werte  h  und  x  aus  (8)  und  (9)  erhält  mau  als  Tem- 
peratur au  der  Grenze  der  Atmosphäre 

^2077 
t  =  30,75 -— -  =  -  270,27°. 

Nach  der  mechauischen  Wärmelehre  beträgt  die  absolute  Nulltem- 
peratur —  273°.  Es  ist  wahrscheinlich,  dass  diese  Temperatur  auch 
diejenige  des  Weltraumes  sein  wird. 

236.  Höhenmessung  durch  das  Barometer.  Wird  das  Barometer 
von  unten  nach  oben  gebracht,  so  sinkt  das  Quecksilber  in  der  Glas- 
röhre und  zwar  um  die  Höhe  einer  Säule,  welche  ebenso  viel  wiegt  als 
die  vertikale  Luftsäule,  um  welche  das  Instrument  gehoben  wurde. 
Hierauf  gestützt,  lässt  sich  der  Höhenunterschied  zweier  Stationen  be- 
rechnen, wenn  man  die  Barometerstände  für  diese  Stationen  kennt. 
Es  seien: 

R  der  Halbmesser   der   Erde,    beziehungsweise   die    Entfernung   der 

untern  Station  vom  Mittelpunkt  der  Erde, 
x    die  Höhe  der  obern  Station  über  der  untern, 
P,  p  die  Pressungen   der  Luft  an    der  untern    uud  obern  Station  per 

Flächeneinheit  gedacht, 
B,  b  die  Barometerstände  an  diesen  Stationen, 
T,  t  die  ihnen  entsprechenden  Temperaturen  der  Luft, 
Q  das  Gewicht  der   Kubikeinheit   Luft   unter   dem    Drucke  m    einer 

Atmosphäre  und  für  0°  Temperatur  und 
q   das  Gewicht  der  Kubikeinheit  Luft  an  der  obern  Station. 

Man  lege  mit  den  Radien  R-j-x  und  R-j-x-J-clx  zwei  Kugel- 
flächeu,  deren  Mittelpunkte  mit  dem  Mittelpunkt  der  Erde  zusammen- 
fallen, so  schliessen  beide  Kugelflächen  eine  unendlich  dünne  Luft- 
schicht ein.  Wir  setzen  voraus ,  dass  die  Dichtigkeit  und  Spannung 
der  Luft  in  dieser  Schicht  überall  dieselbe  sei.  Ein  Teil  dieser  Schicht 
habe  die  Grundfläche  1,  so  ist  ihr  Volumen  =dx,  also  ihr  Gewicht 
=  qdx.  Da  nun  der  Druck  auf  diese  Schicht  von  unten  =p,  von 
oben  =  p  —  dp  ist,  so  muss  sein 

(1)  dp  =  -qdx. 

Hier  haben  dpunddx  entgegengesetzte  Zeichen,  weil  p  abnimmt, 
wenn  x  zunimmt. 

Es  handelt  sich  nun  zunächst  darum,  Werte  von  q  abzuleiteu. 
Dies  kanu  unter  verschiedenen  Voraussetzungen  geschehen. 

Erste  Voraussetzung.  Das  Gewicht  eines  Körpers  ändert  sich 
mit  seiner  Entfernung  vom  Mittelpunkt  der  Erde.  Allein  man  nehme 
an,  es  bleibe  dasselbe  innerhalb  der  verhältnismässig  kleinen  Höhe  x 
konstant  und  die  Temperatur  T  gehe  gleichförmig  in  t  über. 

Man  denke  sich  eine  Kubikeinheit  Luft  an  irgend  einer  Stelle  von 
0°  Temperatur  und  dem  Drucke  m  einer  Atmosphäre,  so  ist  ihr  Ge- 
wicht =  Q ;   geht  nun    der  Druck  m  über  in  p ,   so  wird   ihr  Gewicht 
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=  0  J— ;  steigt  ausserdem  die  Temperatur  auf  t,  so  wird  ihr  Gewicht 
m 

^Mi+^)-    Daherist 

Folglich,  indem  man  q  aus  (2)  in  (1)  einführt  und  mit  p  dividiert 

(3)  p  m(l  +  at)dX' 

Um  diese  Differentialgleichung  mit  den  Variabein  p,  x  und  t  inte- 
grieren zu  können,  denke  man  sich  t  konstant  und  nehme  nach  der 
Integration  für  t  das  Mittel  aus  den  Grenzwerten.  Mau  erhält  auf 
diese  Weise 

logp—        /         Q*  T+C 


(l  +  -^ 


2     J 
Da  für  x  =  0  die  Grösse  p  in  P  übergeht,  so  wird 

logP  =  C. 
Zieht  mau  von  dieser  Gleichung  die  vorige  ab,  so  kommt 

(4)  log^  = 


0+-^)' 


"~  [l  +  ^~"(T  +  t)]-  2,30258  log  br.-J- 


Diese  Gleichung  kann  uun  für  Messung  kleinerer  Höhen  zurecht 
gelegt  werden.  Man  beachte ,  dass  P  :  p  =  B  :  b  ,  dass  für  Meter  und 
Kilogramme 

m  =  10330perirjm;      Q  =  1,293  KU., 

dass  ferner  für  feuchte  Luft  «  =  0,004  und  dass  von  natürlichen  Loga- 
rithmen zu  den  briggischen  übergegangen  wird,  indem  man  diese  mit 
2,302585 . .  multipliziert,  so  wird 

10330 

1,293 

und  daher  die  gesuchte  Gleichung 

(5)  x=18395(l  +  -T^).ogb,f. 

Um  die  Logarithmen  zu  vermeiden,  kann  man  auf  die  Integration 

von  — —  das  in   §  99,   Formel  (3),    angegebene    Verfahren   anwenden. 

Hiernach  betrachtet  man  das  bestimmte  Integral  als  ein  Rechteck  mit 
der   Grundlinie  P  —  p   und  einer   Höhe,    welche  erhalten   wird,    wenn 

man   das  Mittel  -—  (P  -f-  p)  aus   den  Grenzwerten  von  p  nimmt.     Man 

erhält  daher  als  Annäherungswert 

Aute  nhe  i  uier ,  Elenieutarbuch.  16 
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p 

Setzt  man  dieseu  Wert  für  log — in  Gleichung  (4),  so  folgt 


V  ^   500   ) 


oder  indem  man  B,  b  für  P,  p  einführt  und  die  oben  angegebenen  Werte 
von  Q  und  m  benutzt 

Die  Werte,  welche  (5)  und  (6)  liefern,  weichen  für  geringe  Höhen 
nur  sehr  wenig  von  einander  ab. 

Zweite  Voraussetzung.  Es  sei  bei  Berechnung  des  Gewich- 
tes q  auf  die  Veränderlichkeit  der  Schwere  Rücksicht  zu  nehmen. 

Nach  dem  New  ton' sehen  Gesetz  der  Gravitation  nimmt  das  Ge- 
wicht eines  Körpers  ab,  wie  die  Quadrate  seiner  Entfernung  vom  Mit- 
telpunkt der  Erde  zunehmen.  Nun  wurde  der  Wert  von  q  in  (2)  ohne 
Rücksicht  auf  diese  Abnahme  angenommen;  es  muss  dieser  Wert  da- 
her noch  mit  dem  Verhältnis  R2:(R-}-x)2  multipliziert  werden.  Also 
wird   für  die  obere  Station  sein 

Setzt  man  diesen  Wert  von  q  in  (1),  so  folgt 
dP_  Qdx        /    R    y 

p    ~  m(l+«t)  \R  +  jJ  ' 

Behufs  der  Integration  dieser  Gleichung  schreibe  man 

p  m(l-j-at)  ' 

und  betrachte  t  als  konstant  in  obigem  Sinne,  so  folgt 

,  QR  R      ,p 

l0gP=m(l+«t)'R+"x  +  C- 
Für  x  =  0  wird  p  =  P ;  daher  wird 


lOgP: 


m  (1  +  « t) 
und  durch  Subtraktion 

QR 


(9) 


m(l-fat)    R-fx' 
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woraus  folgt 

(10)  s  =  ^-(l  +  ««)(l+-|-)log|. 

Um  hierin  P,  p  durch  die  Barometerstände  B,  b  zu  ersetzen ,  ist 
zu  beachten,  dass  die  Spaunuug  der  Luft  abnimmt  wie  die  Schwere, 
so  dass  man  setzen  muss 

P     b  v  r  )     b  v  ^  r; 

Nimmt  man  die  Logarithmen,  so  wird 

log-?-  =  log|  +  21og(l  +  ^} 

Entwickelt   man   das   letzte    Glied  nach   §  63    in  eine   Reihe   und 
nimmt  von  derselben  nur  das  erste  Glied,  so  erhält  mau 
P        ,       B     .    2x 

dl)  log_=log_+_ 

p 

Mau  setze  diesen  Wert  von  log  —  in  (10),  so  folgt,  indem  mau 


das  Glied  mit  ■=«-   vernachlässigt 


^•«Rt+C+tM 


m 

Die  Werte  von  Q,  m  uud  t  sind  die  gleichen  wie  oben.  Geht 
man  noch  von  den  natürlichen  Logarithmen  über  zu  den  briggischeu, 
so  erhält  man  nach  Poisson 

w    -» -O+^Rr+O+iM} 

Um  mittels  dieser  Formel  die  Höhe  x  zu  berechnen,  berücksich- 
tige man,  dass  —  ein   sehr    kleiner  Bruch    ist.       Man    vernachlässige 

K 
denselben  zunächst,  so  erhält  man  folgenden  angenäherten  Wert 

T-ft^,_  B_ 
"  b  * 

Führt  man  sodann  diesen  Wert  von  x,  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (12)  ein,  so  erhält  man  den  gesuchten  Wert  von  x.  Dabei 
kann  R  =  6366200  Met.  angenommen  werden. 

Dritte  Voraussetzung.  Es  sei  Gleichung  (7)  zu  integrieren 
für  deu  Fall,  dass  die  Temperatur  t  von  unten  nach  oben  abnehme, 
jedoch  als  Funktion  von  x  eingeführt  werde. 

Die  Temperatur  der  Luft  nehme  für  jedes  Höhenintervall  r  je  um 
1°  ab,  so  wird   die  Temperatur  in  der  Höhe  x  sein 

t-T— i. 
r 


«.-"•»O+Mär)1»« 
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Setzt  man  diesen  Wert  von  t  iu  (7),  so  kommt 

rm  dp-  Qdx  (   R  V 

(  j       p  ~     ru_  t    «"^  vr+J" 

m(  1  -4-  «T x  J 

/     R    \2 
Um  diese  Gleichung  zu  integrieren,  entwickele  man  (       ,      J     nach 

dem  binomischen  Lehrsatz  in  eine  Reihe.     Man  erhält 


GA-O'-O+^r-»-^^ 


Man  vernachlässige    alle  Glieder  dieser  Reihe   bis   auf  die  beiden 
ersten  und  setze  noch  der  Einfachheit  wegen 

l+«T  =  b;         —  =  c, 

so  geht  (13)  über  iu 

..  dp_  Q    [~      dx  2       xdx 

p  m    L  b  —  ex         R    b  —  c: 

Somit  wird  die  Differentialgleichung  (8)  ersetzt   durch  (14).      Um 

xdx 

dieser  letztem  Gleichung    zu  iutegrieren ,   setze   mau   b  —  ex 

b  —  ex 

=  z,  so  wird 

dz  _b  —  z  xdx  bdz    ,    dz 

c  c  b  —  ex  czz         cz 

Folglich 

/xdx  b    ,      ,.  .    |     b  —  ex 

__  =  __log(b_cx)+___. 

Mit  Hilfe  dieser  Werte  gibt  Gleichung  (14) 

l0gp  =  7l[l0g(b~cx)~l7l0g(b~cx)  +  ¥c"(b~cx)]  +  C' 

Für  x  =  0  wird  p  =  P;  folglich 

.„gP=A[,ogb-^,ogb+^]+C 

und  durch  Subtraktion 

.       P  Q    [f.         2bV     b_     ,    2x1 

oder  auch,  indem  man  die  Werte  von  b  und  c  einführt: 

[     Gp         m     «LV  R  aj     %    |    aT_«x       RJ 

r 
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p 

Setzt   man   eleu  Wert   von  log —  aus  (7)  hier  ein,  so  gibt  (15) 

m«/       B    .    2x\       2x       (  l-f«TrV  1+«T 

_r  r 

Multipliziert  man  mit  —  1 ,  so  kann  der  Bruch  rechts  ,  von  wel- 
chem der  Logarithmus  zu  nehmen  ist,  umgekehrt  werden  und  man 
erhält 

2x        ma /2x    ■         BN 

(16)         log^l--.^— j  =  -  ,l  +  «-i— 

1       2       R       'et 

Hieraus  ist  nun  x  zu  bestimmen.  Um  einen  angenäherten  Wert 
von  x,  der  mit  x„  bezeichnet  sei,  zu  erhalten,  vernachlässige  man  alle 
Brüche  mit  dem  Nenner  R,  entwickele  die  linke  Seite  in  eine  Reihe 
und  verwende  nur  das  erste  Glied  derselben,  so  wird,  entsprechend  (4) 

«.-(l  +  .TDikg-f. 

Diesen  Wert  von  x„  führe  man  in  (16)  ein,  so  kann  der  Wert 
von  x,  der  im  Ausdruck  links  vorkommt,  berechnet  werden.  Dabei 
sind  «  =  0,004;  r=173;  m=  10330  und  Q  =  1,293  zu  nehmen. 

237.  Dichtigkeit  der  Masse  im  Innern  der  Erde.  Es  soll  die  Dich- 
tigkeit der  Erdmasse  in  einer  beliebigen  Tiefe  unter  der  Erdoberfläche 
bestimmt  werden,  unter  der  Voraussetzung,  dass  diese  Dichtigkeit  pro- 
portional mit  der  Tiefe  unter  der  Erdoberfläche  zunehme.     Es  sei : 

r   der  Halbmesser  der  Erde,  diese  als  Kugel  gedacht, 

ao  =  2,65  die  Dichtigkeit  der   Erdmasse   an  der   Oberfläche  (J.  R. 

Blum), 
am=  5,56  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erdmasse  (Cornu  u.  Baille), 
a  die  Dichtigkeit  im  Abstände  x  vom  Mittelpunkt  der  Erde,  also  in 

der  Tiefe  r  —  x  unter  der  Oberfläche  und 
b  der  Wert,  um  welchen    die  Dichtigkeit   per  Längeneinheit  von  der 

Oberfläche  nach  dem  Innern  zunimmt,  so  wird  sein 

(1)  a  =  ao  -f-b(r  —  x). 

Man  lege  zwei  Kugelflächen  mit  den  Radien  x  und  x  -|-  d  x  vom 
Mittelpunkt  der  Erde  aus,  so  schliessen  dieselben  ein  Volumen 
=  4  ir  x2  d  x  ein,  von  der  gleichförmigen  Dichte  a.  Die  Masse  dieses 
Volumenelementes  ist  also  =  4  7r  x2  d  x  [ao  -j-  b  (r  —  x)] ;  folglich  die 
Masse  der  ganzen  Erdkugel 


47T 


J"1 
["(ao  -f  b  r)  x2  d  x  -  b  x 3  d  xl  =  4  TT  ["(ao  +  b  r)  -^-  -  b  ^-~|. 
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Die  Masse  der  Erde  ist  aber  auch  =  —  r37ram.    Folglich  wird  sein 


4*[(a0  +  br)^--b^] 

b  =  4 


4       3 

—  Yö  TT  a, 


und   hieraus 

a 


r 
Setzt  maD  diesen  Wert  b  in  (1),  so  folgt  die  gesuchte  Relation 

(3)  a=  ao  +  4  (l  -  ~\  (am  -  a0), 

oder  indem  man  obige  Zahlenwerte  für  ao  und  am  einführt 

(4)  a  =  14,29  —  11,64  -. 

Setzt  man  in  (4)  x  =  0,  so  erhält  man  als  Dichte  der  Masse  im 
Mittelpunkt  der  Erde  a=  14,29.  Diese  Dichte  ist  somit  nahe  gleich 
derjenigen  des  Quecksilbers. 

Wird  in  (3)  die  Dichte  a  zu  am,  so  folgt 

x  =  0,75  r, 

d.  h.  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erdmasse  liegt  um  l/*  vom  Halb- 
messer der  Erde  unter  der  Erdoberfläche. 

238.    Bestimmung    der   Abplattung    der    Erde    aus    (iradmessuugen. 

Schneidet  man  die  Erde  läugs  ihrer  Rotationsachse  AC  (Fig.  93),  so 
entsteht  als  Schnitt  ein  Meridian  CEß.  Dieser  sei  eine  Ellipse,  deren 
Halbachsen  a  und  b,  so  wird  das  Verhältnis 

a  — b 

(1)  — —  =« 

die  Abplattung  der  Erde  genannt. 

Die  Koordinaten  des  Ellipsenpunktes  E  seien  AF  =  x,  EF  =  y, 
so  ist  die  Gleichung  der  Ellipse  für  den  Mittelpunkt 

(2)  y^^fa^"? 

a 

und  das  Bogenelement  der  Ellipse  d  s=  Kdx2-j-dy2. 

Man  beschreibe  über  der  halben  grossen  Achse  A  B  einen  Kreis  B  D, 
verlängere  die  Ordinate  E  F  bis  zum  Durchschnitt  D  mit  dem  Kreise, 
ziehe  den  Radius  A  D  und  setze  Winkel  DAB  =  u,  so  ist  x  =  a  cos  u, 
folglich  auch  nach  (2)  y  =  b  sin  u.     Hieraus  folgt 

(3)  dx=  —  asinudu,       dy  =  bcosudu. 

(4)  d  s  =  d  u  V  a2  sin2u  -\-  b2  cos^u. 
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Man  ziehe  die  Kreistangeute  DG  bis  zum 
Durchschnitt  G  mit  der  Abscissenachse  und  ver- 
binde E  mit  G,  so  wird  auch  EG  eine  Tan- 
gente an  die  Ellipse  (47). 

Man  ziehe  eine  Normale  E  H  durch  den 
Punkt  E,  so  nennt  man  den  Winkel  E  H  x  =  v, 
welchen  sie  mit  der  grossen  Achse  bildet,  die 
geographische  Breite  des  Punktes  x,  y.  Da 
Tangente  E  G  und  Normale  E  H  rechtwinkelig 
zu  einander  stehen,  so  ist  nach  §  50 

dy 

dx' 


.    Fig.    93. 

cotg  V 


Allein  aus  den  beiden  Gleichungen  (3)  folgt  auch 

iL 
dx 


b      . 
—  cotg  u. 


dy 
Setzt  man  diese  Werte  von  —  —  einander  gleich,  so  wird 


taug  u  =  b  tang  v. 


Hieraus  folgt 


b2sin2v 


b2sin^ 


b2sin' 


du 


abd 


b2! 


Führt  man  diese  Werte  in  (4)  ein,  so  ergibt  sich  das  Differential 
des  Meridians,  ausgedrückt  durch  die  geographische  Breite 

a2  b2  d  v 


ds 


(a2  cos2v-{-b2  sin2v)2 


Aus  (1)  folgt  b  =  a(l  —  a)   und    indem    man   quadriert    und   das 
Glied  mit  «2  als  einer  sehr  kleinen  Grösse  vernachlässigt 

b2  =  a2(l  —  2  a). 


Hierdurch  wird 


(5) 


a(l  —  2a)dv 
(1  —  2  asin2v)2 


In  dieser  Formel  (5)  sind  a,  «,  d  v  konstant.  Man  lasse  v  um 
d  v,  2  d  v,  3  d  v, . .  wachsen  ,  so  nimmt  der  Nenner  von  (5)  ab ;  folg- 
lich nehmen  die  entsprechenden  Werte  des  Bogeuelemeutes  d  s  zu. 
Das  nämliche  wird  stattfinden  für  eine  Summe  von  Bogenelemeuteu, 
also  für  Grade  des  Meridians.  Die  Grade  des  Meridians  wachsen  so- 
mit vom  Aequator  nach  den  Poleu  hin. 
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Um  (5)  zu  integrieret),  entwickele  man  den  Neuner  in  eine  Reihe 
und  vernachlässige  alle  Glieder  von  der  zweiten  Potenz  der  Grosse  a 
an,  so  ist 

_  z_ 

(1—2  «sin2«)     2  =  1  -[- 3  a siu2v, 
(1  -j-3 a  sin2v)  (1  —  2  et)  =  1  —  2  a-f  3  «  sin2v 
uud  da 

1 


siu2v 

-fo 

—  cos  2 

v), 

so 

ist 

ds 

-.(,- 

_)dv- 

3a« 
2 

cos 

2  v  d  v. 

Mithin  durch 

Integration  dieser  Formel 

s 

-0- 

T>" 

3a  a    . 
—  sin  2 
4 

v-j-C. 

Nimmt  man  den  Bogen  zwischen  den  Breiten  v  und  v',  sodann 
zwischen  den  Breiten  V  und  V  und  bezeichnet  die  entsprechenden 
Bogen  durch  s'  und  S',  so  ist 

/         ( +        a\ ,  j        \       3aa  ,.   „   ,        .    „   * 
s  =  a  (  1 x-  J  (v '  —  v) — —  (sin  2  v'  —  sin  2  v), 

S'==a(l-yVv'-V)--^(sin2V'-sin2V). 

Nun  sollen  die  Unterschiede  v'  —  v,  V  —  V  je  einen  Grad  um- 
fassen, also  die  Bogen  s',  S'  die  Längen  dieser  Grade   sein.     Da 

sin  2  v'  —  sin  2  v  =  2  sin  (v'  —  v)  cos  (v'  -f-  v), 
so  wird 

/         (-,       a\  r  i        \        3a«    .    .  .        .        /  ,  i     % 
s  =  a  [1  —  —)  (v  —  v) ^—  sin  (v'  —  v)  cos  (v'  -j-  v). 

Da  der  Unterschied  v'  —  v  nur  einen  Grad  misst,  so  verwechsele 
man  sin  (v'  —  v)  mit  dem  Bogen  v'  —  v  und  setze  v'  -j-  v  =  2  vo ,  wo 
vo  die  mittlere  Breite  bezeichnet,  so  folgt 

b'  =  a  (v'  —  v)  II  —  — —  cos  2  vo    . 

Wird  die  Reduktion  für  S'  ebenso  durchgeführt,  und  mit  Vo  die 
mittlere  Breite  des  Bogens  S'  bezeichnet,  so  erhält  man  durch  Division, 
da  v'  —  v  =  V  —  V  als  Werte  von  je  einem  Grad 


a 

3rr 

1 

— 

cos 

tt  Vo 

8' 

2 

2 

s' 

a 

3« 

1 

"" 

~2 

2 

cos 

2v0 
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Für  Vo  >  vo  ist  auch  S'  >  s',  also  das  Verhältnis  S' :  s'  um  eine 
kleine  Grösse  ß  grösser  als  die  Einheit.     Man  kann  mithin  setzen 

1-  — ~cos2Vo 

— |—        -  =  !+/?■ 

«        3« 
1  -  —  -  —  cos  2  vo 

Man  schaffe  den  Nenner  weg  und  vernachlässige  die  beiden  Glie- 
der mit  dem  Produkt  aß,  so  folgt  als  gesuchter  Wert  der  Abplattung 

g^  2  ß 

3    cos  2  vo  —  cos  2  Vo 

Im  Jahre  1735  machten  Bouger,  Condamine  und  Godin  in 
Peru  eine  Gradmessung  und  Picard  um  1669  eine  solche  in  Frank- 
reich bei  Amiens,  welche  um  1739  durch  Lacaille  verifiziert  wurde. 
Die  Resultate  dieser  Messungen  sind 

Messung  in  Peru.  Messung  bei  Amiens. 

s'  =  56753  Toisen,  S'  =  57060  Toisen, 

v0=0°0/.  V0  =  49°54'. 

Hieraus  folgt 

iL.  =  1,00541 ;       ß  =  0,00541 ; 

s 

cos  2  vo  —  cos  2  Vo  =  1  +  cos  80°  12'  =  1,170209, 
__2       0,00541        _1_ 
U~  3  '  1,170209  ~  324  ' 
Hiernach  würden  sich  die  kleine  und  grosse  Achse  des  elliptischen 
Meridians  wie  323  :  324  verhalten. 

239.  Das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  und  seine  Anwen- 
dung auf  Zustandsiinderuugeu  der  Gase.     Es  seien: 

p,  v,  t  Druck,  Volumen   und   Temperatur   eines   abgeschlossenen   Gas- 
körpers und 
p',  v',  t'  dasselbe  für  einen  zweiten  Zustand  derselben  Gasmenge,   so 
findet  unter  diesen  Grössen  folgende  Beziehung  statt. 

Man  bringe  das  Gas  für  beide  Zustände  auf  0  Grad  Temperatur, 
ohne  dass  ihre  Spannung  geändert  werde.  Dabei  gehe  das  Volumen  v 
in  V  und  v'  in  V  über.  Auf  diese  neuen  Zustände  wende  man  das 
Mariotte'sche  Gesetz  an,  wonach  bei  gleicher  Temperatur  die  Volu- 
mina sich  umgekehrt  verhalten  wie  die  Pressungen.  Daher  wird 
V :  V  =  p' :  p  oder 

(1)  ^v_=A 

Nun  erwärme  man  das  Gas  für  den  ersten  Zustand  auf  t  Grade, 
so  nimmt  sein  Volumen  zu  im  Verhältnis  von  1 : 1  -\-  cc  t ,  wo  «  den 
Ausdehnungskoeffizienten  für  das  Gas  bezeichne.     Ebenso  erwärme  man 
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das  Gas  des  zweiten  Zustandes  auf  t'  Grade.  Diesen  Zustandsäude- 
rmigen  entspricht  Gleichung  (1),  wenn  mau  ihre  Zähler  mit  l-)-«t, 
ihre  Neuner  mit  l-\-at'  multipliziert  und  sodann  V(l-[-at)  ersetzt 
durch  v  und  V  (1  -f- « t')  durch   v'.     Mau  erhält 

(2)  pv    _  l-f-qt 

p'  v'  1  +  «  t' ' 

Dieser  Zusammenhang   stellt  das  Gay-Lussac'sehe  Gesetz    dar. 
Man  schreibt  dasselbe  auch 

pv  p'v' 


1  +  a  t         1  -f  a  t" 

aus  welcher  Form  man  erkennt,  dass,  welche  Werte  auch  die  Grössen 
p,  v  und  t  haben,  diese  Brüche  konstaut  siud.  Man  hat  daher,  wenn 
b  diese  Konstante  bezeichnet 

1+at 

Zur  Bestimmung  von  b  nehme  man  an:  v  =  l  Kubikmeter  für 
t  =  0 ;  ferner  befinde  sich  das  Gas  unter  dem  Druck  einer  Atmosphäre, 
gemessen  durch  die  Höhe  0,76  Meter  einer  Quecksilbersäule,  so  wird 
p  zum  Gewicht  einer  Quecksilbersäule,  welche  1  Quadratmeter  Grundfläche 
und  0,76  Meter  Höhe  hat.  Da  das  spez.  Gewicht  des  Quecksilbers 
13,596,  so  wird 

(3)  b  =  10333  KU. 
Daher  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 

(4)  pv=  10333  (1  +  at). 

Diese  Gleichung  stelle  man  durch  rechtwinkelige  Koordinaten 
geometrisch  dar,  indem  man  v  als  Abscisse  und  p  als  Ordinate  auf- 
trägt (Fig.  94),  so  entsteht  für  eiu  gleichbleibendes  t  eine  gleichseitige 
Hyperbel. 

Gesetzt,  die  Werte  v  und  p  entsprechen  dem 
Kurvenpunkt  A.  Lässt  man  nun  bei  gleichbleiben- 
dem v  die  Temperatur  wachsen,  so  ruckt  A  parallel 
zur  Ordinatenachse  vor  und  lässt  mau  bei  gleich- 
bleibendem p  die  Temperatur  zunehmen,  so  rückt  A 
parallel  zur  Abscissenachse  vor. 

Durch  solche  Temperaturänderungen  beschreibe 
A  die  Seiten  eines  Rechteckes  AB  CD,  dessen  eine 
Seite  A  B  parallel  zur  Ordinatenachse  liegt,  so  wird  das  Gas  nach  Voll- 
endung des  Kreislaufes  die  ursprüngliche  Temperatur  t  und  Spannung  p 
haben. 

Der  Kreislauf  kann  wie  folgt  durchgeführt  werden.  Es  gelange  A 
nach  B,  es  bleibe  also  v  konstant.  Dieser  Uebergang  ist  nur  möglich, 
wenn  dem  Gas  Wärme  zugeführt  wird;  dabei  steige  t  auf  t'  und  p 
auf  p'.  Hierauf  werde  der  Weg  BC  durchlaufen,  es  bleibe  also  p' 
konstant.  Auch  bei  diesem  Uebergang  muss  dem  Gas  so  viel  Wärme 
zugeführt  werden,  dass  v  zu  v'  und  t  zu  \!"  heranwachse.    Nun  werde 
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dem  Gas,  bei  gleichbleibendem  Volumen ,  Wärme  entzogen;  der  Punkt 
beschreibe  die  Seite  CD,  es  siuke  t"  auf  t'",  während  die  Spannung 
zu  p  wird.  Beim  Rückgang  von  D  nach  A  bleibt  p  konstant,  v'  nimmt 
ab  auf  v,  t"'  auf  t.  Auch  dieser  Vorgang  ist  nur  möglich,  wenn  dem 
Gas  Wärme  entzogen  wird. 

Die  zu  diesem  Kreislauf  benötigte  Wärmemenge  ergiebt  sich  wie 
folgt.  Die  Gleichung  (4),  angewendet  auf  die  vier  Eckpunkte  des 
Hechteckes,  wird  zu 

(A)  pv=b(l  +  «t),  (C)  p'v'  =  b(l-f  at"), 

(B)  p'v  =  b(l-|-«t'),  (D)  pv'  =  b(l-j-at'"). 
Vollzieht  man  die  Subtraktionen  (B)  —  (A) ,  (C)  —  (B)  etc. ,  so  kommt 

(5)  /  V  (P'  -  P)  =  b  "  (*'  -  t)>  v'  (P'  -  P)  =  b  « (*"'  -  t"), 

\p'(v'  —  v)  =  b  a  (t"  —  t'),  p(v'-v)  =  b«  (t'"  —  t). 

Beim  ersten  Uebergang  werde  dem  Gas  die  Wärmemenge  q  zuge- 
führt, beim  zweiten  q'.  Es  sei  ferner  a  das  Gewicht  des  Gaskörpers; 
ferner  dessen  spez.  Wärme  bei  gleichem  Druck  c  und  bei  gleichem 
Volumen  c',  so  wird  für  diese  zwei  Uebergänge 

(6)  q  =  ac/(t'  —  t),  q'  =  ac(t"-t'). 

Bei  den  beiden  letzten  Uebergäugen  wird  dem  Gas  Wärme  ent- 
zogen; der  Entzug  betrage  beim  dritten  q",  beim  vierten  q'",  so  wird 

(7)  q"  =  ac'  (t'"  —  t"),  q'"  =  a c (t'"  —  t). 

Führt  man  die  Werte  von  t'  —  t,  t"  —  t'  etc.  aus  (5)  in  (6)  und 
(7),  so  folgt 

ac'      /  /         \  /         ac      ,,  ,         \ 

q  =  -^-v(p-p),  q=-Fp(v-v), 

ac'      if  /         \  ///         ac        ,  ,         \ 

-^vCp-p),  q     =—  p(v'-v). 

Die  Wärmezuschüsse  betrachte  man  als  positiv,  die  Wärmeentzüge 
als  negativ  und  bezeichne  mit  Q  ihre  algebraische  Summe,  so  ist 

Q  =  (q-q")  +  (q'-q'"). 
Allein  die  Differenzen  in  den  Klammern  sind  vermöge  (8) 

q  -q"=-  ^  (v'  -  v)  (p'  -  p),        q'  -  q'"  =  —^  (V  -  v)  (p'  -  p). 

Daher 

a 
« 


(9)  Q  =  -7r(c-c')(v'-v)(p'-p). 


Dieser  Wert  von  Q  kann  nicht  zu  Null ,  auch  nicht  negativ  wer- 
den, weil  die  Differenzen  in  den  Klammern,  so  lange  wenigstens  die 
Vorgänge  dem  Rechteck  entsprechen,  positive  Werte  haben.  Also  wird 
dem  Gas  mehr  Wärme  zugeführt  als  entzogen.  Der  Mehrbetrag  Q 
verwandelt  sich  in  Arbeit.  In  der  That  wird  bei  den  beiden  ersten 
Uebergäugen  eine   Arbeit    verrichtet   =  p'  (v'  —  v) ,    weil  das  Gas ,  in 
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einem  Cylinder  e-ingeschlossen  gedacht  mit  der  Grundfläche  1 ,  den 
Kolben  mit  einem  Druck  p'  fortschiebt  um  den  Weg  v'  —  v.  Beim 
Kiickgang  wird  eine  Arbeit  verbraucht  =  p  (V  —  v) ,  weil  der  Kolben 
gedrückt  wird  mit  p  und  dabei  den  Weg  v'  —  v  durchläuft.  Die 
Differenz  dieser  Arbeiten  ist 

(p'  —  P)  (v'  —  0 

und  daher  nichts  anderes  als  die  Rechtecksfläche,  welche  v'  —  v  zur 
Grundfläche  und  p'  —  p  zur  Höhe  hat. 

Nun  vermöge  eine  Kalorie  Wärme  (§  173)  eine  Arbeit  E  zu  ver- 
richten, so  ist  die  Arbeit  von  Q  Kalorien  =  Q  E ;  daher 

QE  =  (p'-p)(v'-v). 

Setzt  man  den  hieraus  folgenden  Wert  von  Q  in  (9),  so  folgt  als 
Wert  des  mechanischen  Aequivalentes  E    (§  173)   der  Wärme 

(10)  E  =  -75N- 

a  (c  —  c') 

Nun  ist  b  =  10333  und  für  atmosphärische  Luft  nachRegnault 
a=  1,2932  KU. ;  c  =  0,2377;  c'  =  0,1704.     Daher  wird 

E  =  436  Kil.-Meter. 

Erfolgt  der  Uebergang  nur  längs  der  beiden  ersten  Seiten  des 
Rechteckes,  so  ist  nur  Wärmezuschuss  nötig.      Dieser  beträgt 

Q= q +q' = -^  [c'  v  (p'  -  p)  +  c  P'  (v'  -  v)]. 

Sind  die  Rechtecksseiten  unendlich  klein,  so  kann  p'  —  p  als  das 
Differential  von  p  und  v'  —  v  als  das  von  v  angesehen  werden.  Die 
letzte  Gleichung  geht  daher  über  in 

dQ  =  77r7[c/vdp  +  c(p  +  dp)dv]- 

Hierin  kann  aber  das  Glied  mit  d  p  d  v  vernachlässigt  werden 
gegen  die  andern  in  der  Klammer.     Daher  wird 

(11)  d  Q  =  -^-  (c'  v  d  p  +  c  p  d  v). 

Bei  dieser  Auffassung  schreitet  A  um  unendlich  kleine  Intervalle 
vor  in  der  Richtung  einer  Kurve  (Druckkurve),  welche  durch  die 
Punkte  A  und  C  geht  und  deren  Variable  v  und  p  sind. 

Für  den  Uebergang  längs  eines  endlichen  Bogens  dieser  Kurve, 
von  p,  v  (A)  zu  p',  v'(C),  gibt  das  Integral  von  (11)  die  erforderliche 
Wärmemenge.     Diese  ist  daher 

(12)  Q  =  -^-J(c'vdp  +  cpdv). 
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Es  durchlaufe  der  Punkt  C  die  dritte  und  vierte  Seite  des  Recht- 
ecks, so  wird  die  Wärmemenge  Q',  welche  dem  Gas  entzogen  werden 
muss,  sein 

Q'  =  q"  +  q"'  =  -^  W  *  (p'  -  p)  +  c  P  (v'  -  v)]. 

Wird  wieder  p'  —  p  =  d  p  und  v'  —  v  =  d  v ,  so  geht  diese  Glei- 
chung über  in 

dQ/  =  -^-[c/(v  +  dv)dp+cpdv] 

oder  nach  Weglassung   des  Gliedes   mit  d  p  d  v   und   angedeuteter  Inte- 
gration 


Q'  =  ^  J(c'vdp  +  cpdv). 


Dieser  Wert  von  Q'  ist  gleich  dem  von  Q  in  (12),  jedoch  mit 
entgegengesetztem  Zeichen,  weil  die  Integrationsgrenzen  vertauscht  sind 
(§  85).  Durchläuft  also  der  Kurvenpunkt  die  Druckkurve  rückwärts, 
so  muss  dem  Gas  ebenso  viel  Wärme  entzogen  werden,  als  ihm  bei- 
gebracht werden  muss,  wenn  er  vorwärts  schreitet. 

Es  sollen  nun  zwei  spezielle  Fälle  betrachtet  werden. 

I.  Der  Uebergang  vom  Punkte  p,  v  zum  Punkte  p',v'  er- 
folge so,  dass  dem  Gas  weder  Wärme  zugeführt  noch  ihm 
entzogen  werde. 

Ist  dabei  v'^>v,  so  entspricht  diesem  Vorgang  eine  Expansion 
des  Gases :  das  Volumen  v  geht  in  das  grössere  v'  über  und  die  Span- 
nung sinkt.  Wenn  dagegen  v'  <^  v,  so  entspricht  diesem  Vorgang  eine 
Kompression  des  Gases:  das  Volumen  nimmt  ab  und  die  Spannung 
steigt. 

Da  iu  beiden  Fällen  Q  =  0  ist,  so  muss  in  (12)  auch  die  Grösse 
hinter  dem  Integralzeichen  =  0  sein.     Also  wird 

c'  v  d  p  -|-  c  p  d  v  =  0. 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  —  =  n  und  sondert  die  Variabelu, 
so  kommt 

Ap_|_üAi  =  0 

P  v 

und  durch  Integration 

log  p  +  n  log  v  =  log  C, 

wo  logC  die  Konstante  der  Integration  bezeichnet.     Da  hieraus  log p  \" 
=  log  C,  so  folgt 

p  v11  =  C. 

Mithin  ist  das  Produkt  pv"  konstant,  welche  zusammengehörende 
Werte  von  p  und  v  eingesetzt  werden.     Daher  die  Gleichung 

p  vu  =  p'  v/u 
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oder  in  der  gewöhnlichen  Form 

Diese  Gleichung  enthält  das  Poissou'sche  Gesetz  (§  171)  über 
den  Zusammenhang  zwischen  Druck  und  Yolumeu  des  Gases,  wenn  es 
seinen  Zustand  ändert,  ohne  dass  ihm  Wärme  zugeführt  oder  entzogen 
wird.  Diese  Zustaudsänderung  heisst  adiabatisch  und  die  aus  (13) 
hervorgehende  Kurve  adiabatische  Kurve.  Regnault  nennt  sie  Kurve 
für  konstante  Wärme. 

Eliminiert  man  aus  (4)  und  (13)  zuerst  p,  p',  sodann  v,  v',  so  er- 
hält mau  folgeude  Relationen 


1  +  a  t  =  / _y_ y  -  J  =  fjt\~ 
1  +  at'       \v'J  \n)       ' 


P 

welche    mit   den   Aenderungen   des    Druckes    oder    des   Volumens    auch 
diejenige  der  Temperatur  zeigt. 

Die  Arbeit,  welche  auf  die  Zustandsäuderuug  verwendet  werden 
muss,  ist  in  Formel  (6)  des  §  172  dargestellt. 

II.  Der  Uebergang  von  den  Werteu  p,  v  zu  den  Wer- 
ten p',  v'  erfolge  bei  konstanter  Temperatur.  Dann  ist  nach 
(4)  das  Produkt  pv  konstant;  daher  sein  Differential 

v  d  p  -j-  p  d  v  =  0. 

Vermöge  dieser  Relation   wird  die  Klammergrösse  in  (11)  zu 

(14)  (c  —  c')  p  d  v. 

Allein  nach  (4)  ist  auch 

b  (1  +  et  t) 


b  (c  —  c')  (1  +  a  t) 


Vermittelst  dieses  Wertes  von  p  geht  (14)  über  in 

V     ' 

und  die  Gleichung  (11)  in 

(15)  dQ  =  ±JL(^X.b{1  +  ob)Al 

Das  doppelte  Zeichen  rechts  ist  anzuwenden,  weil  d  Q  für  Expan- 
sion positiv,  für  Kompression  negativ  wird.  Denn  wenu  ein  Gas  sich 
ausdehnt,  so  verrichtet  es  Arbeit;  es  wird  ihm  also  ein  entsprechender 
Teil  Wärme  entzogen.  Also  wird  seine  Temperatur  sinken.  Soll  diese 
nun  aber,  der  Voraussetzung  nach,  nicht  sinkeu,  so  muss  ihm  Wärme 
zugeführt  werden  und  zwar  gerade  jeuer  Betrag,  der  sich  in  Wärme 
umsetzt.  Umgekehrt  verhält  es  sich  bei  der  Kompression.  Hier  wird 
Arbeit  auf  die  Zusammendrückung  verwendet.  Dadurch  steigt  die 
Temperatur  des  Gases.  Soll  sie  nun  nicht  steigen,  so  muss  genau  so- 
viel Wärme  dem  Gas  entzogen  werden,  als  ihm  durch  die  Arbeit  mit- 
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geteilt   wird.      Nun   ist   der  erste  Bruch  rechts   iu  (15)    der   reziproke 
Wert  von  E;  daher 

b(l-r-ttt)    dv 
a^-±  E  v    • 

Da  hierin  t  konstant  ist,    so  erhält  man  als  Wärmeaufwand:    für 
die  Expansion 

b(l+«t)    f  dv_b(l  +  ct)  .      v' 

^~  E  J     v     ~~  E  §   v' 

und  für  die  Kompression 

b(l  +  «t)    (dv  _b(l  +  «t)  v 

W  ~"  E          J     v    '  E  ,0g  v'" 

Da    nach    (4)    die    Grösse   b  (1  -\-  a  t)    durch    p  v    ersetzt    werden 
kauu,  so  werden  die  vorsteheudeu  Wärmemengen 

f\        P v  i        v'  r\<        P v  i        v 

Q=    E   '°gV;      Q  E   '°gV 

und  die  Arbeiten,  welche  der  Expansion  und  Kompression    entsprechen 
Q  E  =  p  v  log  — ;       Q'  E  =  p  v  log  -^-. 
Die  letzte  dieser  Gleichuügeu  ist  iu  §  172  dargestellt. 


Zweiter  Teil  der  Differentialrechnung. 


1.    Wiederholte  Differentiation  entwickelter  Funktionell  mit 
einer  Variabein. 

240.  Allgemeines  Verfahren.  Es  sei  die  Gleichung  y  =  f(x)  geo- 
metrisch dargestellt.     Den  Abscisseu 

x,     x-f  Ax,     x  +  2Ax,     x-}-3Ax, .. 

entsprechen  die  Ordinateu  oder  Funktionswerte 

f(x),     f(x+Ax),     f(x  +  2Ax),     f(x  +  3Ax),.. 

Zieht  man  diese  Ordinateu  von  einander  ab ,  so  erhält  man  fol- 
gende Differenzen 

[Af(x)  =  f(x  +  Ax)-f(x> 

(1)  {  Af(x-f Ax)  =  f(x-f2Ax)-f(x  +  Ax), 

I.  Af(x  +  2Ax)=f(x  +  3Ax)—  f(x-f2Ax),  etc. 

Diese  Differenzen  sind  einander  gleich,  wenn  die  Kurve  zur  gera- 
den Linie  wird.  In  jedem  andern  Falle  sind  sie  ungleich.  Zieht  man 
sie  von  einander  ab,  so  erhält  man  neue  Differenzen. 

Wie  man  f(x-j-Ax)  —  f(x)  mit  Af(x)  bezeichnet,  so  kann 
Af(x-J-Ax)  —  Af(x)  mit  AAf(x)  bezeichnet  werden.  Allein  statt 
AAf(x)  schreibt  man  gewöhnlich  A2f(x).  Gemäss  dieser  Bezeich- 
nung wird  mau  haben 

f  A2f(x)  =  Af(x  +  Ax)-Af(x), 

[  A2f(x  +  Ax)  =  Af(x4-2Ax)- Af(x  +  Ax),  etc. 

Die  Differenzen  in  (1)  werden  Differenzen  der  ersten,  die  in  (2) 
Differenzen  der  zweiten  Ordnung  genannt. 

Aber  auch  die  Differenzen  der  zweiten  Ordnuug  sind  im  allgemei- 
nen ungleich.      Sie  geben  je  eine  von  der  unmittelbar   folgenden  abge- 
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zogen,  Differenzen  der  dritten  Ordnung.     Da  AA2f(x)   mit  A3f(x) 
bezeichnet  werden  soll,  so  hat  man 

A3f(x)  =  A2f(x-[-Ax)-  A2f(x). 

Ganz  in  ähnlicher  Weise  erhält  man  als  Differenz  der  uten  Ordnung 

A"f(x)=A"-1f(x  +  Ax)-A"-1f(x). 

Von  diesen  endlichen  Differenzen  kann  zu  den  Differentialieu  über- 
gegangen werden.  Statt  Af(x),  A2f(x),  A3f(x), ...  schreibt  man 
dann  df(x),  d2f(x),  d3f(x), ...  und  nennt  diese  Grössen  der  Reihe 
nach  Differeutiale  der  ersten,  zweiten,  dritten  Ordnung  u.  s.  w. 

Bei  der  obigen  Differenzenbildung  wurde  die  Grösse  A  x  längs  der 
Abscissenachse  als  gleich,  ihr  Wert  also  als  konstant  angeseheu.  Diese 
Anordnung  der  Ordinaten  in  gleichen  Abständen  ist  bei  der  Unter- 
suchung der  Krümmung  der  Kurve,  resp.  der  Eigenschaften  der  Funk- 
tion, von  wesentlichem  Vorteil.  Dies  gilt  noch ,  wenn  man  von  A  x 
zu  d  x  übergeht.  Mau  nimmt  deshalb  bei  Wiederholung  der  Differen- 
tiation die  Grösse  d  x,  oder  allgemein  das  Differential  der  unabhängig 
veränderlichen  Grösse,  als  konstant  au. 

241.  Miederholte  Differentiation  der  Funktion  l'(v)  h\"\  Die 
erste  Differentiation  gibt 

df(x)  =  3ax2dx,     oder     ^  =  3ax2. 
dx 

Das  Differential  3  a  x2  d  x  ist  eine  Funktion  von  x  und  kann  wie- 
der differentiiert  werden.  In  demselben  ist  jedoch  nur  x2  veräuderlich, 
da  der  Faktor  dx  als  konstant  angesehen  wird.     Daher  erhält  man 

d2f(x)  =  6ax(dx)2,     oder     ^®  =  6ax. 

Dieses  zweite  Differential  6ax(dx)2  enthält  den  variabeln  Fak- 
tor x,  deshalb  ist  das  dritte  Differential  und  das  entsprechende  Diffe- 
rentialverhältnis 

d3f(x) 
d3f(x)  =  6a(dx)3,     -^_x-^=6a. 

Das  dritte  Differential  6  a  (d  x)3  ist  konstant,  sein  Differential  also 
=  0.     Folglich  erhält  man  durch  nochmalige  Differentiation 

d* f (\) 
d*f(x)  =  0     oder     ~^  =  0. 

242.  Wiederholung  der  Differentiation  der  Funktion 

y  =  Ax4  +  Bx3  +  Cx2  +  Dx  +  E. 
Das  erste  Differentialverhältnis  der  Funktion  ist 

4^=4Ax34-3Bx2-|-2Cx4-D. 
dx 

Autenh  ei  mer,  Elemeutarbuch.  IT 
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Wird  diese  Funktion  differeutiiert  und  mit  d  x  dividiert,  so  erhält 
man  als  zweites  Differentialverhältnis 

4-4-  =  12  A  x2  +  6  B  x  4-  2  C. 
dx2 

Differentiiert  man  wieder  und  dividiert  mit  dx,   so  ist  das  dritte 
Differential  Verhältnis 

d3  v 
44"  =  24  A  x  +  6  B. 

dx3 

Hieraus  folgt  als  viertes  und  fünftes  Differentialverhältnis 

dx4  dx° 

243.   Andere  Bezeichnung  der  DifferentialTerhältiiisse.     Lagrange 

bezeichnet  das   erste  Differentialverhältnis  —  -  einer  Funktion  y  =  f  (x) 

dx  j  \  j 

da- 
durch y'  oder  f  (x),    das  zweite  -r-^-  durch  y"  oder  i"  (x),  das  dritte 

d3v 

— TT  durch  y'"  oder  f'"(x),  u.  s.  w.      Er    nennt  diese  Differential  ver- 
d  x3 

hältnisse  Derivatiouen   oder  Ableitungen   und  zwar  f  (x)    die  erste  Ab- 
leitung von  f(x),  f"  (x)  die  zweite,  u.  s.  w. 

Hiernach  erhält  man: 


I.  Gegebene  Funktion   .  .  .  y 


,2_LV2' 


dy  -2a2x 

Erste  Ableitung y     =~^=  (a2_|_x2)2  • 


Zweite  Ableitung   ....  y" 

Dritte  Ableitung     ....  y'" 
IL      y     =  (a  —  b  x)''. 

4f  =  (-b)p(a-bx)'-1. 


d2y  =  -2a44-6a2x2 
dx2  (a2  — x2)3        - 

d3y  _24a4x  — 24a2x3 

dx3-         (a2-4x2)4       * 


iiL  =  (_b)2p(p-l)(a-bx)P-2. 

^  =(-b)3p(p-l)(p-2)(a-bx)^-3. 


i^-  =  (_b)»p(p-l)..(p-n-fl)(a-bx)P— . 
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IIL  y  =  1JTi  ■     Iv-  fw 


=    taug  x    = 

sin  x 

COS  X 

df(x) 

1 

dx 

COS2X 

d2f(x) 

2  sinx 

dx2 

COS3X 

d3f(x) 

6 

dx3 

C0S4X 

d4  f  (x) 

24sinx 

3-2-1  _  d3f(x)  =       6 4_ 

(1  —  x)4 "  d  x3  cos4x  cos2x 


IV  4-3-2-1  f""(V)  =  d*f^  =  24siox        8sinx 

~~     (1  —  x)5*  dx4  cos5x  cos3x 

244.   Differentiation   eines   Produktes.      Es   seieu   u   und    v    Funk- 
tionen der  Variabein  x.     Nach  deu  bisherigen  Regeln  erhält  mau: 

y    =uv, 
dy  =udv-|~vdu, 
d2  y  =  u  d2  v  +  2  d  u  d  v  -f  v  d2  u, 
d3  y  =  u  d3  v-j-3  d  u  d2  v  -f-  3  d2  u  d  v  -f-  v  d3  u,  etc. 
somit  als  Differentialverhältnisse  in  Hinsicht  x: 
dy  dv      .        du 

d2y  d2v    .        du       dv     ,       d2u 


z^-^r+v 


dx2  dx2     '        dx 

d3y  _      d3v    ,        du      d2v    ,       d2u       dv     .       d3u 

~d^~ ud7T   ^HT'Tx^-1-    Jx*'^^~v1l^ 

Das  Vorstehende  kann  auch  wie  folgt  dargestellt  werden: 

y    =f(x)-y(x). 

-^-  =  f(x).y'(x)  +  f(x).y(x). 

_d^ 

dx 

d3y 


J-  =  f  (x)  •  ?<"  (x)  -j-  2  f  (x)  9>'  (x)  +  f"  (x)  9)  (x). 


,3=f(x).r/(x)  +  3f(x)r/(x)4-3f"(x)y'(x)-ff"(x)y(x) 

u.  s.  w. 

245.    Differentiation  der  Funktionen  von  Funktionen.      Nach  §  26 
hat  eine  solche  Funktion  die  Form 

y  =  F[f(x)]. 

Man  setze  wie  dort  zur  Abkürzung 

z  =  f  (x),       also       y  =  F  (z), 
so  wird 

d  z  =  f  (x)  d  x  d  y  =  F'  (z)  d  z. 
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Bei  der  weitern  Differentiation  betrachte  man  das  Differeutial  d  x 
der  anabhängig  Veränderlichen  als  konstant,  so  werden  sowohl  d  z  als 
dy  als  veränderlich  anzusehen  sein.  Die  beiden  letzten  Gleichungen 
geben  daher  als  zweite  und  dritte  Differeutialieu: 

d2  z  =  f"  (x)  d  x2  ;         d3  z  =  P"  (x)  d  x3,     u.  s.  w. 

d2y  =  F"(z)dz2  +  F'(z)d2Z; 

d3y  =  F'"(z)dz3-}-3F//(z)dzd2z-j-F/(z)d3z     u.  s.  w. 
Somit  sind  die  Differentialverhältnisse  in  Hinsicht  x: 

dx    ~*  W  dx'  dx2  W\dxJ   ^  W  dx2  ' 

_-i-  =  F/y/  (z)  (  -=—  )  +3  F"  (z)- r^"  +  F  (z)-rTa.s.w. 

dx3  Vdxy  dx     dx2  dx3 

246.  Die  höhern  Differeutialieu  als  unendlich  kleine  Grösse»  ver- 
schiedener Ordnung.  Die  unendlich  kleinen  Grössen  können  aus  end- 
lichen Grössen  entstanden  gedacht  werden  durch  fortwährende  An- 
näherung dieser  Grössen  gegen  die  Null.  Der  Zustand  des  unendlich 
Kleinen  wird  hierbei  als  erreicht  angesehen,  wenn  die  Grössen  von  der 
Null  um  weniger  abweichen,  als  jede  noch  so  kleine  angebbare  Grösse. 

I.  Der  Quotient  zweier  unendlich  kleiner  Grössen  kann  endlich, 
unendlich  gross  oder  unendlich  klein  sein,  je  nach  dem  Gange,  wel- 
chen Zähler  und  Nenner  des  Quotienten  befolgen,  indem  sie  durch 
stetige  Abnahme  gegen  die  Null  konvergieren. 

,t    ,   ■,.  .      sinx      ..      „  „  TT 

Lässt  man  in  dem  Verhältnis die    Grosse  x  von    —    aus 

x  2 

durch  stetiges  Abnehmen   unendlich   klein   werden,    so   werden   Zähler 

und  Nenner  unendlich  klein,  während  das  Verhältnis  endlich  bleibt  und 

mit  der  Einheit  verwechselt  werden  kann. 

Lässt  man  dagegen   in  dem  Verhältnis     .  0       den    Bogen   x    un- 

sin2x 

endlich  klein  werden ,    so  wird  dieses  Verhältnis  unendlich   gross ,   ob- 

schon  Zähler  und  Nenner  uneudlich  klein  sind.     Denn  man  schreibe 

x  x  1 


Für   ein    unendlich   kleines   x   ist   der  erste    Faktor  — rechts 

sinx 

endlich,  während  der  zweite  wegen  des  unendlich  kleinen  Nenners  un- 
endlich gross  wird.  Folglich  ist  auch  das  Produkt  beider  Faktoren 
und  somit  das  gegebene  Verhältnis  unendlich  gross. 

tan£2x 
In   dem   Verhältnisse  -      '- — k  werden  Zähler  und  Nenner  unend- 

ax-|-xz 

lieh  klein  für  ein  unendlich  kleines  x.     Nun  schreibe  mau 
tang2x  tangx        tangx 

ax4"X2  x  a-f-x 
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Für  ein  unendlich  kleines  x  wird  der  erste  Faktor  rechts  =  1, 
während  der  zweite  wegen  des  unendlich  kleinen  Zählers  und  des 
endlichen  Nenners  als  unendlich  klein  angesehen  werden  muss.  Nun 
ist  das  Produkt  aus  dem  endlichen  und  dem  unendlich  kleineu  Faktor 
unendlich  klein,  also  auch  das  gegebene  Verhältnis  unendlich  klein. 

IL  Ist  das  Verhältnis  zweier  unendlich  kleiner  Grössen  im  allge- 
meinen endlich,  so  sind  diese  Grössen  von  derselben  Ordnung. 

Siüd   a,  b,  c   solche   unendlich   kleine   Grössen   derselben   Ordnung, 

so  werden  die  Verhältnisse  -7-1  — 1  —  endliche    Werte   haben,     ebenso 
b      c      c 

die   Verhältnisse   7-5-,  -r^r,  — .r    als   Produkte    zweier   endlicher    Fakto- 
b2     b2      c2 

ren,    sowie   auch  die    Verhältnisse  —5 — ,    ,  ,      als  Produkt  dreier  end- 

b   c       b" 

licher  Faktoren. 


Ferner  sind  die  Grössen 


(iM-:>  (-:-)(:>"- 


dukte  endlicher  Faktoren  in  einen  unendlich  kleinen  Faktor  selbst  un- 
endlich klein  und  zwar  von  derselben  Ordnung  wie  c,  b,  a. 

Die  Grössen  a,  ab,  abc  sind  unendlich  kleine  Grössen  verschiede- 
ner Ordnung.  Sind  a,  b,  c  unendlich  Kleine  der  ersten  Ordnung,  so 
nennt  man  die  Produkte  a  b,  a  c,  b  c,  a2,  b2  zweier  unendlich  kleiner 
Grössen  der  ersten  Ordnung  unendlich  Kleine  der  zweiten  Ordnung, 
ferner  die  Produkte  abc,  a2  b,  bc2,  c3  unendlich  Kleine  der  dritten, 
die  Produkte  a2 b  c,  a  b2  c,  ab  c2  unendlich  Kleine  der  vierten  Ordnung. 

III.  Denkt  man  sich  das  Differential  d  x  als  ein  unendlich  Klei- 
nes der  ersten  Ordnung,  so  ist  d  x2  von  der  zweiten,  dx3  von  der 
dritten  Ordnung. 

Die  Differentiale  von  y  =  f  (x)  sind  nach  der  Bezeichnung  von 
Lagrange 

dy  =  f'(x)dx,       d2y  =  f'(x)dx2,       d3y  =  f"/(x)dx3,. . 

Da  nun  die  Ableitungen  f  (x),  f"  (x),  f "  (x), . .  Funktionen  von  x 
sind,  die  keine  Differentiale  als  Faktoren  erhalten,  so  sind  ihre  Werte 
im  allgemeinen  endlich.  Mithin  ist  d  y  von  derselben  Ordnung  wie 
d  x,  d2  y  von  derselben  Ordnung  wie  d  x2,  und  allgemein  dn  y  von  der- 
selben Ordnung  wie  d  xu. 

IV.  Eine  unendlich  kleine  Grösse  der  ersten  Ordnung  wird  gegen 
eine  endliche  Grösse  vernachlässigt.     Gesetzt  man  habe  die  Gleichung 

Ady  +  Bdx  +  Cdxdy  +  Dd2y  =  0, 

worin  A,  B,  C,  D  endliche  Grössen  bezeichnen  sollen,  so  kann  man  auch 
schreiben 

A~y-H-B+Cdy  +  D^  =  0. 
dx  dx 
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In  dieser  Gleichung  sind  die  beiden  ersten  Glieder  endlich  und 
die  beiden  letzten  Glieder  unendlich  Kleine  der  ersten  Ordnung;  folg- 
lich werden  sie  vernachlässigt.     Man  hat  daher 

A.dy  +  Bdx=0. 

In  der  ersten,  gegebenen  Gleichung  werden  somit  die  Glieder  der 
zweiten  Ordnung  gegen  diejenigen  der  ersten  Ordnung  vernachlässigt. 
Allgemein  gilt  der  Satz :  In  einer  Gleichung  fallen  die  Glieder  einer 
höhern  Ordnung  gegen  die  Glieder  einer  niedern  Ordnung  weg. 

V.  Es  bezeichne  x  einen  Kreisbogen ,  beschrieben  mit  dem  Halb- 
messer 1,  s  die  Länge  der  Sehne,  welche  seine  Endpunkte  verbindet 
und  f  die  Pfeilhöhe  des  Bogens,  so  ist 


2  sin 


(1>    '-»-- (t> 


entwickele  sin  (  —  J  und  cos  f  ~  )  nach  §  66   in  Reihen,   so 


erhält  man 


3  \1J  3-4-5    \ij     ' 

2  \2J  2-3-4    \2j   ^ 


Nun  sei  x  eine  unendlich  kleine  Grösse  der  ersten  Ordnung,  so 
wird  die  Differenz  x  —  s  zwischen  Bogen  und  Sehne  der  Grösse  x3 
proportional,  also  eine  unendlich  kleine  Grösse  der  dritten  Ordnung 
und  die  Pfeilhöhe  eine  unendlich  kleine  Grösse  der  zweiten  Ordnung. 
Somit  ist  auch  x  —  s  in  f  unendlich  oftmal  enthalten. 


IL  Entwiekelung;  der  Funktionen  in  Reihen. 

247.  Reihe  vou  Taylor.  Es  nehme  in  der  Funktion  f(x)  die 
Variable  x  um  eine  beliebige  Grösse  h  zu.  Man  soll  angeben ,  nach 
welchem  Gesetze  der  Wert  der  so  veränderten  Funktion  f(x-j-h)  vom 
Zuwachs  h  abhängt. 

Um  mit  den  analytischen  Vorgängen  eine  geometrische  Vorstellung 
zu  verbinden,  konstruiere  mau  die  gegebene  Funktion  y  =  f(x)  durch 
rechtwinkelige  Koordinaten.  Die  den  Abscissen  x,  x-J-Ax,  x-f-2Ax, 
x  -f-  3  A  x, . .  entsprechenden  Ordinaten  bezeichne  man  der  Einfach- 
heit wegen  mit  y, y„y2,y3,..  und  setze  voraus,  dass  die  Kurve  stetig 
und  keine  dieser  Ordinaten  unendlich  gross  sei,  so  erhält  man  als 
Unterschiede  der  aufeinander  folgenden  Ordinaten 

y,  —  y  =  A  y,     y2  —  y,  =  A  y„     y3  —  y2  =  A  y2, . . 
Ferner  als  Differenzen  der  zweiten  Ordnung 

Ay,-Ay  =  A2y,  Ay2  -  Ay,  =  A2y„  Ay3  -  Ay2  =  A2y2, . . 
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und  als  Differenzen  der  dritten  Ordnung 

A2y,-A2y=A3y,     A2y2  -  A2y,  =  A3y„  . . 
Hieraus  folgt 

y,  —  y  =Ay, 

y2-y,=AyH-A2y, 

y3  —  y2  =  A  y  +  2  A2y  +  A3y,  etc. 

Werden  die  zwei  ersten,  sodann  die  drei  ersten,  etc.  dieser  Glei- 
chungen addiert,  so  erhält  man 

y,=y-f  Ay, 

y2  =  y  +  2Ay  +  A2y, 

y3=y4-3Ay  +  3A2y  +  A3y,  etc. 

Diese  Gleichungen  geben  die  Werte  der  aufeinander  folgenden  Ordi- 
uaten  an,  ausgedrückt  durch  die  erste  Ordinate  und  die  Differenzen 
der  ersten,  zweiten,  dritten,  etc.  Ordnung  dieser  Ordinate.  Die  Koef- 
fizienten der  Glieder  mit  y,  A  y,  A2y, . .  sind  die  Vorzahlen  der  bino- 
mischen Reihe.  Man  erhält  deshalb  für  die  Ordinate  yn,  welche  um 
nDistanzen  von  der  Grösse  Ax  von  y  absteht,  den  Wert 

.      A      .    u(n— 1)     -     .   n(n— l)(n  — 2)  .,     ,        ,    A„ 
yn=y-fnAy-| ^_-^A2y+-v^7^^A3y-f-..  +  Any. 

Diese  Reihe  kann  geschrieben  werden 

+-,(t-^Xt-sf)^+-+^ 

oder  auch,  indem  man  rechts  das  zweite  Glied  mit  Ax,  das  dritte  mit 
(Ax)2,  u.  s.  w.  multipliziert  und  dividiert 


(1)     yn  =  y-f(nAx)- 


Ay 


Ax 


+(-A^(i-^)l?+-+A"' 


Zwischen  den  Ordinaten  y  und  yn  sind  n  Intervalle ,  wovon  jedes 
=  Ax  ist.  Folglich  ist  ihr  Abstand  =nAx.  Man  setze  diesen  Ab- 
stand nAx  =  h,  nehme  ihn  konstant  an,  und  vermehre  die  Anzahl 
jener  Intervalle,  so  wird  der  Abstand  A  x  je  zweier  aufeinander  folgen- 
der Ordinaten  kleiner.  Wird  A  x  zum  Differential  d  x,  also  unendlich 
klein,   so  wird   n  unendlich   gross.     In   diesem   Falle    verschwinden  in 

12         3 

der  letzten  Reihe  die  Brüche    - — ,  -r— ,-,...,     so    dass    dieselbe 
2n      3n      4n 

übergeht  in 

Yn       Yi"  dxhi~dx2'"2 ~~T~  dx3  '2.3"1--- 


—     264     — 

Da  nun  aber  y  =  f(x)  und  y„  =  f  (x  -(-  h) ,  so  kann  man  auch 
schreiben 

(2)  f(i+h)«f(x)+irh4--lir-T+.lir-irj+.. 

und  nach  der  Bezeichnung  von  Lagrange 

(3)  f(x  +  h)  =  f(x)  +  f(x)h  +  f'(x):y+f"(i)^-  +  .. 

Diese  in  (2)  oder  (3)  dargestellte  Formel  wird  die  Taylor' sehe 
Reihe  genannt. 

Wenn  f(x)  eine  ganze  rationale  Funktion  ist,  so  wird  eine  der 
Ableitungen  f  (x),  f"  (x)  in  Formel  (3)  zu  Null.  Also  erhält  die  Reihe 
eine  beschränkte  Anzahl  von  Gliedern.  In  allen  andern  Fällen  ist  die 
Reihe  eine  unendliche. 

Die  Taylor 'sehe  Reihe  wurde  unter  der  Voraussetzung  abgeleitet, 
dass  die  Ordinaten  y„y2,y3,..,  welche  zwischen  y  und  yn  liegen, 
endliche  Werte  haben.     Folglich  muss  der  Unterschied  aus  Formel  (1) 

yn-y  =  nAy  +  n^l)A2y  +  ...  +  A-y 

zwischen  den  beiden  Endordinaten  als  eine  Summe  von  Differenzen 
angesehen  werden,  welche  endlich  oder  unendlich  klein,  nur  nicht  un- 
endlich gross  sein  können.  Die  Taylor' sehe  Reihe  ist  also  nicht  mehr 
anwendbar,  wenn  die  Funktion  f(x)  oder  eine  oder  mehrere  ihrer  Ab- 
leitungen f  (x),  f"  (x), . .  für  einen  speziellen  Wert  von  x  unendlich 
gross  werden. 

Die  Reihen,  welche  aus  f(x-{-h)  unter  Anwendimg  der  Taylor'- 
schen  Reihe  gebildet  werden,  sind,  wie  die  Reihen  überhaupt,  nur 
dann  zulässig,  wenn  sie  konvergent  sind  (§  55). 

248.  Unendlich  kleiue  Zunahme  einer  Punktion.  Wird  in  der 
Taylor' sehen  Reihe 

(i)     f(i+h)=f(i)+if(x)+^r(x)+~-fw(x)+.. 

die  Grösse  h  unendlich  klein,  so  ist  das  Glied  mit  h  eine  unendlich 
kleine  Grösse  der  ersten  Ordnung,  das  mit  h2  eine  solche  der  zweiten 
Ordnung  u.  s.  w.  Vernachlässigt  man  die  Glieder  von  der  zweiten 
Ordnung  an,  so  wird  der  Unterschied 

f(x  +  h)-f(x) 

dem  Zuwachs  h  proportional ,  also  eine  unendlich  kleine  Grösse  der 
ersten  Ordnung. 

Zwischen  den  unendlich  kleinen  Grössen  der  zweiten  Ordnung  er- 
gibt sich  aus  (1)  folgende  Gleichung 

[f(x+h)-f(x)]-hf(x)=yf'(x), 
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d.  h.  es  ist  der  Unterschied  der  beiden  unendlich  kleinen  Grössen  der 
ersten  Ordnung,  nämlich  der  Klarnrnergrösse  und  dem  Gliede  mit  h, 
der  Grösse  h2  proportional,  also  einl  unendlich  Kleines  der  zweiten 
Ordnung. 

So  besteht  die  Gleichung 

|[f(x  +  h)-f(x)]-hf(x)j-^r(x)  =  ^-f"(x) 

zwischen  unendlich  kleinen  Grössen  der  dritten  Ordnung.  Daher  ist 
die  Differenz  der  beiden  unendlich  kleinen  Grössen  der  zweiten  Ord- 
nung links  der  Grösse  h3  proportional  u.  s.  w. 

Ersetzt  man  h  durch  dx  und  f(x)  durch  y,    so  geht  (1)  über  in 

f(x  +  dx)  =  y  +  dy-l-{d2y  +  ^3-d3y  +  .. 

eine  Form  der  Reihe ,  welche  die  Ordnung  der  Glieder  sofort  erken- 
nen lässt. 

249.  Eutwickelung  der  algebraischen  Fuuktiou  f(x)  =  7—r— .   Durch 

Wiederholung  der  Differentiation  erhält  man 

fi(\ a  P'  (  \ a  f4t  (  \ 2  •  o  a 

W-  "  (b  +  x)2;     1W_  (b  +  x)»;         W~~       (b  +  x)*; 

2-3. 4a 
1     W       (b  +  x)5»  etc- 

Mithin  durch  Substitution  dieser  Werte  in  die  Taylor' sehe  Formel 
a  a  a        ,     ,         2a          h2  2 -3a        h3 


b  +  x-fh        b-j-x       (b-f-x)2      '    (b  +  x)3     2         (b  +  x)*    2-3 
■    2-3-4a        h4 
"•"  (b-j-x)5  -*2-3-4      " 

Setzt  man  hierin  x  =  0,  so  kommt 
und,  indem  man  h  mit  x  vertauscht 


M-KlHD'+G)*-} 


Diese  Reihe  kann  auch   durch    unmittelbare  Division   von  a  durch 
b-\-x  erhalten  werden. 

250.   Eutwickelung  der  Wurzelgrösse  l^x-j-h  in  eine  Reihe.     Man 

setze  f  (x)  =  y"x,  so  ist 

f(x)=olA;f/(x)=-7ih'r/(x)=^;fIV«=-7Ä^-- 

2Kx  4Kx3  8Kx5  16  Kx7 
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Führt  man  diese  Werte  in  die  Taylor' sehe  Reihe,  so  wird 
h  h2  h3  5  h4 


Kx  +  h  =  Kx-h 


2"J/~x        8x]/x        16x2]/~x  128x3Kx 


Setzt  mau  Vx  -f-  h  =  (x  -j-  h) -  und  entwickelt  nach  dem  binomi- 
schen Satze,  so  erhält  man  diese  Reihe  ebenfalls.  Mithin  ist  diese 
Reihe  nach  §  61  konvergent,  wenn  der  absolute  Wert  des  Verhältnis- 
ses —  kleiner  ist  als  1.      Für  x  =  0  wird    die  rechte  Seite  unendlich 

x 

gross,  während  die  linke  sich  auf  1/h  reduziert.     Für  diesen  Wert  von 
x  ist  die  Reihe  daher  unbrauchbar. 

251.  Entwicklung   logarithmischer  Ausdrücke   in  Reiheii.     Es  sei 

,  f  (x)  =  log  x,  so  wird 

f(x)  =  |;     f'(x)=— £-;     f'"«  =  |r;     fIV(x)  =  ^J^-- 

Mit  Hilfe  dieser  Werte  wird  f  (x  -f-  h)  zu 

h         h2         h3         h4  h5 

(1)  |„g(s  +  h)  =  l»gx  +  T-^+3I5-I?4-^i-.. 

Setzt  man  x  =  l,  so  erhält  man  die  in  §  63  abgeleitete  Reihe 

(2)  log(l-h)  =  h-—  +  -3-—J-  +  ^  -•• 
Setzt  man  dagegen  h  =  1,  so  folgt 

(3)  ,„g(1+s)  =  ,ogx  +  |-^+A_s-Ai  +  ^-.. 

Diese  Reihe  (3)  ist  konvergent  für  jeden  Wert  von  x  =  1  bis 
x  =  4"  ^ 

252.  Entwickeluug  trigonometrischer  Fuuktioueu  in  Reihen.     Es  sei 

f(x)  =  sinx,       <^(x)=cosx, 
so  erhält  mau  durch  Differentiation 

f(x)  =cosx;        f"  (x)  =  —  sinx;  f"(x)    =  — cosx;fIV  (x)  =  sinx;.. 

<p'(x)  —  — sinx;  <jp"(x)  = —  cosx;  ff'"  (x)  =  sinx;       <jPIV  (x)  =  cosx;. . 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Taylor 'sehe  Reihe,  so  folgt 

y2  y3  y4 

sin  (x+y)  =  sin  x-j-y  cosx  —  -y  sinx  —  — -  cosx^-  --Q^-sinx  +  .. 

y2  y3  y4 

cos (x -j- y)  =  cos x  —  y  sinx—  ^—  cosx-]-— -sinx -[-  0.0.4.  cosx  ~~  " ' 

Setzt  man  hierin  x  =  0,  so  erhält  man  die  in  §  66  gefundenen 
Reihen 
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„3  „5 


y2  v4 

mJ-1~T^  +  1.2-3-4  "■• 

253.  Reihe  vou  ülaclaurin.  Setzt  man  in  der  Taylor'schen  Reihe, 
§  247,  Formel  (3),  die  Variable  x  =  0  und  bezeichnet  die  hierdurch 
entstandenen  Werte  vou  f  (x)  mit  f  (0) ,  f  (x)  mit  P  (0) ,  f"  (x)  mit 
f"  (0),  u.  s.  w.,  so  erhält  mau ,  weun  schliesslich  noch  h  mit  x  ver- 
tauscht wird,  die  gesuchte  Reihe 

(1)  f(l)«f(0)+f(Ö)x+f(Ö)y  +  r(0)^  +  .. 

Sie  dient  dazu,  eine  Funktion  von  x  in  eine  Reihe  nach  ganzen, 
positiven  Potenzen  der  Variabein  x  zu  entwickeln. 

Nimmt  mau  an,  wie  das  in  deu  §§  61  bis  71  geschehen,  es  lasse 
sich  f(x)  in  einer  Reihe  von  der  Form  darstellen 

(2)  f(x)  =  A  +  Bx-j-Cx2-{-Dx3  +  Ex4  +  .., 

worin  A,  B,  C, . .  unbekannte,  konstante  Vorzählen  bezeichnen,  so  erhält 
man  die  Werte  dieser  Vorzahlen  wie  folgt. 

Durch  Wiederholung  der  Differentiation  von  (2)  kommt 
f'(x)    =B  +  2Cx  +  3Dx2-!-4Ex34-.. 
f"(x)  =  2C-[-2.3Dx-!-3-4Ex2-f-.. 

f "  (x)  =  2  •  3  D  -|-  2  •  3  •  4  E  x  -j- . . 

etc.  etc. 

Setzt  man  hierin,  sowie  in  (2)  x  =  0,  so  folgt 

A  =  f(0),     B=f'(0),     C  =  jf'(0),     D=~  P''(0),.. 

Führt  man  diese  Werte  in  (2),  so  erhält  man  in  der  That  die 
Maclaurin'sche  Reihe  (1). 

Setzt  mau  in  die  Taylor'  sehe  Reihe  x  =  a  und  h  =  x  —  a ,  so 
erhält  man  folgende  Reihe 

(3)  f  (x)  =  f  (a)  +  f  (a)  (x  -  a)  +  f"  (a)  -^|^  -f  f"<  (a)  (x~f  + . . 

Von  dieser  Reihe  ist  die  Reihe  (1)  nur  ein  spezieller  Fall.  Man 
nennt  deshalb  (3)  die  erweiterte  Maclaurin'sche  Reihe. 

254.  Entwickeluiig  der  Exponentialgrösse  ax  iu  eiue  Reihe.      Mau 

schreibe  f(x)  =  ax,  so  wird  man  erhalten 

f'(x)  =  aMoga;     f"  (x)  =  a*(loga)2;     f"  (x)  =  ax  (loga)3; 
fIV(x)  =  a*(loga)V. 
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Mithin  für  x  =  0: 
f(0)=l;     f'(0)  =  loga;     f"  (0)  =  (loga)2;     f'"(0)  =  (loga)3; 
fIV(0)  =  (loga)±,.. 

Führt  man  diese  Werte  in  die  Maclaurin'sche  Reihe  §  253 
ein,  so  kommt 

a*  =  1  +  (log  a)  •  j  +  (log  a)2  -^  +  (log  a)3  J^-  +  . . 

Es  ist  dies  die  in  §  62  nach  dem  Satz  der  unbestimmten  Koef- 
fizienten entwickelte  Reihe. 

255.  Eutwickeluug  des  Kreisbogens   durch  den   zugehörigen   Sinus. 

Es  sei  f  (x)  ein  Bogen,  beschrieben   mit  dem   Halbmesser  =  1    und    x 
der  zugehörige  Sinus,  so  wird  man  haben 

f  (x)     =  Are  sin  x, 

f"(x)  =x(l-x2)~T, 

_  2.  _  A 

f"(x)=(l-x2)     2+3x2(l-fx2)     \ 

—  —  -L 

fIV(x)  =  9x(l-x2)    T-fl5x3(l-x2)    2, 

5  _T_  _  _9 

fv(x)  =9(l-x2)"Y  +  90x2(l-x2r¥4-7.15x4(l-x2)     2, 
u.  s.  f. 
und  hieraus  für  x  =  0: 

f(0)  =  0;   f'(0)=l;    f"(0)  =  0;    f"(0)  =  l;    fIV(0)  =  0;  fv(0)  =  9; 
u.  s.  f. 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Maclaurin'sche  Reihe,  so  erhält 
man  die  gesuchte,  schon  in  §  70   auf  anderm   Wege   gefundene   Reihe 

,     1-x3    .    l-3x5    .     l-3-5x7     . 

Are  sin  x  =  x  H — h  •  •  • 

~  2-3    ^  2-4-5  ^  2-  4-6-7  ^ 

256.  Das  Restglied    der  Taylor'schen   und   Hlaclauriii'scheu   Reihe. 

Die  Taylor 'sehe  Reihe  ist 

(1)   f(x  +  h)  =  f(x)  +  hf(x)  +  ^r(x)  +  ..  +  T-|^-f"(x)  +  R, 

worin  R  den  Wert  aller  Glieder   bezeichnen  soll,    welche   auf  das  von 
der  Ordnung  n  folgen.     Es  sei  die  Grösse  R  zu  bestimmen. 

Hierzu  benutzt  man  folgenden  Satz.  Man  stelle  y  =  f  (x)  geome- 
trisch dar,  indem  man  für  rechtwinkelige  Achsen  x  zur  Abscisse  und 
f(x)  zur  Ordinate  macht;  dabei  entstehe  eine  Kurve  (Fig.  95),  welche 
die  Abscissenachse  in  zwei  Punkten,  z.  B.  für  x  =  a  und  x  =  b,  schneidet. 
Dann  wird  es   ein  Kurvenstück   zwischen  diesen  zwei  Punkten   geben. 
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das  oberhalb  oder  unterhalb  der  Abscissenachse 
liegt.  Im  einen  wie  im  andern  Fall  kann  man 
an  dieses  Knrvenstück  eine  Taugeute  ziehen,  wel- 
che parallel  zur  Abscissenachse  läuft,  für  welche 
also  die  erste  Ableitung  f'(x)  =  0  wird.  Die 
Abscisse  des  Berührungspunktes  c  muss  ein  Wert 
seiu,  der  zwischen  a  und  b  liegt. 

Dies    vorausgesetzt,    führe   man  X  — x   für 
in  Gleichuug  (1),  so  folgt 


Fig.   95. 


(2)    f(X)  =  f(x)  +  (X-x)f(x)-f 


1-2 


+  ••  + 


(X 


1-2. .n 


fR. 


Man  nehme  nun   nach   Cauchy  an,    es  lasse    sich   das   Restglied 
darstellen  durch  deu  Ausdruck 

(3)  R  =  (X-x)P, 

worin  der  Faktor  P  eine  unbekannte  Grösse  bezeichnet. 

Mau   führe    diesen   Wert   von   R  in  (2)   und   vertausche   hierauf  x 
mit  z,  so  kommt,  weun  alle  Glieder  rechts  versetzt  werden 

(X-z)2 


f(X)-f(z)-(X-z)f(z) 


1 

(X-z)' 


f"(z) 


„  ^)-(x-z)P. 

Diese  Funktion  wird  =0  für  z  =  x,  was  unmittelbar  aus  (2) 
folgt.  Denn  weun  A  =  B,  so  ist  auch  A  —  B  =  0.  Die  Funktion 
wird  aber  auch  =  0  für  z  =  X.  Bildet  man  also  die  erste  Ableitung 
dieser  Funktion  in  Hinsicht  z,  so  muss  dieselbe  =  0  werden  für  einen 
Wert  x  =  z,  welcher  der  Tangente  des  Berührungspunktes  c  entspricht. 
Wird  diese  Funktion  differentiiert,  so  heben  sich  je  zwei  und  zwei  Glie- 
der auf  uud  man  erhält  als  erste  Ableitung 

(X-z) 


(4) 


P1+1(z)-|-P  =  0, 


1-2.  .n 

in  welcher  z  einen  Wert  haben  muss,  der  zwischen  x  und  X  liegt. 
Ein  solcher  kann  aber  dargestellt  werden  durch 

(5)  z  =  x  +  @(X  — x), 

wo  0  (Theta)  einen  echten  Bruch  bezeichnet.  Es  wird  0  sich  der 
Grenze  0  nähern,  wenn  z  nur  wenig  verschieden  ist  von  x  =  a  (Fig.  94) 
uud  der  Grenze  1,  wenn  z  nur  wenig  abweicht  von  x  =  b. 

Mit  Hilfe  des  Wertes  von  z  aus  (5)  erhält  man  aus  (4) 
(X-x)n(l-e)« 


P  = 


1-2- 3.  .i 

und  somit  aus  (3)  den  Wert  des  Restgliedes 

(X-x)"+x(l-@) 


fB+i[x_|_0(X-x)] 


(6) 


K 


1-2-3. .n 


fn  +  1[x  +  ®(X-x)]. 
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Führt  mau  deu  Wert  von  R  aus  (6)  in  (2)  ein  und  setzt  sodanu 
X  —  x  =  h,  so  erhält  mau  folgende  mit  dem  Restgliede  versehene 
Taylor' sehe  Reihe 

(7)     f(x  +  h)  =  f(X)  +  hf(x),+  -^-r(x)4-..+  <    T       fn(x) 


1-2 


fn  +  l(x_|_@h). 


1  •  2  •  3  . .  u 

Setzt  man  in  die  Reihe  (7)  x  =  0  und  vertauscht  nachher  h 
mit  x,  so  erhält  man  folgende,  mit  dem  Restgliede  versehene  Maclau- 
rin'sche  Reihe 

(8)       f  (x)  =  f  (0)  +  xf  (0)  +  ^i  f"  (0)  +  . .  +  Y^f~z  f"  (°) 

Nach  der  Bedeutung  des  Restgliedes  köuueu  diese  Reihen  nur 
Gültigkeit  haben,  wenn  dieses  Glied,  von  einem  bestimmten  Wert  von 
u  an  abnimmt  und  verschwindet  für  ein  unendlich  grosses  n. 

Würde  man  die  Grösse  9  genau  kenneu,  so  könnte  der  Wert 
der  Reihe  schon  aus  einer  kleinern  Anzahl  Glieder  berechnet  werden. 
Allein  von  der  Grösse  9  weiss  man  nur,  dass  sie  zwischen  0  uud  1 
liegt.  Man  wähle  nun  9  so,  dass  das  Restglied  möglichst  gross  und 
ebenso,  dass  es  möglichst  klein  wird,  so  gibt  die  rechte  Seite  der  Reihe  (7) 
uud  (8)  zwei  Greuzwerte,  zwischen  welchen  der  Wert  von  f(x-j-h) 
oder  f  (x)  liegen  muss.  An  dem  auf  diese  Weise  berechneten  Wert 
der  Funktion  haftet  daher  ein  Fehler,  der  kleiner  ist  als  der  Unter- 
schied dieser  Grenzwerte. 

1.  Anwendung  auf  die  Exponentialreihe.  Aus  f(x)  =  ex 
folgt 

f(x)  =  ex;     f"(x)  =  ex;..     f"(x)  =  ex;     f"+x(x)    =  ex . 
f'(0)  =  l;       f"(0)=l;..       f»(0)  =  l;      P+1(0x)=e0s. 
Daher  gibt  die  Maclaurin 'sehe  Reihe 

(1)       ex=l4-x  +  -^+     4-       X"         ,Z!+1(l-0)le0„ 
(1)       e         1-t-xi-1.2^--^l.2..n  ^     1.2-3..U      e      " 

Das  Restglied  enthält  drei  Faktoren.     Der  erste 

xn+1  x     x      x        x 


1-2. .n  12     3        n 

zerlegt  sich  in  n-|-l  Faktoren,  die  mit  wachsendem  n  abnehmen  und 
für  n  =  oo  verschwinden,  womit  auch  ihr  Produkt  =  0  wird. 

Der  zweite  Faktor  (1  —  ©)"  ist  eine  Potenz ,  deren  Grundzahl 
kleiner  ist  als  1 ;  daher  verschwindet  diese  Poteuz  für  ein  unendlich 
grosses  n. 

Der  letzte  Faktor  e  x  bleibt  für  jeden  endlichen  Wert  von  x  selbst 
eiue  endliche  Grösse.  Daher  ist  die  Reihe  (1)  kouvergeut  für  jeden 
endlichen  Wert  von  x. 
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Bricht  man  die  Reihe  (1)  bei  der  fünften  Potenz  von  x  ab,  so 
erhält  mau  für  u  =  4,  0  =  0  und  8  =  1  folgende  Grenzwerte  der 
Funktion 


ex<l 


1-2    '     1-2-3  1-2-3-4      '     1-2-3-4 


e/lt    rl-2    '     1-2-3     '     1-2.3-4 
Benutzt  man  daher  deu  Wert  von  ex,  welchen   eine  dieser  Reihen 
liefert,  so  ist  der  Fehler,   der  begangen    wird,    kleiner   als    das   Glied 

x5 
1-2-3-4  " 

Setzt  man  x  =  l,  so  findet  man  aus  obigen  Ungleichheiten 
e  <  2,75000     und     e  >  2,70833. 

Der   Unterschied    dieser    Werte    ist  =0,04167    und    beträgt   vom 
wahren  Wert  von  e 

0,04167  :  2,71828  =  0,0153, 

d.  h.    der  Fehler    bei  Berechnung  von  e   nach    obigem  Verfahren   kann 
1,53  Prozente  des  wahren  Wertes  nicht  übersteigen. 

II.    Anweudung   auf   die   logarithmische    Reihe.      Es  sei 

f  (x)  =  log  (1  -j-  x),  so  wird 


f"(x) 


(1-f-x)2'  w       (1+xV 

,     2-3..(n  — 1) 


(1-f-x)» 
f'(0)=l;  f"(0)=-l;  f"(x)  =  2;.. 

W  -t"         (1_J_ex)n  +  l 

und  daher  mittels  der  Maclaurin' sehen  Reihe,  da  f(0)  =  0 

x2         x3  ^_  x"         x'^1  (1  -  ©)" 

log  (1  +  x)  =  x  -  -  -  +  -  -  . .  ±  -  =F    (1  +  ex)n+T-- 

Damit  diese  Reihe  konvergent  wird,  muss  das  Restglied  für  ein 
unendlich  grosses  n  verschwinden.  Dieses  Glied  kann  geschrieben 
werden 


/  x  —  0  x  N " 

U  +  0xJ  " 


1  +  0: 


Für  positive  Werte  von  x  wird  dieser  Ausdruck  =0  für  ein 
unendlich  grosses  n,  wenn  x=l  oder  kleiner  als  1  ist.  Denn  die 
Klammergrösse  ist  dann  ein  echter  Bruch,  dessen  Potenz  mit  wachsen- 
dem Exponenten  abnimmt   und  für  n  =  cd    verschwindet.     Der   zweite 

x 
Faktor    „    ,    ^ —  ist  ebenfalls  ein  echter  Bruch. 
l-}-0x 


—     272     — 

Für  negative  Werte   von  x  geht  das  Restglied  über  in 
x  —  ©  x 


x  —  8x  y  x 

l  —  Gx)    '  1  —  9x 


Nun  ist  der  Bruch  in  der  Klammer  kleiner  als  1  für  jeden  Wert 
von  x,  der  kleiner  ist  als  1 ,  d.  h.  der  zwischen  0  und  —  1  liegt. 
Daher  wird  die  ute  Potenz  desselben,  für  wachsende  n,  abnehmen  und 
zu  Null  werden  für  n  =  oo. 

Au    diesem   Resultate   kann   alsdann   der  zweite   Faktor 


1  —  @x 

nichts  ändern,  weil  er  einen  endlichen  Wert  hat. 

Die  Reihe  wird  daher  konvergent,  wenn  der  Wert  von  x  zwischen 
-f- 1  und  —  1  liegt  und  auch  dann  noch,  wenn  er  =  -{- 1  ist. 

III.    Anwendung    auf    die    binomische    Reihe.       Es    sei 
f  (x)  =  xra,  so  wird 

f  (x)  =  mxm-1;       f'(x)  =  m(m  —  l)xm-2;.. 

fn(x)  =  m(m  —  l)..(m  — n  +  l)xm-n 

und  unter  Benutzung  der  Taylor' scheu  Reihe 

(1)       (x  +  hr  =  xm+mhxm-1  +  --(~^1)h2x—  * 

m(m-l)(m-2)    3        3 
'  1-2-3  ~r" 

+  "  '"IT  "s'.'.n  "  -""+' "  ~  »)-<*  +»->"- ' 
Der  Einfachheit  wegen  setze  man  x  =  1,  so  wird 

+  m(m-l)  ■■(-— )h„+,(1_e).(1+eh)„-.-,, 

i  •  4  -  o . .  n 

Das  Restglied  kann  in  Form  von  drei  Faktoren  geschrieben  werden 
(3)       [mh.^„.m-h...^h].(i^r)".(1  +  ehr-, 

Nun  sei  dem  absoluten  Werte  nach  h  <^  1,  so  nehmen  die  Fakto- 
ren in  der  ersten  Klammer  von  (3)  mit  wachsendem  Werte  von  n  ab. 

Der  letzte  dieser  Faktoren,  nämlich  die  Grösse  h  ,     konvergiert 

bei  endlichem  Werte  von  m  und  wachsendem  n  mehr  und  mehr  gegen 
j^h  als  Grenze  und  da  h  kleiner  als  1  vorausgesetzt  wird,  so  wird 
mithin  die  erste  Klammergrösse  des  Restes  (3)  für  n  =  oo  verschwin- 
dend klein. 
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j 0 

Beim  zweiten  Hauptfaktor  des  Restes  (3)  ist  die  Grösse  - — r 

1  — |—  0  n 

für  jeden  Wert  von  h,  der  zwischen  -f-  1  und  —  1  liegt,  kleiner  als  1, 
also  wird  die  nte  Potenz  dieser  Grösse  zu  Null  für  ein  unendlich  gros- 
ses n. 

Der  dritte  Faktor  (1-j-Oh)™-1  ist  eine  endliche  Grösse,  weil 
der  Exponent  rn  als  endlich  vorausgesetzt  wird.  Durch  Multiplikation 
mit  den  vorangehenden  Faktoren  wird  das  Resultat  nicht  geändert. 

Die  Konvergenz  der  Reihe  (2)  besteht  daher  für  jeden  Wert  von  h, 
der  zwischen  -\-  1  und  —  1  liegt.  Dies  erfordert ,  dass  der  absolute 
Wert  des  zweiten  Gliedes  des  Binoms  1  +  h  kleiner  ist  als  das  erste 
Glied. 

Das  Gleiche  gilt  auch  für  die  Entwickelung  von  (x-|-h)m,  da  in 
der  Gleichung 


(x+hr=(i+-£f.x™ 


nur     -  <^  1  vorausgesetzt  zu  werden  braucht,  um  die  Konvergenz  der 
Reihe  (1)  herzustellen. 


III.  Differentiation  der  Funktionen  mit  mehreren  Veränderliehen 
und  der  unentwickelten  Funktionen. 

257.    Der  Taylor'sehe   Satz    für   Funktionen   mit    zwei    unabhängig 
veränderlichen  Grössen.     Die  gegebene  Fuuktion  sei 

u  =  f  (x,  y). 

Man  lasse   x  in  x-|-h    übergehen    und   betrachte  y   als   konstant, 
so  erhält  mau 

,,     ,   ,      x  ,    du  t    ,    d2u    h2         d3u     h3      , 

CD       f(x+h,y)  =  ü+_h+__  +  — _+.. 

In  sämmtlichen  Gliedern   dieser  Gleichung  lasse   man  y  in  y  — j— k 
übergeheu  und  betrachte  x  als  unveränderlich,  so  wird 

,    du,    ,       d2u      k2    ,       d3u       k3     , 

k4 


1    dy       '        dy2        2     '        dy3       2-3 
du  ,    du       .       d2u  ,       d3u        k2 

"chT   "      +"dT    +   dxdy  +Txdy2      2 


d2u                                   d2u  d3u 

dx2      "         ••■■+■        dx2  i-    dx2dy        k       -1-" 

d3u  ,        d3  u                 , 

l^3"  " +      dx3               ~jr" 

en  heim  er,   Elementarbuch.  18 


—     274     — 

Führt  man  diese  Werte  in  (1),  so  kommt  als  gesuchte  Reihe 

.    du,    ,      d2u     k2    ,      d3u       k3    , 
(2)      f(X+h,y+k)  =  u+77k+-y^T  +  ^-y-  —  +  .. 

,     du.      .        d2U  ,        d3U        hk2 

1    dx       '    dxdy  'dxdy2     2 

_d_2^    h2    ■      d3o      h2k 
"•      dx2      2     Wx2dy'    2     '   " 

.  _i3JL_.J*!__L. 

dx3      2-3^ 

die  auch  wie  folgt  geschrieben  wird 

+  r^Vdx2h  +  2dxdy     k+df  kj 

+    i    fJ!ik,+3  ^  i.k+3Akt>+^k>)+.. 

n    1-2-3  Vdx3  dx2dy  dxdy2  d  y5       / 

Hierin  ist das    partielle    Differentialverhältnis ,    das  entsteht, 

d  x 

wenn  man  f(x,  y)  nur   in   Hinsicht  x  differentiiert ,  das   partielle 

d2u 
Differentialverhältnis  in  Hiusicht  y ;    -r— %    das  zweite  partielle  Differen- 

du 
dx 

d2  u 
nochmalige  Differentiation  in  Hiusicht  x  sich  bildet;    -—  dasjenige 

u  x  ci  y 

Verhältnis,    das  aus    -       erhalten  wird,  wenn  man  iu  Hinsicht  y  allein 

differentiiert,  etc. 

Lässt  man  in  f(x,y)  zuerst  y  in  y  — |—  k  und  sodann  x  in  x-j-li 
übergehen,  so  muss  eine  Reihe  für  f (x -j- h,  y -f- k)  entstehen,  welche 
der  vorstehenden  gleich  ist,  woraus  folgt,  dass  in  beiden  Reihen  die 
Glieder  mit  denselben  Potenzen  vou  h  und  k  einander  gleich  sein 
müssen.     Dies  führt  zu  folgenden  Relationen 

d2 u      _    d2u  d3u  d3u  d3u  d3u 

dxTy- dy~d?      dxdy2-   dy2dx'      dx2dy         dydx2'eC" 

Hieraus  folgt,  dass  bei  der  Ableitung  dieser  Differential  Verhält- 
nisse die  Reihenfolge  der  Operationen  gleichgültig  ist. 

258.  Differentiation  der  Funktionell  mit  mehreren  unabhängig  ver- 
änderlichen Grössen.  Lässt  mau  iu  der  vorstehenden  Taylor 'sehen 
Reihe  für  f  (x-j-h,  y-f-k)  die  Grösse  h  in  dx,  k  in  dy  übergehen, 
so  folgt 
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er     i    j  i    j    \      */      n        du   i      ,      d2u        dy2     . 

f(x-f-dx,y  +  dy)-f(x,y)=  — dy  +  —  y2 -•-    ^   --}-. 

i    du   .      ,      d2u  . 

+  -j—  dx+-: — —  -dxdy-f-, 
1    dx  '   dxdy 

d2u       dx2 


1     dx2         2 

Die   liuke  Seite  ist   das  vollständige  Differential    von  f(x,  y).     Auf 

der   rechten   Seite    sind    die   Glieder  — — dy    und  — — dx  die  partiellen 

d  y  d  x 

Differentiale  der  Funktion  und  als  solche  unendlich  kleiue  Grössen 
der  ersten  Ordnung.  Die  Glieder  mit  dy2,  dxdy,  dx2  sind  unendlich 
kleine  Grössen  der  zweiten  Ordnung  und  verschwinden  gegenüber 
denen  der  ersten  Ordnung.  Um  so  mehr  werden  in  der  Reihe  die 
Glieder  mit  dy3,  dxdy2,  etc.  vernachlässigt  werden  können.  Mithin 
ist  das  vollständige  Differential 

(!)  df(S,y)=^dx  +  ^id), 

Auf  demselben  Wege  findet  man  als  Differential  einer  Funktion 
mit  drei  unabhängig  veränderlichen  Grössen 

(2)      df(W)  =  ^I^dx  +  %^dy  +  ^^dz. 

d  x  d  y  dz 

Mithin  erhält  man  das  vollständige  Differential  einer  Funktion  mit 
mehreren  unabhängig  veränderlichen  Grössen,  weun  man  die  Funktion 
in  Hinsicht  einer  jeden  Veränderlichen  besonders  differentiiert  und  die 
erhalteneu  partiellen  Differentiale  addiert.  Man  sieht,  dass  man  das- 
selbe Resultat  erhält,  wie  wenn  man  nach  den  Regeln  verfährt, 
welche  in  der  ersten  Abteilung  über  die  Differentiation  von  Aggregaten, 
Produkten ,  Quotienten ,  etc.  bei  Funktion  mit  einer  Variabein  gelehrt 
wurden. 

Beispiel.  In  einem  Dreieck  ABC  (Fig.  96)  sei  die  Standliuie  c 
mit  der  Messkette  und  die  beiden  anliegenden  Winkel  A  und  B  mit 
eiuem  Winkeliustrumente  gemessen.  Die  Resultate  dieser  Messungen 
seien  mit  kleinen  Fehlern  behaftet.  Man  soll  den  Einfluss  dieser  Feh- 
ler auf  die  dem  Winkel  A  gegenüberliegende  Seite  a  bestimmen. 

Man  hat  die  Relation  FiS-  96- 

a  :  c  =  sin  A :  sin  C. 

Setzt  mau  hierin  C=  180  —  (A-[-B),  so  folgt 

a  sin  ( A  -f-  B)  =  c  sin  A. 

Man  nehme  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen,  so  kommt 

(1)  log  a  -j-  log  sin  (A  -f-  B)  =  log  c  -f-  log  sin  A. 
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Die  Differentiation  flieser  Gleichung  gibt 

—  +  C°1!  1 1  («  A  +  d  B)  =  i«  +  ^  '  A. 

a  sin  (A  H-  B)  c      '    siu  A 

da  _  _d_c_   ,    T  cos  A  _  cos (A  -f- B) ~|         _  cos (A  -j-  B) 
a .    ==    c    ^"LsinA        sin(A  +  B)_]  sin(A-j-B)        ' 

(2)       ^=dC+    ■    A   ?iD°  dA-cotg(A  +  B)dB. 

a  c  sin  A  sin  (A  -\~  B)  ö  v      ' 

Betrachtet  man  in  Formel  (1)  die  Grössen  c,  A,  B  als  unabhängig 
Veränderliche,  also  loga  als  die  Punktion,  so  besteht  das  Differential 
von  loga  aus  drei  partiellen  Differeutialien.  In  der  That  ist  in  (2) 
das  erste  Glied  rechts  das  partielle  Differential  von  (1)  in  Hinsicht  c, 
das  zweite  Glied  dasjenige  in  Hinsicht  A  und  das  dritte  dasjenige  in 
Hinsicht  B. 

Nun  seien  de,  dA,  dB  die  sehr  kleinen  Fehler  der  Grössen  c,  A,  B, 
so  wird  d  a  der  gesuchte  Fehler  der  Seite  a  und  das    Verhältnis 

dieses  Fehlers  zur  Seite  sein. 

'i.V.»  Höhere  Differentiale  einer  Funktion  mit  mehreren  unabhängig 
veränderlichen  Grössen.     Die  gegebene  Funktion  sei 

u  =  f(x,y), 

so  ist  ihr  erstes  Differential  nach  Formel  (1)  des  §  258 

/-,->  i  du  ,    du 

(i)  du=__dx+_dy. 

In    diesem    Ausdrucke   sind    die    Differentialverhältuisse   — — ,  — — 

d  x     d  y 

Funktionen  von  x  und  y.     Da  aber  x  und  y  von  einander  unabhängig 

sind,  so  nimmt  man  ihre   ersten  Differeutiale  d  x  und  d  y  als  konstant 

an  und  mau  erhält 


d2u    ,      .     d2u    , 


d  x2  dxdy 


d  u  \         d2  u    .       .     d2  u, 

—    =  -z — —  d  x  -\ z—s-  d  y. 

y7       dydx         '      dy2       J 

d2u  d2u 

Da  nun  - — —  =  - — —  ,    so    wird    das    Differential    von    d  u    in 
dxdy       dydx 

Formel  (1) 

(2)  d2u  =  4^dx2  +  2Td2"    dxdy  +  ^dy2. 

d  x2  '      dxdy  J    '    d  y2     J 

Wird    diese    Gleichung    nochmals    differentiiert ,    so    erhält    man 
zunächst 
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,/d2u\  d3u      3      ;       d3u      J 

/d2u\  d3u  d3u 

dVdxdy7        dx2dy  aXi""dxdy2   Üy' 
,/d2u\  d3u  |        d3u      A 

dUy2J  =  lüd?-dx+^^-dy- 
Deshalb  wird  das  dritte  Differential  von  u  sein 

d   u  =  i— -r  d  x3  -f  3   .    ,.     d  x2  d  y  -f-  3  ,     ,    „  dx  d  y2  +  - —,-  d  y3. 
dx3  '       dx2dy  J  dxdy2  J     '    dy3      * 

Auf  ähnliche  Weise  kaun  die  Differentiation  fortgesetzt  und  ebenso 
die  Wiederholung  der  Differentiation  einer  Funktion  mit  mehr  als  zwei 
unabhängig  Variabein  ausgeführt  werden. 

260.  Wiederholte  IHffereutintioii  einer  uiieiitwickelteii  Fuuktiou  mit 
eiiier  unabhängig  Veränderlichen.  Es  sei  die  Funktion  u  =  f(x,y)  =  0 
zu  differeutiieren. 

Man  betrachte  x  als  die  unabhängig  Variable,  so  wird  im  Folgen- 
den ihr  Differential  d  x  als  konstant  angesehen.  Nach  §  28  gibt  die 
erste  Differentiation 

(d  P-+P--  4Z=°- 

dx        dy     dx 

dy 
Hierdurch  ist  der  Wert  des  Verhältnisses  -r-^-  =  tang «  (§  6)  ge- 

d2y 
geben.     Um  auch  das   zweite  Differeutialverhältnis   -— V  zu  bestimmen, 

dx2 

verfährt  man  mit  Gleichung  (1)  gerade  so,  wie  in  §  28  mit  der  ge- 
gebenen Funktion  verfahren  wurde,  um  das  erste  Differeutialverhältuis 
abzuleiten,  d.  h.  man  differeutiiert  (1)  in  Hinsicht  x,  dann  iu  Hinsicht  y 
und  setzt  die  Summe  aus  den  erhaltenen  Differeutialverhältuissen  =  0. 
Nun  sind  die  partiellen  Differentialverhältnisse  von  (1) 

,  d2u  d2u      dy 

in  Hinsicht  x:       ,    ,-+1 — ; s — ■> 

dx2      '   dydx    dx 

.     TT.     .  ,  d2u      dy    ,    d2u    Aly\2    ,    du     d2y 

in  Hinsicht  y :    - — ~-  -4-  -r—z-  •  [  -, —      -4-   , j— sr ; 

J     dxdy    dx    '    dy2     \dx/     '    dy     dx2 

somit  das  vollständige  Resultat  der  Differentiation  aus  (1) 

(9,         Üilio-Üi1     ALj_Ü_u    z^dyN2   .    du     d2y  _ 
K)  dx2  "^dydx'dx  ^  dy2  \dxj   "^  dy  '  dx2        U* 


Setzt  mau  hierin  den  Wert  vou  —  -  aus  (l),  so  kann   -JZ2      a's 


d  y  d2  y 

— —  aus  (1),  so  kann   — — 
d  x  dx 

gefunden  betrachtet  werden.  Man  erkennt  aus  der  Art,  wie  die  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  entstanden  sind,  dass  in  gegebeueu  Fällen  keine 
andern  Regeln  zur  Anwendung  kommen,  als  wie  sie  im  ersten  Ab- 
schuitt    über    die    Differentiation    von    Summen,    Produkten,    Quotien- 
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ten,  etc.  bei  entwickelten  Funktionen  aufgestellt  Wurden.  Es  ist  da- 
her auch  überflüssig,   hier  noch    weitere   Differentiationen    auszuführen. 

261.    Iliffcreiitiatioii   einer  unentwickelten    Funktion    mit    mehreren 
unabhängig  Veränderlichen.     Es  sei  u  =  f(x,  y,  z)  =  0  zu  differenzieren. 

Man  betrachte  x,  y  als  unabhängig  veränderlich,  so  wird  z  von  x,  y 
abhängen.  Setzt  man  in  Formel  (2)  des  §  258  die  Grösse  f(x,  y, z)  =  0, 
so  erhält  man  als  erstes  Differential 


Vdu\  d2u    ,  d2u  ,     d2u    A 

d    i    )     =   i  2  d  x  + 1 — r~ d  y  -r  i   .    d 

Vdxy  dx-  dxdy  dxdz 


(1)  ^-dx_|_^dy  +  -pdz  =  0. 
v  '  d  x  dydz 

Bei  Wiederholung  der  Differentiation  beachte  man,  dass   — — ,  

dx      dy 

Funktionen  sind  von  x,  y,  z,  dass  die  Differentiale  dx,  dy  konstant 

dz 

genommen    werden  und   dass    das   letzte  Glied  — — dz  ein  Produkt   ist 

aus  den  veränderlichen  Faktoren  — —  und  dz.     Folglich  erhält  man 

d  z 

d2u     ,  d2u    ,       ,      d2u 

y 

d2u    ,       ,      d2u     ,      .      d2u    , 
- — —  d  x  -f-        o   d  y  -\-  d  z, 

dydx  dy2       J    '     dydz 

/du      \       /  d2u     ,      .     d2u,      ,d2u.\  du,  2 

d      ,     dz  )=     ,      .    dx-f-.-r-dy-f-rydz    dz4---d2z. 
Vdz      J       Vdxdz         '    dydz  dz2       J        'dz 

Mithin  das  Differential  der  Formel  (1) 

d2u  j    2    i    o    c,2u     i     j      i    o    d2"     j     i      i    d2u    1    2 

(2)  -r^dx2-r2j — -dxdy  +  2-: — — dxdz^-j-^d  y2 

d  x2  dxdy         J    '      dxdz  '    d  y2      J 

!      o      d2"       1         1  I       Cl2u    J      2     I       dU    AI  n 

4-  2  ^ — T-  d  y  d  z  +  -j-s-  d  z 2  -f-  -r—  d 2  z  =  0 . 
dydz     J         'dz2  'dz 

Aus  (1)  kann  dz,  aus  (2)  d2z  dargestellt  werden.  Auch  hier 
kann  nach  den  Regeln,  welche  im  ersten  Abschnitt  über  die  Differen- 
tiation der  Funktionen  mit  einer  unabhängig  Variabein  aufgestellt  wur- 
den, verfahren  werden,  wenn  man  nur  beachtet,  dass  die  ersten  Diffe- 
rentiale der  unabhängig  Veränderlichen  konstaut,  das  der  abhängig 
Variabein  veränderlich  angenommen  wird. 

Beispiel.     Es  sei  zu  differentiieren 

(a  —  x)2  +  (b  —  y)2  +  (c  —  z)2  —  R2  =  o. 

Man  erhält  zunächst 

(1)  (a  -  x)  d  x  -j-  (b  -  y)  d  y-f(c-z)dz=  0. 

Ist  z  die  abhängig  Veränderliche,  so  ergibt  sich  hieraus 

(2)  —  dx2  — dy2  — dz2-f(c  — z)d2z  =  0. 
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Aus  (1)  folgt 

da=        (a-s)dx  +  (b-y)dy   ' 
c  —  z 

Führt  man  diesen  Wert    in  (2)  eiu    und    ordnet   nach    den  Poten- 
zen von  d  x,  d  y,  so  erhält  man 

d,z=  (.-y+fr-i)'  d,a+  2(a-xHb-y) 

(c  — z)3  (c  — z)3  J 

+  «,-,)'  +  » -£,„,, 
(c  — z)3 


oder  auch 


J,,_«!f(!Lr:l)!.dl.+  »('-^(b-y)Jxjy 

(c  — z)3  (c  — z)3  J 

R2  —  Ca  —  x)2 

(c  —  z)3  J 


262.  Gleichung  mit  einer  liibekauuten.  Es  sei  f(x)  =  0  die  auf- 
zulösende Gleichung. 

I.  Methode  von  Newton.  Lässt  man  x  zunehmen  um  h,  so 
erhält  man  nach  der  Taylor1  sehen  Reihe 

f(x+h)  =  f(x)  +  f(x)h+r(x)-Y+.. 

und  folglich,  wenn  x  mit  a   vertauscht  wird 

(1)  f  (a  -j-  h)  =  f  (a)  +  f  (a)  h  +  f"  (a)  -y  ■+- . . 

Gesetzt  es  sei  a  sehr  nahe  eine  Wurzel  der  Gleichung  und  h  ihr 
sehr  kleiner  Fehler,  so  dass  h  einen  sehr  kleineu,  echten  Bruch 
bezeichnet,  so  wird  a-j-h  eine  exakte  Wurzel  der  Gleichung,  also 
f(a  +  h)  =  0  sein. 

Vernachlässigt  man  nun  in  (1)  die  Glieder  mit  der  zweiten  und 
den  höhern  Potenzen  von  h,  so  erhält  man  annähernd 

f(a)-H'(a)h  =  0, 

woraus  folgt 

(2)  h---^- 
(2)  h~       f(a)' 

Um  also  den  Fehler  h  der  Wurzel  annähernd  zu  finden,  bilde 
man  den  ersten  Differentialquotienten  der  gegebenen  Funktion,  setze 
sodann  in  die  Funktion  und  ihren  Differentialquotienten  statt  x  den 
angenäherten  Wurzelwert,  dividiere  die  erstere  Grösse  durch  die  letz- 
tere und  nehme  das  Resultat  mit   entgegengesetztem   Vorzeichen.    Als- 
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dann  ist  a  -\-  h  =  b  ein  Wert,  welcher  der  wahren  Wurzel  näher  liegt 
als  a.  Verfährt  man  mit  b  wie  mit  a,  so  erhält  man  eine  weitere 
Annäherung  an  die  wahre  Wurzel. 

Ist  h  nicht  klein  genug,  um  in  der  Gleichung  (1)  die  Glieder  mit 
h2,  h3, . .  vernachlässigen  zu  können,  so  muss  der  Wert  von  a  durch 
neue  Versuche  genauer  ermittelt  werden. 

Beispiel.     Es  sei 

f(x)  =x3  —  8x-f  8  =  0, 
so  wird  sein 

f'(x)=3x2  —  8. 

Für  den  angenäherten  Wurzelwert  a  =  1  hat  man 
f(a)  =  l3  —  8-1+8  =  1, 
f'(a)  =  3.12-8  =  —  5. 

Fehler  der  Wurzel    h  = —  =  0,2. 

—  5 

Verbesserte  Wurzel  b  =  1  +  0,2  =  1,2. 

Verfährt  man  mit  diesem  Werte  b=l,2,  wie  soeben  mit  a  =  l, 
so  ist 

f  (b)  =  1,23  —  8  •  1,2  -f  8  =  0,128, 

f'(b)  =  3-l,22  —  8=  —3,68. 

0  1  2K 
Fehler  der  Wurzel   h  = n    n   =  0,035. 

—  3,68 

Verbesserte  Wurzel     =  1,2  -f-  0,035  =  1,235. 

Durch  Fortsetzung  des  Verfahrens  kann  noch  eine  grössere  An- 
näherung erzielt  werden. 

II.  Regula  falsi.  Wenn  man  in  der  Gleichung  f(x)  =  0  die 
Unbekannte  x  um  die  sehr  kleinen  Grössen  h  und  k  zunehmen  lässt, 
so  hat  man  nach  der  Taylor' sehen  Reihe  annähernd 

f(x  +  h)-f(x)  =  f'(x)h, 

f(x  +  k)-f(x)  =  f'(x)k, 

indem  man  die  Glieder  mit  der  zweiten  und  den  höhern  Potenzen  von 
h  und  k  vernachlässigt;  folglich  durch  Division  dieser  Gleichungen 

f(x.+  h)-f(x)  =  h 

f(x  +  k)-f(x)         k" 

Wird  hierin  x-j-h  =  a  und  x  -\-  k  =  b  gesetzt  und  angenommen, 
dass  x  die  wahre  Wurzel  der  Gleichung  bezeichne,  so  wird  f(x)  =  0, 
f  (x-|-h)  =  f  (a),  f(x-)-k)  =  f  (b)  und  die  vorstehende  Formel  gibt  die 
Proportion 

f  (a)  a  —  x 

TCbT"""!^^ 
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Folglich  verhalten  sich  die  Funktionswerte  wie  die  Fehler  der 
Wurzel.  Diese  Proportion,  Regula  falsi  genannt,  ist'uin  so  richtiger, 
je  kleiner  die  Fehler  h  =  a  —  x  und  k  =  b  —  x  sind.  Aus  obiger 
Proportion  folgt 

_  (a-b)f(a) 

x~a       f(a)-f(b) 

ein  Ausdruck,   durch  welchen  die  Wurzel  x   sehr  annähernd  berechnet 
werden  kann. 

Beispiel.     Die  aufzulösende  Gleichung  sei 
(l_f  x)x=100. 

Mau  nehme  zuerst  auf  beiden  Seiten  die  geraeinen  Logarithmen, 
so  wird  die  aufzulösende  Gleichung  sein 

f(x)  =  xlog(l  +  x)-2  =  0. 

Setzt  man  hierin  a  =  3  und  b  =  3,3  für  x,  so  folgt 

f(a)  =  31og4  —  2        =-0,193820, 

f(b)  =  3,3log4,3  —  2=       0,090446, 

a  —  b  =  -  0,3 ;     f  (a)  -  f  (b)  =  —  0,284266, 

w       i  „,0,3-0,193820 

Wurzelx  =  3-r-0284266~=  3,204. 

Bezeichnet  man  diesen  genäherten  Wert  von  x  mit  c,  so  ist 
f  (c)  =  3,204  log  4,204  —  2  =  —  0,0017847. 

Verfährt  man  mit  a  =  3  und  c  =  3,204  wie  oben  mit  a  und  b, 
so  erhält  man 

a  -  c  =  —  0,204 ;     f  (a)  —  f  (c)  =  -  0,1920353, 

w       i  »j     0,204-0,19382    _  9  OAr,Q 

Wurzel  x  =  3  +        ^^       -3,2059. 

Auf  diesem  Wege  kann  die  Wurzel  bis  zu  einem  beliebigen  Grade 
der  Annäherung  bestimmt  werden. 

III.  Geometrische  Darstellung  der  beiden  Auflösungs- 
methoden. Es  seien  Ox,  Oy  (Fig.  97)  zwei  rechtwinkelige  Koordi- 
natenachsen. Man  trage  eine  Reihe  von  Wer- 
ten  von  x  als  Abscisseu  und  die  entsprechen- 
den Werte  von  f(x)  als  Ordiuaten  auf,  so  erhält 
man  eine  Kurve  b'ca'.  Diese  Kurve  schneide 
die  Abscisseuachse  Ox  in  c,  so  wirdOc  =  x  eine 
wahre  Wurzel  der  Gleichung  f(x)  =  0  seiu.  Nun 
seien  Oa  =  a,  Ob  =  b  zwei  angenäherte  Wurzeln 
der  Gleichung  f(x)  =  0.  Man  setze  iu  f(x)  die 
Werte  a  und  b  statt  x,  so  wird  f(x)  zu  f(a)  =  aa' 
und  zu  f(b)  =  bb'.  Da  ac  =  a  —  x  und  bc  =  x  —  b  sehr  klein  vor- 
ausgesetzt werden,  so  können  die  Kurvenstücke  a'c  und  b'c  als  ge- 
rade Linien  angesehen  werden. 
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Alsdann  ist 

aa  f(a) 

tang  a  c  a  = =  — —  — . 

ac         a  —  x 

Allein  die  Tangente  durch  a'  an  die  Kurve  ist  gleich  dem  ersten 
Differentialquotienten  (§  6)  der  Funktion,  also  =  f '  (a);  folglich  wird 
sein,  weun  man  noch  den  Fehler  x  —  a  der  Wurzel  =  h  setzt 

«  ,  ^         f (»)  ,  f(a) 

f  (a)  =  — -^—  ,   woraus  h  = 


f'(a) 

Sind  die  Kurvenstücke  a'c  und  b'c  in  einer  geraden  Linie,  was 
sehr  nahe  der  Fall  sein  wird,  so  hat  man  die  Proportion 

aa'         ac         ,  f(a)  a  — x 

~üuT=ir~     0(-ler        — TKT  = T- 

bb'  bc  —  t(b)  x— b 

Diese  letztere  Proportion  stimmt  mit  der  oben  aufgestellten  über- 
ein, wenn  auf  beiden  Seiten  mit  —1  multipliziert  wird.  Bei  Ab- 
leitung dieser  Proportion  wurde  vorausgesetzt  a>x,  b<^x.  Es  ergibt 
sich  dieselbe  Proportion,  wenn  a  und  b  zugleich  grösser  oder  zugleich 
kleiner  als  x  sind. 

263.  Gleichungen  mit  zwei  lubekauuten.  Die  aufzulösenden  Glei- 
chungen seien 

(1)  f(x,y)=0,     F(x,y)  =  0. 

Aendern  sich  die  Grössen  x,  y  um  h  und  k ,  so  erhält  man  nach 
der  Taylor' scheu  Reihe 

(2)    f(x+h,,+k)=i(„)+«M-1+iMl+.. 

d  x  dy 

(3)  F(x+h,y  +  k)=F(x,y)+^MlhH-^Ök  +  .. 

Nun  seien  a,  b  zwei  sehr  augenäherte  Wurzelwerte  und  h,  k  ihre 
Fehler,  so  dass  a-j-h,  b-f-k  wahre  Wurzeln  der  Gleichuugeu  be- 
zeichnen. 

Setzt  man  nun  in  den  Gleichungen  a  für  x,  b  für  y,  bricht  die 
Reihen  wegen  der  Kleinheit  von  h  und  k  bei  den  ersten  Potenzen 
dieser  Grössen  ab  und  berücksichtigt,  dass  die  linken  Seiteu  dieser 
Gleichungen  (2),  (3)  =  0  werden,  so  hat  mau 

(4)  o=f(a,b)  +  -d4^h  +  -df|^-k. 

dx  dy 

(5)  0==F(a,b)+dF1(a'b)h+dF,(a'b)k. 

dx  dx 

Diese  Gleichungen  enthalten  nur  noch  die  Unbekannten  h  und  k 
in  der  ersten  Potenz,  indem  alle  andern  Ausdrücke  aus  den  Funktionen 
und  ihren  partiellen  Ableitungen  erhalten  werden,  wenn  mau  die  be- 
kannten Werte  a,  b  für  x,  y  einführt.  Mithin  ist  die  Aufgabe  auf  die 
Auflösung  zweier  Gleichungen  vom  ersten  Grad  zurückgeführt. 
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Sind  diese  Werte  von  h  und  k  ermittelt,  so  setze  man  a'  =  a— |— h, 
b'  =  b  — |—  k  als  angenäherte  Wurzelwerte  und  bestimme  ihre  Fehler  h' 
und  k'  auf  dieselbe  Weise,  wie  h  und  k  bestimmt  werden,  so  erhält 
man  eine  weitere  Annäherung. 

Beispiel.         f  (x,  y)  =  x3  —  2  x  y2  -j-5  =  0, 

f  (x>  y)  =  y2  -4-  3  x  y  -f  10  =  o. 
df0>y)  =  3x2  _  2  2.     df  foy) 

dx  '  y  ' 

dx 

Für  x  =  2,3  und  y  =  —  2  wird 

f(x,y)  =  -  1,233;       F(x,y)  =  0,2. 

Da  die  Funktionen  für  diese  Werte  der  Unbekannten  klein  aus- 
fallen, so  nehme  man  a  =  2,3  und  b  =  —  2,  führe  sie  in  die  ersten 
Differeutialquotienten  ein  und  schreibe  die  Gleichungen  (4)  und  (5) 
an,  so  kommt 

0  =  -  1,233  -f-  7,87  h  -f  18,4  k, 

0=      0,2      —6h       +    2,9  k, 

woraus  man  für  die  beiden  Fehler  der  Wurzeln  findet 

k  =  0,044,        h  =  0,054. 

Deshalb  sind  die  angenäherten  Wurzeln 

a-j- h  =  2,3  4-  0,054  =  2,354 ;    b  +  k  =  —  2  4-  0,044  =  —  1,956. 

Hierfür  werden  die  gegebenen  Funktionen 

f  (x,  y)  =  0,039 ;     F  (x,  y)  =  0,013, 

also   sehr   nahe  =0;   mithin   sind  x  =  2,354    und   y=  —  1,956    sehr 
angenäherte  Wurzelwerte. 

264.  Algebraische  (ileichuiigeu  mit  gleichen  Wurzeln.  Es  seien 
a,  b,  c, . .  Wurzeln  einer  Gleichung,  so  lässt  sich  dieselbe  in  ein  Pro- 
dukt (x  —  a)  (x  —  b)  (x  —  c) . .  zerlegen.  Sind  drei  dieser  Wurzeln 
einander  gleich,  z.  ß.  gleich  a,  so  wird  jenes  Produkt  den  Faktor 
(x  —  a)3  enthalten.  Nun  enthalte  eine  Gleichung  n  gleiche  Wurzelu  a, 
so  wird  sie  in  ein  Produkt  zerlegt  werden  können  von  der  Form 

(1)  F(x)  =  (x-a)»f(x)  =  0. 

Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  folgt 

(2)  lZM=u(x_a)„-lfW+(s_a)„^). 

Wenn  nun  n  =  2 ,  so  hat  die  Gleichung  (1)  zweimal ,  und  der 
erste  Differentialquotient  (2)  einmal  den  Faktor  x  —  a.  Wenn  daher 
die  Gleichung  und  ihr  erster  Differentialquotient  einen  gemeinschaft- 
lichen Faktor  von  der  Form  x  —  a  enthalten,  so  hat  die  Gleichung 
zwei  gleiche  Wurzeln. 
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Durch  Differentiation  von  (2)  folgt 

d2F(x) 


(3)       d/v^-  =  n(n-l)(X-ar-^(x)  +  2n(x-a)"-^W 
ix  dx 


+  (x-a) 


n    d2f(x) 
dx2 


Wenn  n  =  3,  so  enthält  die  Gleichung  (1)  den  Faktor  x  —  a 
dreimal ,  der  erste  Differentialqnotient  (2)  zweimal  und  der  zweite 
Differentialqnotient  (3)  einmal.  Wenn  somit  der  erste  und  zweite 
Differentialquotient  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  von  der  Form 
x  —  a  haben,  so  hat  die  ursprüngliche  Gleichung  drei  gleiche  Wurzeln. 

Auf  diesem  Wege  ergibt  sich  folgender  allgemeine  Satz :  Wenn 
der  (u  —  l)te  Differentialqnotient  einer  Gleichung  mit  dem  vorhergehen- 
den einen  gemeinschaftlichen  Faktor  hat  von  der  Form  x  —  a,  so  hat 
die  gegebene  Gleichung  n  gleiche  Wurzeln  a. 

Beispiel  1.     Aus     F  (x)  =  x3  —  3  x-f-  2  =  0 

folgt  AIM  =  3s2_3. 

dx 

Nuu  haben  die  Polynome  x3  —  3  x  —  2  und  3  x2  —  3  den  gemein- 
schaftlichen Faktor  x  -j- 1 ;  folglich  hat  die  Gleichung  F  (x)  =  0  die 
beiden  gleichen  Wurzeln  — 1.  Die  zweite  Ableitung  von  F  (x)  ist 
=  6  x.  Diese  hat  mit  der  ersten  3  x2  —  3  keinen  gemeinschaftlichen 
Faktor.     Somit  hat  auch  die  Gleichung  nicht  drei  gleiche  Wurzeln. 

Dividiert  man  die  gegebene  Gleichung  durch  (x-f-1)2,  so  findet 
man  als  Quotienten  x— 2;  folglich  ist 

F  (x)  =  x3  -  3  x  -  2  =  (x  -f  l)2  (x  -  2)  =  0. 

Beispiel  2.  Die  zweigliederige  Gleichung  xn -f- a  =  0  hat  zur 
ersten  Ableitung  nxn—1.  Da  diese  Ableitung  und  die  Gleichung  kei- 
nen gemeinschaftlichen  Faktor  haben,  so  sind  die  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung alle  ungleich.. 


V.  Bestimmung  der  Werte  der  Funktionen,  welche  die  unbe- 
stimmte Form   0    annehmen. 

265.    Bestimmung   der  Werte  —    iu  speziellen  Fallen.      Wenn  man 


im    Bruche  —     — _   die  Variable  x=l   setzt,  so  geht  der  Bruch  über 
1  —  x* 

iu  die  unbestimmte  Form  — .     Dividiert  man   aber  Zähler  und  Nenner 

des  gegebenen  Bruches  durch  1  —  x,  so  folgt 

1-x  1 

i-x2  —  i  +  x* 
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Setzt  mau  hierin  x  =  1,  so  findet  mau  als  gesuchteu  Wert  —  =  — . 

Wird  iu  dem  Bruche  -    —  die   Veränderliche    x  =  0   gesetzt,     so 
x 

erscheint  dieser  Bruch  ebenfalls  auter  der  Form  — .  Allein  nach  §  252  ist 

x3      .  ^5 

sin  x  =  x  —  — — -  -f 


2 -3    '     2-3-4-5 
folglich  —  =  1  -y^+  2.3.4-5   ~  •  • 

Für  x  =  0  gibt  diese  Gleichung  — — -  =  — -  =  1  als  gesuchten  Wert. 

266.   Allgemeines    Verfahren   zur   Bestimmung  der  Werte  — .   Mau 

stelle  den  Zähler  des  Bruches  durch  f(x),  den  Neuner  durch  (f  (x) 
dar,  lasse  x  in  x-}-h  übergehen  und  entwickele  nach  dem  Taylor'- 
scheu  Satze,  so  erhält  mau 

f(x+h)  =  "'»  +  f'"t+f''-'T+"| 

*(x+h)        f(i)+f(i)l+»"Wy4- 

Nuu  gehe  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  — yAr  für  x  =  a  in  — - 

qp(x)  _  0 

über,  so  verschwinden  in  diesem   Falle   die   ersten   Glieder   im  Zähler 

und  Nenuer  rechts.     Setzt  mau  also  x  =  a  und  dividiert  sodanu  rechts 

im  Zähler  und  Nenner  durch  h,  so  folgt 

f(.+h)       fW  +  H')}  +  rW^+.. 

Wird  hierin  h  =  0  augenommen,  so  kommt 
f(a)    =  f  (a)  =  0 
9  (a)         9' (a)        0 ' 
Somit  wird  der  Wert  des  Bruches,   welcher   für  x  =  a   unter  der 
unbestimmten  Form  —  erscheint,  erhalten,  wenn  man  die  erste  Ablei- 
tung des  Zählers  durch  die  erste  Ableitung  des  Neuners    dividiert  uud 
im  Resultate  x  =  a  setzt. 

Sollten  auch    die  Grössen  P  (a)    und   <p'  (a)  für  x  =  a   gleichzeitig 
verschwinden,  so  gibt  die  Formel  (1),  nachdem  noch  Zähler  und  Nen- 
ner mit  —  dividiert  sind 
z 
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(2)  f(.+h)       '"W+r-(a)}  +  .. 

y(a  +  h)         ?««+*><"« }  +  ..  ' 

Setzt  man  hierin  h  =  0,  so  folgt 

f(a)  =_    f"(a) _=  0 
y(a)         y"(a)   ~~  0' 

In  diesem  Falle  wird  also  die  zweite  Ableitung  des  Zählers  durch 
die  zweite  Ableitung  des  Nenners  dividiert   und    sodann  x  =  a  gesetzt, 

um   den  Wert  — 7-f-  =  tt   zu  erhalten. 
(f  (a)         0 

Man  sieht  hieraus,  dass  man  haben  würde 

f(a)  __    f"'(a)  _  0 

<p  (a)  ~~  y'"  (a)  _  0  ' 

wenn   im   Ausdrucke   (2)  f"  (a)    uud  (f"  (a)    gleichzeitig  zu   Null    wür- 
den, u.  s.  w. 

x a  Q 

Beispiel    1.      Der  Bruch  —5— — 5-  wird  für  x  =  a  zu  — .      Man 
x3  —  a3  0 


schreibe 


f(x)  _      x-a  f'(x) 

•    so  ist 


9P(x)         x3-a3  '  y'(x)         3x5 

daher  der  Wert  von  —  gleit 
f(a)  f'(a)  1  0 


Für  x  =  a  wird  daher  der  Wert  von  —  gleich 


y(a)        <p'(&)         3  a2  0' 

Beispiel  2.     Es  soll  der  Wert  des  Bruches  — fürx  =  l 

Kl-x 
bestimmt  werden.     Nun  ist 

J^  

f(x)  _  lognat  x         f  (x)  _  x  2  Vi  —  x 

Für  x  =  1  wird  —  =  a,)A  =  0  der  gesuchte  Wert  sein. 

x    —  siu  x 
Beispiel    3.      Es    sei   der    Wert   des   Bruches  —  „ —        für 

x3 

x  =  0  zu  prüfen.     Man  hat 

f  (x)   x2  —  sin2x  f  (x) 2  x  —  2  sin  x  cos  x 

V&j~  =       "x3         '  "^W  3x2         ~~ ' 

f"  (x)         1  —  cos2x  -j-  sin2x  f"  (x) 4  cos  x  sin  x 

<p(x]=  3x  ~ '  ^'"(xj-  3 
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Setzt  mau  hierin  x  =  0,  so  gehen  die  drei  ersten  Brüche  in  die 
unbestimmte  Form  —  über  und  der  letzte  wird  =  0;  folglich  ist 
auch  der  gegebene  Bruch  =  0  für  x  =  0. 

267.     Zahler   und   Nenner   enthalten    einen    Faktor   von    der    Form 

in 

(x  —  a)"  .     Ein  Bruch  von  der  Form 

f(x)        (x-a)^y(x) 
F(x)  2. 

(x-a)«  V(x) 

dessen  Zähler    uud  Neuner   den  Faktor  (x  —  a)  mit  irgend  einem  Ex- 
ponenten enthält,  wird  immer  zu  —  für  x  =  a.     Wenn  die  Exponenten 

des  Faktors  x  —  a  gebrochen  sind,  wie  dies  im  vorstehenden  Ausdrucke 
der  Fall    ist,    so   sind   die   Regeln    des    §    266    zur   Bestimmung    der 

Werte  —  unzureichend.    Denn  so  oft  auch  die  Differentiation  im  Zähler 

und  Nenuer    wiederholt    wird,    immer   enthält  jedes  Glied    des  Zählers 
und  Neuners    der   entstandenen   Brüche   den  Faktor  x  — a,    im  Zähler 

versehen  mit  den  Exponenten  —  —  1, 2,  ..  und  im  Neuner  mit 

n  n 

deu  Exponenten  — 1 ,  —  —  2, . . .     Sämmtliche  Glieder  werden   also 

q  q 

=  0  für  x  =  a ;  also  nehmen  die  Quotienten  aller  auteiuander  folgenden 
Ableitungen  die  Form  —  an. 

In  diesem  Falle  entwickelt  mau  Zähler  und  Neunner  des  gegebeneu 
Bruches  direkt,    indem  man    a-f-h    für  x  einführt   uud   sodann  h  =  0 
setzt.     In  jedem  besondern  Falle  ist  also  der  Wert  des  Bruches 
f(a  +  h) 
F(a-j-h) 
zu  bestimmen  für  h  =  0. 

Beispiel.    Das  eben  Gesagte  findet  seine  Anwendung  auf  den  Bruch 

f(x)  _  (x2  — 4ax4-3aV 


F  (x)  1 

(x3-a3)2 

n        11  ü    ,-■  u        ,  f'(x)        f"(x) 

Derselbe  wird  zu    —  furx  =  a;  aber  ebenso  ^77^-,    f^-r,    etc. 
0  r    (x)       r     (x) 

Man    setze    a  — j—  h    für  x,    so  erhält  man,    wenn    die  Grösseu    in  den 

Klammern  reduziert  werden: 

j_  1 

f(a  +  h)  =           (h2-2ah)T  _  J^          (h  -  2  a)y 

F(a+h)  L  ~  ±  1 

(3a2h4-3ah2  +  h3)2        h6    (3a2  +  3ah  +  h2)2 
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Für  h  =  0   wird    dieser  Bruch  =  —  oo ;    folglich  wird  auch   der 

gegebene  =  —  oo  für  x  =  a. 

268.  Kesliinmiing  der  Werte  — .    Der  Bruch  —^4  werde  für  x  =  a 

oo  F  (x) 

oo 
zu  — .     Um  desseu  Wert  zu  bestimmen,  schreibe  man 

oo 

1 
_f_GO  _  FQQ 
F(x)~~  1_' 

f(x) 
so  wird  der  Annahme  zufolge  die  rechte  Seite    dieser  Gleichung   über- 
gehen in  die  Form    —  für  x  =  a.      Der  Wert  dieser  Form   kann   aber 

nach  dem  Vorhergehenden  bestimmt  werden. 

Durch   passende   Umformungen   lassen   sich   die   Werte   der  unbe- 

_0 
0 
und  somit  bestimmen. 

Beispiel.     Die  Formel . —    gibt    oo  —  oo    für    x  =  0. 

x        sinx 

Nun  bringe  man  beide  Brüche  auf  gleiche  Nenner,  so  erhält  man  dafür 
sin  x  —  x 


xsinx 


welcher  Bruch  zu  —  wird  für  x  =  0.  Nach  dem  obigen  Verfahren 
findet  man  hierfür  durch  zweimalige  Differentiation  im  Zähler  und 
Nenuer  den  Wert  — -  =  0. 


VI.   Zerlegung  gebrochener  rationaler  Funktionen  in 
Partialbrüche. 

269.    Erklärungen.      Die  gebrocheneu,   rationalen    Funktionen    sind 
enthalten  in  der  allgemeinen  Form 

p  xn "-1  -\-  q  xn -2  -[- . .  -j-  s  x  -f- 1 

x^-KPx"--  14rQxn-2+..  +  Sx+T ' 

worin  der  Exponent  n  eine  ganze  positive  Zahl  und  die  Grössen  p, 
q, . .  P,  Q, . .  konstante  Koeffizienten  bezeichnen.  Der  höchste  Exponent 
ist  im  Zähler  wenigstens  um  eine  Einheit  kleiner  als  im  Nenuer  voraus- 
zusetzen. Denn  wenn  der  Zähler  in  Hinsicht  x  von  gleichem  oder 
höherm  Rang  ist  als  der  Nenner,  so  lässt  sich  immer  die  Division  des 
Zählers  durch  den  Neuner  so  weit  fortführen,  bis  man  auf  einen  Rest 
kommt,  dessen  Rang  um  die  Einheit  niedriger  ist  als  der  des  Divisors. 
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Man  setze  deu  Neuner  der  gegebeuen  Funktion  =0,  und  bestimme 
die  n  Wurzeln  dieser  Gleichungen,  was  immer  möglich  ist,  wenn  die 
Vorzählen  P,  Q, . .  numerische  Werte  siud.  Die  reellen  Wurzeln  seien 
a,  b,  c, ..  die  imaginären  Wurzeln  haben  die  Form  a  -4^-  ß  y—  1  und 
kommen  iu  der  Art  paarweise  vor,  das  a  -f-  ß  y  —  1  und  a  —  ßy  —  1 
gleichzeitig  auftreten. 

Es  ist  bekannt,  dass  der  Nenner  als  ein  Produkt  angesehen 
werden  kann  aus  deu  reellen,  binomischen  Faktoren  x  —  a,  x —  b, 
x  —  c, . .  und  aus  den  imaginären  Faktoren  x  —  [a  -^ ß  V '—  l), . . 

270.  Erster  Fall  der  Zerlegung.  Der  Nenner  könne  zerlegt  werden 
in  ein  Produkt  ungleicher  reeller  Faktoren.  Iu  diesem  Falle  kann 
folgende  Gleichung  vorausgesetzt  werden 

px"-1  +  qx"-2+..  +  t=     A B_ C , 

K)         xü  +  Pxn-1  +  ..  +  T     "     x  —  a^x-bx  —  c"1"'" 

woriu  die  Grössen  A,  B,  C, . .  unbestimmte,  von  x  unabhängige  Zahlen 
sein  sollen. 

Denn  wenn  mit  dem  Nenner  multipliziert  wird,  so  erhält  man  auf 
beiden  Seiten  Polynome  vom  (n — l)ten  Grad.  Iu  deuselben  müsseu, 
nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Koeffizienten  (§  60),  die 
Vorzahlen  gleich  hoher  Potenzen  vou  x  einander  gleich  sein.  Dadurch 
erhält  man  n  Bediuguugsgleichuugeu,  aus  welchen  die  nunbestimmten, 
konstanten  Grössen  A,  B,  C, . .  bestimmt  werden  können. 

In  der  vorstehenden  Formel  werden  die  Brüche  mit  deu  einfachen 
Nennern  x  —  a,  x  —  b, . .  Partialb rüche  genannt. 

r   •      •    .  2x  +  3  A  B 

BeispieL  7^i-  =  x^m  +  ^^- 

Mit  x2  — 4  multipliziert  2  x  +  3  =  A  (x  —  2)  -f  B(x  -+-  2), 

2  x  +  3  =  (A  -f  B)  x  -  2  (A  -  B). 

Die  Vorzählen  gleich  hoher  Potenzen    von   x  geben   die  Relationen 

A  -j-  B  =  2,      —  2  (A  —  B)  =  3, 
woraus  folgt 


4  4 


somit 


2^x-f-3  _ 


+  7" 


x2  — 4         4(x  +  2)    '    4(x-2)" 

271.  Zweiter  Fall  der  Zerlegung.  Der  Nenner  köuue  zerlegt  werden 
in  reelle  Faktoren  vom  ersten  Grad,  wovon  jedoch  einzelne  einander 
gleich  seien. 

Nach  dem  ersten  Falle  kann  geschrieben  werden 

px3  +  qx2  +  rx  +  s  A  B  C      ■      D 

V  J         (x-a)(x-b)(x-c)(x-d)       x-a  r  x-b  ^  x-c^  x-d' 

Auteiiheimer,    Elementarbuch.  19 
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Wenn  nun  etwa  a  =  b  =  c  wird,  so  geht  hieraus  hervor 

px3-h...  +  s  _   _A, D 

(x-a)3(x-d)       x-a^x-d' 

weuu  nämlich  A,  für  A  -f-  B  -f-  C  gesetzt  wird.  Multipliziert  man  diese 
Gleichung  mit  dem  gemeinschaftlichen  Nenuer,  so  erhält  mau  auf  beiden 
Seiten  Polyuome  vom  3te"  Grad,  welche  4  Bediugungsgleichuugen  unter 
den  Konstanten  p,  q,  .  .  A„  D  liefern.  Unter  diesen  Konstauten  sind 
aber  nur  zwei  Grössen,  nämlich  A,  und  D,  unbekannt.  Folglich  erhält 
mau  für  A,  und  D  im  allgemeinen  Weite,  welche  sich  widersprechen. 
Also  ist  die  obige   Voraussetzung  (2)  unzulässig. 

Damit  die  hypothetische  Gleichung,  welche  die  Zerlegung  in 
Partialbrüche  enthält,  richtig  sei,  müssen  in  ihr  so  viele  unbestimmte 
koustaute  Grössen  vorkommen ,  als  Bedingungsgleichuugeu  eutstehen. 
Dieser  Forderung  wird  entsprochen  durch  die  Formel 

px3  +  qx2-f  rx-|-s_  Ax2  +  Bx-[-C  D 

(x-a)3(x-d)  (x-a)3        +x-d" 

Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  die  Gleichung  rechtfertigen 

px5  +  qx*4-..-f-t    =  Ax2  +  Bx  +  C    ,    Dx  +  E F_ 

W      (x-a)3(x-b)2(x-c)  (x-a)3        "^  (x  -  b)2  "^  x  -  c" 

Denu  hier  entstehen,  wenn  mit  dem  gemeinschaftlichen  Neuner 
multipliziert  wird,  zu  beiden  Seiten  Polynome  vom  5ten  Grad,  welche 
zwischen  den  Koeffizieuteu  6  Bedingungsgleichuugeu  liefern,  aus  denen 
die  6  Unbekanuten  A,  B, . .  F  bestimmt  werden  können. 

Gesetzt  es  sei  die  Zerlegung  nach  (3)  ausgeführt,  so  dass  die 
Grössen  A,B, C  als  bekauut  anzusehen  sind,  so  kann  der  erste  Bruch 
rechts  in  (3)  durch  folgende  Formel  weiter  zerlegt  werden 

Ax2-f-Bx-|-C  =   __V . B'  C 

{)  (x-a)3  (x-a)3   •   (x-a)2"1"  x-a' 

Denn  durch  Entfernung  des  gemeinschaftlichen  Nenners  entstehen 
zu  beideu  Seiten  Polynome  vom  2teu  Grad.  Dieselben  liefern  drei  Be- 
diugungsgleichuugen, gerade  so  viele,  als  zur  Bestimmung  der  Unbe- 
kannten A',  B',  C  nötig  siud. 

Nach  dieser  Zerlegungsweise  (4)  kann  man  nun  statt  des  Bruches 
(3)  schreiben 

px5  +  qx*-}-..+t 

(x-a)3(x-b)2(x-c) 

A  A,        ,        A„  _B ^___i C_ 


(x-a)3   u  (x-a)2   '      x-a     '    (x-b)2 

Man  sieht  hieraus  leicht,  wie  die  Zerlegung  vorzunehmen  wäre, 
wenn  der  Nenuer  der  gegebenen  Funktion  die  Faktoren  (x  —  a)n 
(x  — b)m  enthielte. 

272.  Dritter  Fall  der  Zerlegung.  Der  Neuner  des  zu  zerlegenden 
Bruches  enthalte  imaginäre  Faktoren. 
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Die  konjugierten  imaginären  Faktoren  x-{-a-\-ßy — 1  und 
x-f-  a  —  ß  V—  1  geben,  mit  einander  multipliziert,  einen  quadratischen 
Faktor  von  der  Form 

(x-j-«)2-f|S2  =  x2-f  2«x-}-«2  +  /*2. 
Nun   lässt    sich    die   Richtigkeit   der   Zerlegung   durch    die  Formel 
px  +  q  A  +  Bf~l  k-KV^l 

(x  +  a)«+/»«~I+a+  ^yrn^i  +  a-  ßV-l' 

worin  A,  B  zu  bestimmende  Konstanten  sind,  leicht  nachweisen;  denn 
man  multipliziere  mit  dem  gemeinschaftlichen  Neuuer,  so  kommt,  da 
sich  alle  Glieder  mit  V  —  1  aufheben 

px-j_q  =  2Ax+2Aa-f-2B(S, 

A=^P,      B-«-P" 


2  ^  2ß 

Diese  Zerlegung  wird  aber  gewöhnlich  nicht  ausgeführt,  um  in 
den  Partialbrüchen  den  imaginären  Faktor  V  —  1  zu  vermeiden.     Der 

Bruch     0   ,   n  ,   , — -rs  wird  also  bereits  als  in  seiner  einfachsten 

x^  -\-  2  a  x  -f-  a2  -j-  ßl 

Gestalt  angesehen. 

Ist  der  quadratische  Faktor  im  Nenner  mehrmals  vorhanden,  z.  B. 

dreimal,  so  ist  das  Schema  der  Zerlegung 

px5-f  qx4  +  ..-{-t Ax-j-B 

(x"2  +  2«x  +  «24-iS2)3  _  (x2  +  2«x-|-«2  +  ^2)3 
A'  x  -f  B'  .  A"x-j-B" 

+  (x2-f  2«x  +  «2  +  02)2  +   x2-j-2«x  +  «2-|-^2  ' 
Denn  hier  geben  Zähler  und  Nenuer  Polynome  vom  5te"  Grad  mit 
6    Bedingungsgleichungen,    aus    welchen    die   6   Konstanten    A,B,A', .. 
bestimmt  werden  können. 

273.  Allgemeiner  Fall.  Die  gebrochene  Funktion  habe  einen  Nenner 
von  der  Form  (x2  +  2  a  x  +  a2  -f  ß2)n  (x  -  a)m  (x  —  b)p . . .  Nach  den 
entwickelten  Gründen  gibt  die  Zerlegung  folgende  Partialbrüche 

Ax-j-B A,x  +  B,  , 

(x'H-2ax  +  «2-|-/S2)"  +  (x2-[-2ax-f-«2  +  iS2)11-1"h" 

■  An  —  lX-j-B„_i  ,  C | C, ,  i     Cm  —  1 

"^  x2-|-2«x-f  a2  +  i»2  "*"(x  —  a)m  "^  (x  -  a)*-1  ^"^x-a 

D         ■  D,  ■         ,    Dp-i 

"t"  (x  _  b)P  ~r  (x  _  b)P-i  -r  •  •  -r  x  _  b- 

6  x-j-2  x2 
Beispiel.    Es  sei  der  Bruch  zu  zerlegen    .  2   ,  ,      .  ,     ,      .  . 

Da  hier  der  quadratische  Faktor  die  imaginäreu  Faktoren 
x2-f  4  x  +  4-f  4  =  (x-f-  2-f  2>^T)  (x-f  2-2^^1) 

19* 
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gibt,  so  wird  das  Schema  der  Zerlegung  sein 

6x  +  2x2  A-l-Bx 


(x2  +  4x  +  8)(x  +  2)         x2  +  4x  +  8     '    x-f-2' 
6 x -f 2x2  =  (2  A  +  8C)  +  (A  -f-  2B  -f  4C)x  -^  (B  -j-  C)x2. 

Die  Vorzählen  gleicher  Potenzen  von  x  geben  die  Bediuguugs- 
gleichuugeu 

2A-j-8C  =  0,..A  =  4, 
A  +  2B-L4C=6,..B  =  3, 

B  +  C=2,..C  =  —  1;  folglich 
6x  +  2x2  4-f-  3  x  _1_ 

(x2  +  4x-|-8)(x4-2)  _  x2-j-4x-f  8~       x  +  2" 

274.  Anwendung  der  Differeuiinlrechuuug  auf  die  Zerlegung  im  Par- 
tialbruche  Die  Bestimmung  der  unbekannten  Konstanten  in  den  Zäh- 
lern der  Partialbrüche  ist  nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Koeffi- 
zienten oft  sehr  weitläufig.  Schneller  führt  die  Anwendung  der  Diffe- 
rentialrechnung zum  Ziele. 

Erster  Fall.  Der  Zähler  der  gebrochenen  Funktion  sei  f(x), 
der  Nenner  F  (x),  so  hat  man 


Üi  =  _A . B , C_ 

F(x)        x  — a"1"  x—  b"'    x  —  c"1"'" 

Man  multipliziere  mit  x  —  a,  so  folgt 

Setzt  man  hierin  x=a,  so  wird  F(x)  =  0,  da  a  eine  Wurzel  die- 
ser Gleichung  ist.     Folglich  geht  die  vorstehende  Formel  über  in 

Nun  weude  mau  die  in  §  266  angegebenen  Regeln  zur  Bestim- 
mung  von  -= -  -r-  =  —  an.  Die  erste  Ableitung  des  Zählers  ist  =  1, 
des  Nenners  =F'(x);  folglich  für  x  =  a 

0  ~~  F'  (a) ' 
Folglich  A  =  ^;     ebenso  B  =  Ä;      C  =  ^u.s.w. 

x2-|-4 


Beispiel.     Es  sei  zu  zerlegen 


x3  —  6x2+llx  +  6  ' 


Die   Wurzeln  der   Gleichung   x3-p6x2-[-llx-L6=0   sind   — 1. 
—  2,  —  3.     Ferner  ist 


293 


f(X)  =  X2_j_4, 

F'  (x)  =  3  x2  -f- 12  x 

ür  x=  —  1, 

f(-l)=    5, 

F'(-l)  =  2, 

x  =  — 2, 

f(-2)=    8, 

F'(-2)=-l, 

x  =  -  3, 

f(— 3)  =  13, 

F'  (-  3)  =  2, 

-|. 

3  =  ^-8, 

2  ' 

X5 

!-j-4                            5 

8        .         13 

11, 


x3-|-6x2  +  llx  +  6         2(x-f-l)       x-j-2   '   2(x+3)' 

Zweiter  Fall.      Mau   habe  die  Zähler   der  Partialbrüche   in   fol- 
gender Formel  zu  bestimmeu : 

f(x)      =        A B^        |         C  D_ 

(x  -  a)4        (x  -  a)4  ""t"  (x  —  a)3  "^  (x  -  a)2  "^  x  -  a" 

Multipliziert  man  mit  dem  Neuner  und  differentiiert  die  entstandene 
Gleichung,  so  erhält  man  successive : 

f(x)     =A-|-B(x-a)  +  C(x-a)2  +  D(x-a)3, 

f(x)    =B  —  2C(x  — a)  +  3D(x  — a)2, 

f"(x)  =  2C-f-  6ü(x  — a), 

f'"(x)  =  6D. 

Setzt  man  in  diese  Gleichungen  x  =  a,  so  erhält  man 

A  =  f(a),       B  =  f'(a),       C  =  {f"(a),       D  =  ^-f"(a). 

Man  sieht,  wie  zu  verfahren  ist,   wenn   der  Nenner   der  Funktion 
(x  —  a)n  wäre. 

x2  -1-  2 
Beispiel.      Es   sei   zu  zerlegen  y — ~^r-     Man  erhält 

(x       6) 

f(x)     =  x2 +  2,  folglich  A  =  f (3)  =11, 

f'(x)    =2x,  B  =  f(3)         =    6, 

f"(x)  =2,  C=-|-f"(3)  =    1, 

f"(x)  =  0,  D=  =0, 

x2  +  2   =       11         .  6  ,  1 

(x  -  3)4       (x  -  3)4  T  (x  -  3)3    l    (x  -  3)2" 

Ferner  sei   der  Nenner  der   gegebeneu   Funktion  (x  —  a)2  (x  —  b). 
Man  wird  voraussetzen 

f(x)  A         ,       B  C 

(x  -  a)2  (x  -  b)  ~~  (x  -  a)2  "*"  x  -  a  +  x  -  b' 

Man  schaffe  den  Nenner  weg  und  bilde  die  Ableitungen   der  ent- 
standenen Funktion,  so  erhält  man 
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f  (x)     =  A  (x  —  b)  -[-  B  (x  —  a)  (x  —  b)  +  C  (x  —  a)2, 

f'(x)    =A  +  B(x  — a)  +  B(x  — b)  +  2C(x~a), 

f"(x)  =  2B  +  2C. 

Setzt  man  hierin  x  =  a,  so  folgt 

f(a)  =  A(a  — b),       f  (a)  =  A  -+-  B  (a  —  b),      f"(a)  =  2B  +  2C, 

aus  welchen  Gleichungen  A,  B,  C  sich  leicht  ergeben. 

Endlich  sei  der  Neuner  der  gebrochenen  Funktion  (x  —  a)n  <f  (x), 
so  dass  man  folgendes  Schema  der  Zerlegung  hat 

fQO  A.B. C_ 

(x  -  a)n  <p  (x)         (x  -  a)ü  -1"  (x  -  a)—1  "•"  (x  -  a)n"2  ~t~' ' 

.   _H ■    VW 

^x-a^  <*>(x)' 

worin  */>(x)  ein  ganzes  rationales  Polynom  ist  von  niederem  Grade  als 
<p  (x).     Durch  Beseitigung  des  Nenners  erhält  mau 

f(x)  =  A9(x)  +  B(x-a)y(x)  +  C(x-a)2?(x)  +  ... 
+  H(x-a)"-^(x)  +  ^(x).(x-a)«. 

Wird  diese  Gleichung,  wie  in  deu  beiden  vorhergehenden  Zer- 
legungen, wiederholt  differeutiiert  und  sodann  x  =  a  gesetzt,  so  er- 
hält man 

f(a)     =A.«jP(a), 

f(a)    =A-9'(a)-j-B.y(a), 

f"(a)  =A.r(a)  +  B-2<f'(a)  +  C.2(f(a), 

f"(a)  =  A.f'(aHß-3f(a)-|-C.6r(a)  +  D-6<f(a), 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  nun  die  unbestimmten  Kon- 
stanten A,  B,  C, . .  bestimmen. 

Dritter  Fall.  Der  Nenner  enthalte  zunächst  nur  einen  qua- 
dratischen Faktor,  so  dass  man  hat 

M =  Ax  +  B  _  f(x) 

(x2-|-2ax  +  «2  +  i32)</>(x)  x2  +  2«x-f-«2  +  ß2    "*"  y(x)' 

wo  ^(x)   em   ganzes    rationales  Polynom    ist   von    niederem  Grade  als 
<f  (x).     Durch  Entfernung  des  Nenners  folgt 

f(x)  =  (Ax  +  B)^(x)  +  ^(x)-(x2  +  2«x  +  «2  +  ^2). 
Setzt  man  hierin  x2  -\-  2«x  -\-  a2  -\-  ß2  =  0,  also  x  =  —  a 
AzßV—  1,  so  verschwindet  der  letzte  Teil  rechts  und  es  sind  in  der 
Gleichung  nur  noch  die  Unbekannten  A,  B,  nebst  konstanten  Grössen 
mit  oder  ohne  V—  1  enthalten.  Die  Gleichung  lässt  sich  also  auf 
die  Form  bringen  P  -j-  Q  V—  1  =  0.  Diese  Gleichung  kann  aber  nur 
bestehen,  wenn  P  =  0  und  Q  =  0.  Aus  diesen  beiden  Bedingungs- 
gleichungen ergeben  sich  alsdann  A  und  B. 
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Wenn  der  Nenner  den  quadratischen  Faktor  mehrmals  enthält,  so 
kann  man  setzen 

f(x) Ax-f-B 

(x2  +  2  et  x  -j-  a2  +  02)"0  9"'  (x)  ~"  (x2  4-  2  «  x  4-  «2  -j-  02)n 

Cx4-D  |         |    V(x) 

"*"    (x24-2ax4-«24-|S2)u-1    _r'-^"  y(x)' 

wo  V  (x)  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  oben.  Man  entferne  die  Nen- 
ner, so  folgt 

(a)     f(x)  =  (Ax  +  B)^(x)-f-(Cx+D)(x2  +  2«x-}-«2  +  ^2)y(x)^.. 

4-(x2  +  2ax  +  a24-|S2)D^(x). 

Für  x24-2ax-}-tt24-02  =  O  verschwinden  alle  Glieder  rechts 
bis  auf  das  erste,  es  bleibt  noch  eine  Gleichung,  welche  die  Form 
P4"Q^ — 1=0  annimmt.  Aus  den  Bediugungsgleichungen  P  =  0 
und  Q  =  0  ergeben  sich  sodann  die  darin  enthaltenen  Unbekannten 
A  und  B. 

Um  C  und  D  zu  bestimmen,  bilde  man  die  erste  Ableitung 
von  (a).     Man  hat 

f'(X)=Ay(x)+(Ax4-B)y/(x)  +  [C9(X)+CxSP/(x)4-D9"(x)] 

X(x24-2«x4-«24-^2)-f(Cx+D)(2x4-2a)y(x)4-.... 
Setzt  man  hierin  x24-2ax-j-a2  4"02  =  O,  so  folgt 
f(x)  =  A»(x)+A(x+B)y(x)  +  (0x+D)(2x+aa)»(x)J 

in  welche  Gleichung  x  =  —  ct^rß  V  —  1  zu  setzen  ist.  Auch  diese 
Gleichung  nimmt  die  Form  ?-\-QV—1  =  0  an,  so  dass  ausP  =  0 
und  Q  =  0  sich  C  und  D  ermitteln  lassen.  Natürlich  müssen  die 
Werte  von  A  und  B  aus  den  vorigen  benutzt  werden. 

Man  sieht,  wie  zu  verfahren  ist,  wenn  zwei  weitere  Konstanten 
bestimmt  werden  sollen. 


VII.    )Iaxinia  uiid  Minima  der  Funktionen. 

275.  Funktionen  mit  einer  Variabelu.  Es  wurde  in  §  29  erklärt, 
was  unter  dem  Maximum  und  Minimum  einer  Funktion  zu  verstehen 
ist  und  gezeigt,  dass  solche  Werte,  die  man  auch  öfters  ausgezeich- 
nete nennt,  als  Ordinaten  einer  Kurve  y  =  f(x)  gedacht,  nur  möglich 
sind,  wenn  man  eine  Taugeute  so  an  die  Kurve  legen  kann,  dass  sie 
parallel  mit   der  Abscisseuachse,    d.  h.    dass    das    Differentialverhältnis 

dy  . 

— 4- =  0  wird.     Allein  es  konnte  daselbst  uoch  kein  auf  die  Differen- 
d  x 

tialrechuuug  gegründetes   analytisches  Merkmal    angegeben  werden ,   um 

diese  Werte  als  grösste  und  kleinste  zu  erkennen. 

Es  bezeichne  x  die  einem  Maximum  oder  Minimum  entsprechende 

Abscisse    OA   (Fig.    98).     Man   lasse  x  um   k  =  AC  =  AC  zu-   oder 
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dy 

abnehmen,  so  ist  nach  dem  Taylor' sehen  Satze,  weun  bereits  VLl=  0 

dx 


gesetzt 

wird 

(1) 

ffc'+h)- 

-f(x)  = 

d2y 
=  dx2  ' 

h2 
2~ 

,  d3y 

^~dx3 

h3 
"  2-3 

+  • 

(2) 

f(x-h)- 

-f(x)  = 

d2y 

:  dx2 

h2 

2 

d3y 
dx3  ' 

h3 
2-3 

+  ■ 

Man  nehme  nun  h  so  klein  an,  dass  in  diesen  Reihen  die  Glieder 
mit  der  dritten  und  den  höheren  Potenzen  von  h  gegen  die  Glieder 
mit  h2  verschwinden  (§  246,  IV).     Unter  dieser  Voraussetzung  ist  also 


(3)  f(x  +  h)-f(x) 


d^y    Ji2^ 
dx2'    2 


Fig-   »8. 

d2v       b2 
(4)  f(s_h)_f(x)  =  li.Jl_. 

Sind  die  beiden  Nachbarwerte  C D  =  f  (x  -{- h)  und  CD'  =  f  (x  —  h) 
zugleich  kleiner  als  AB  =  f(x),  so  ist  f(x)  ein  Maximum;  sind  sie  zu- 
gleich grösser  als  f(x),  so  ist  f(x)  ein  Minimum.  Für  ein  Maximum 
müssen  also  die  rechten  Seiten  in  (3)  und  (4) 
negativ  sein,  was  nur  möglich  ist,  wenn  der  Fak- 
d2y 
dx5 
immer  positiv  bleibt.  Für  ein  Minimum  müssen 
jene  rechten   Seiten  positiv  sein,  was  nur  möglich 

d2y 
ist,  wenn        2    positiv  ist. 

Man  bilde   aus   der  Gleichung  y  =  f(x)    oder   auch  aus  der  Glei- 
chung <f  (x,  y)  =  0  den  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten ,  setze 

d  y  .  d  y 

den    ersten  -r^-  =  0,  bestimme  die  Wurzeln  dieser  Gleichung^-  =0 
dx  dx 

d2y 
und    führe  sie  in   die  Grösse         2    ein.       Diejenigen  Wurzeln,    welche 

d2y  .....  d2y 

.   i    negativ  machen,   liefern  ein    Maximum;    diejenigen,  welche     ,  i 

dx2       °  J  dx2 

positiv  machen,  ein  Minimum. 

dy 
Bewirken  die  Wurzeln ,  welche  aus    -: —  =  0  entspringen,  dass  auch 

d2y 
-r-if  —  O  wird,  so  gehen  die  Formelu  (1)  und  (2)  über  in 

(5)         f(x  +  h)-f(x)  =  _^.__+_^._-_T  +  .. 

d3v        h3  d4v  b4 

(,)        t(^10_fW=_^.^¥+^._|tT_.. 
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Man  denke  sich  hierin  h  wieder  so  klein,  dass  die  Glieder  mit 
h4,  h5, ..  gegen  die  Glieder  mit  h3  verschwindend  klein  werden.  Diese 
Glieder  mit  h3,  welche  den  Wert  der  Differenzen  f(x-j-h) —  f(x)  und 
f  (x  —  h)  —  f  (x)  in  (5)  und  (6)  bestimmen  ,  habeu  entgegengesetzte 
Zeichen.  Diese  Differenzen  können  alsdann  nur  gleiche  Zeichen  an- 
nehmen, wenn  die  ersten  Glieder    rechts  zu  Null  werden.      Allein  der 

d3y 
Faktor  h3  ist  nicht  =0;  folglich  muss  -r-y  =  0  sein. 

Alsdann  könneu  in  den  Reihen  (5)  und  (6)  die  Glieder  mit  h4,  we- 
gen der  Kleinheit  von  h,  grösser  vorausgesetzt  werden,  als  die  Summe 
aller  folgenden  Glieder.  Die  Glieder  mit  h4  haben  gleiche  Zeichen. 
Es  wird  also  y  ein  Maximum ,  wenn  diese  Glieder  negativ ,   also  wenn 

d4y 

,  jj,     negativ  ist;  es  wird  y  ein  Minimum,  wenn  diese  Glieder  positiv, 

d4y 
also    wenn         ^     positiv  ist. 

dy     d2  y  d3y 

Sollten  die  Werte  von  x,  welche    -  --,  -—■    und    — ,-    zu    Null 

dx     dx2  dx3 

d4y 
macheu ,  bewirken,  dass  auch  -r-4-  =  0  wird ,  so    wäre   dasselbe    Ver- 
dx4 

fahren  auf  die  folgeuden  Differeutialverhältuisse  zu  übertragen. 

276.  Aufgabe.  Es  sollen  die  ausgezeichneten  Werte  der  algebra- 
ischen Funktion 

y  =  x2  -f-  a  x  -f-  b 
bestimmt  werden. 

Man  erhält  durch  Differentiation 

4^  =  2x+a;     £?-  =  8. 
dx  '  dx- 

Setzt   man  den   ersten   Differentialquotient    2x-j-a  =  0,    so    wird 

a  ä2 

x  = .      Für   diesen  Wert   von  x  wird    die  Funktion  y  =  b  —   ■ - 

2  4 

ein  Minimum,  weil  der  zweite  Differentialquotient  =-|-2,  also  positiv 
ist.  Jede  Funktion  von  der  Form  x2-[-ax-)-b  hat  also  einen  ausge- 
zeichneten Wert  und  zwar  ein  Minimum. 

277.  Aufgabe.    Zu  bestimmen,  für  welche  Werte  von  x  das  Polynom 

y  =  3  x4  +  4x3  —  36x2  4-  24 

zu  einem  ausgezeichneten  Werte  wird. 

Man  hat 

dv  d2v 

4^-=12x3  +  12x2-72x;     -f-f 
dx  '  dx' 


=  12x3-}-12x2  — 72x;     -j^f  =  36x2  +  24x  -  72. 


dy 
Setzt  man  -^-  =  0,  so  folgt 
dx 


6x  =  0. 


Für    x  =  2  ist    — *■  =120,  also  positiv.     Somit  wird  die  Funk- 
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Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 

x  =  0,     x  =  2,     x  =  —  3. 

d2y 
Für  x  =  0  wird         2  =  —  72,  also  negativ.     Somit  ist  das  Poly- 
nom für  x  =  0  ein  Maximum  und  zwar  =24. 
d2y 
dx2 
tion  hierfür  zu  einem  Minimum.     Dieses  Minimum  ist  =  —  40. 

d2v 
Für  x  =  — 3  eudlich  wird     ,  \  =  180,  also  wieder  positiv,  so- 
mit die  Funktion  zu  einem  Minimum,  dessen  Wert  =  —  165. 

278.   Aufgabe.      Man  soll  bestimmen,   für   welche   Werte   von  x  in 
der  unentwickelten  Funktion 

(1)  y24-2xy-{-4x2-12  =  0 
die  Grösse  y  ein  Maximum  oder  Minimum  werde. 

Indem   man   x    als    unabhängig   Variable    betrachtet   und    zweimal 
differentiiert,  so  kommt 

(2)  (2y-f  2x)dy  +  (2y-}-8x)dx  =  0. 

(3)  (dy-Hx)dy4-(y  +  x)d2y  +  (dy-f-4dx)dx  =  0. 
Man  dividiere  (2)  mit  dx  und  (3)  mit  dx2,  so  ist 

(y  +  x)dx"  +  (y  +  4x)  =  a 


,     ,     ,  d2y    ,   ^y\2,/dy\ 


4  =  0. 


dy 
Setzt  man  in  diesen  Gleichungen -j-^-  =  0,  so  folgt 

(4)  y  +  4x  =  0. 

(5)  dx2  _       x+y' 

Mit  Hilfe  von  (4)  und  (1)  erhält  mau  als  korrespondierende  Werte 

der  Variabein 

d 2  v  4 

x  =  +  l,     y  =  -4;     folglich     — 4-  =  + 


-1,     y  =  +  4; 


dx2  '     3 

d2y         _^ 
dx2  _:        3 


Folglich  wird  für  x  =  -j-l   die  Grösse  y    zu  einem  Minimum  und 
für  x  =  —  1   zu  einem  Maximum. 

27'J.    Aufgabe.     Für  welche  Werte  von  x  wird  in  der  Formel 

y  =  (a-x)±  +  b 

die  Grösse  y  ein  Maximum  oder  Minimum? 
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Es  ist 

£— 4(.-,)., 

d2y 

dx2 

12  (a  —  x)2. 

Aus 

dv 

_J-  =  0  folgt  x  =  a. 
dx 

Hierfür  wird 

dx2        U- 

Also 

kann 

aus  dem 

zweiten    Differentialquotieuteu    nicht 

entschieden 

werdeE 

,    ob 

x  =  a  eineu  ausgezeichueteu  Wert 

liefert.      Allein  durch 

weitere 

Diffe- 

rentiation 

erhält  man 

d3y             oa( 
~^\  =  —  24  (a  — 
dx3 

x)         ^ 
Xj'         dx* 

=  +  24. 

Für  x  =  a  wird  nun  auch  der  dritte  Differeutialquotient  =0  und 
da  der  vierte  positiv  ist,  so  wird  y  eiu  Minimum  für  x  =  a. 

280.    Aufgabe.     Es  sollen  die  ausgezeichneten  Werte  der  Funktion 


unter  der  Voraussetzung  bestimmt  werden,  dass  sich  der  Bogen  x  von 
x  =  0  bis  x  =  2  7r  ändern  könne. 

Durch  Differentiation  kommt 

dy 

— : —  =  —  sin3x  -f-  2  sin  x  cos2x, 
dx  ' 

,   o  =  —  7  cos  x  sin2x  -\-  2  cos3x. 
dx2 

dy 
Aus  — —  =  0  folgt,  indem  man  cos2x=l  —  sin2x  setzt 

sinx(— 3sin2x  +  2)  =  0. 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 

sin  x  =  0 ;     sin  x  =  -j-  1/  —  ;     sin  x  =  —  1/  — . 

Vermöge   der    Relation    cos2x  =  1  —  sin2x    entspricht   der    ersten 
Wurzel   cos  x  =  -f- 1 ,    der   zweiten   cos  x  =  +  I  /  —   und   der  dritten 

ebenfalls    cos  x  =  +  I  /  — .      Um    die    Resultate    besser   übersehen   zu 


können,    konstruiere   man    die  gegebene    Gleichung.       Mau    erhält    eine 

Kurve  von  der  Form  AB  CG  (Fig.  99). 

Es   entstehen   sieben   ausgezeichnete  lg-  ''''• 

Werte,  nämlich 

Minima  in  A,C,E,G. 

Maxima  in  B,  D,  F. 
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Mau  hat  folgende  Systeme  zusammengehörender  Werte  für  diese 
Punkte : 

d2v 
A,Gsinx  =  0,  cosx  =  l,  x  =  0,        2tt,  T^  =  -f2. 

dx2 

d2y 
D..sinx=0,  cosx=  — 1,         x=7r,  —,  =  —  2. 

dx2 

iA  iA         54°44'    d2y      aiA 

l/2  l/I  125°16'       d2y       ,1/1 

C..sinx=^-,      cosx=-[/-,x  =  ^-8^-^^=4^-. 

lA  iA  234°44'       d2y         i  /T 

E  ..smx  =  -J/  -,  cosx  =  -  |/  -,  x=-Ig^T,  ^=4  [/  -. 

lA  lA  3^5°16/       d2y  ilA 

F..sinx  =  -j/-,  cosx=J/-,       x=    180o    tt,  ^=-4  J/  3. 

281.  Aufgabe.  Man  soll  den  Kugelabschnitt  von  gegebenem  Vo- 
lumen bestimmen,  dessen  Mantelfläche  ein  Minimum  ist. 

Das  Volumen  des  Kugelabschnittes  sei  =V,  seine  Mantelfläche 
=  F,   seine  Höhe  =h  und   der   Radius    der   zugehörigen    Kugel    =  r, 


so  ist 

(1) 

F  =  2  r  tt  h. 

(2) 

V  =  tt  h2  fr  -  | 

Aus  (2)  folgt 

*i     1       V 

r=3h+rf 

Setzt  man  diesen  Wert  in  (1),  so  kommt 
F=  2-^h2  +  2Vh-1. 

Durch  Differentiation  ergibt  sich ,   indem  man  V    als  konstant  be- 
trachtet 

dF        4 tt  _        n_.     2        d2F        4tt  3 

_  =  _h-2Vh-      -^-  —  +  471.    \ 

Setzt  man  den  ersten  Differentialquotienten  =  0,  so  folgt 

Vermittelst  dieses  Wertes  von  h  wird 
d2F  _  4tt        8  tt 
dh2  ~~   3      'S' 
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Da  dieser  Wert   des   zweiten   Differeutialquotieuteu    positiv  ist,  so 
wird  F  ein  Minimum  für 


V     2tt 


Für  diesen  Wert  von  t  wird    A^    negativ,    also  s  ein  Maximum. 


Führt  man  dieseu  Wert  von  h  in  (2),  so  folgt  r  =  h.  Der  Kugel- 
abschnitt, dessen  Mantelfläche  ein  Minimum  ist  bei  gegebenem  Körper- 
iuhalt,  hat  somit  die  Form  einer  Halbkugel. 

282.  Grösste  Dichtigkeit  des  Massers.  Hallström  hat  die  Aus- 
dehnung des  Wassers  bei  Temperaturen  innerhalb  0,8  und  32,5  Grad 
Celsius  durch  64  Versuche  bestimmt  und  unter  Anwendung  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  folgende  Formel  gefunden 

s  =  1  +  0,000052939  t  —  0,0000065322 12  -j-  0,00000001445  t3, 

worin  s  das  spezifische  Gewicht  und  t  die  Temperatur  des  Wassers 
bezeichnet.     Es  folgt 

d  s 
-j—  =  0,000052939  —  0,0000130644 t-f-  0,00000004335 12, 

|-J  =  —  0,0000130644  -4-  0,00000008670 1. 

d  s 
Aus  — —  =  0  ergibt  sich 

t  =  4,108°  C. 
d2s 
dt 

Mithin  ist  die  Dichtigkeit  des  Wassers ,  nach  diesen  Versuchen ,  am 
grössten  bei  4,108°  C. 

283.  Nasiinalleistung  eiues    uuterscblächtigen    Masserrades.      Eine 

Wassermasse  m  fliesse  mit  einer  Geschwindigkeit  V  gegen  die  Schau- 
feln eines  uuterscblächtigen  Wasserrades  (Fig.  100).  Die  mittlere  Um- 
fangsgeschwindigkeit der  Radschaufeln  sei  =  v.  Bei  welchem  Ver- 
hältnis zwischen  V  und  v  wird  die  Ai*beit  des  Wassers  ein  Maximum  ? 

Die  Arbeit,  welche  das  Wasser  per  Sekunde  verrichtet,  wird  erhalten, 
wenn  man  den  Druck,  welchen  das  Wasser  in  der  Richtung  seiner  Bewe- 
gung gegen  die  Schaufeln  ausübt,  multipliziert  mit  der 
Geschwindigkeit  v,  mit  welcher  der  Druck  der  Be- 
wegung des  Rades  folgt.  Nun  ist  aber  der  Druck 
des  fliessendeu  Wassers  proportional  der  Masse  m 
und  der  relativen  Geschwindigkeit  V  —  v,  also  = 
am  (V  —  v),  wobei  a  eine  konstante  Grösse  bezeichnet. 
Folglich  ist  die  gesuchte  Arbeit,  die  mit  A  bezeich- 
net werden  mag 

A  =  a  m  (V  —  v)  v. 

Hieraus  folgt,  indem  man  v  und  A  als  variabel  betrachtet 

dA  nr       ^    x         d2A 

- —  =  am(V  — 2v);       — — T=  —  2  am. 
dv  "        d  v2 
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Aus    ^—  =  0   folgt    V  —  2  v  =  0 ,    also  v  =  —  V,    uud    da  -^4 
uv  2  d  v2 

negativ  ist,  so  leistet  das  Rad  am  meisten,  wenn  seine  Umfangsge- 
schwindigkeit die  Hälfte  ist  von  der  Geschwindigkeit  des  die  Schau- 
feln stossendeu  Wassers. 

284.  Her   Repnler'sehe   Satz    vom   Maximum    und    Minimum.      Die 

Gleichung  y  =  f(x)  oder  </>  (x,  y)  =  0  liefere  für  einen  gewissen  Wert 
von  x  einen  grössten  Wert  für  y.  Mau  stelle  diese  Gleichung  geome- 
trisch dar,  zeichne  die  grösste  Ordinate  eiu  uud  ziehe  noch  in  sehr 
kleinen,  gleichen  Abständen  benachbarte  Ordinaten,  so  weichen  diese 
Nachbarordinaten  nur  sehr  wenig  von  der  grössten  ab.  Mit  andern 
Worten:  es  ändert  sich  die  Funktion  y  sehr  laugsam  in  der 
Nähe  ihres  Maximums.  Das  Gleiche  gilt  ebenso  von  den  Werten 
in  der  Nähe  des  Minimums. 

Wenn  (§  283)  die  Geschwindigkeit  v  des  Wasserrades  von  dem 
vorteilhaftesten  Werte  v  =  —  V  allmählich  abweicht,  so  nimmt  die  Ar- 
beit des  Rades  langsam  ab.  Es  ist  dies  eine  vorteilhafte  Eigenschaft 
des  Wasserrades,  weil  die  Geschwindigkeit  des  Rades  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  variieren  kann,  ohne  dass  merklich  au  Leistuug  einge- 
büsst  wird. 

285.  Maxima  und  Minima  der  Funktionen  mit  zwei  unabhängig 
Variabeln.  Es  seiz  =  f(x,  y)  eine  Funktiou  mit  den  beiden  unabhängig 
Veränderlichen  x,  y.  Ferner  seien  h  und  k  sehr  kleine  Grössen.  Mau 
lasse  die  Variabein  x,  y  durch  sehr  viele  Werte  stetig  aus  x  —  h  in 
x-j-h  und  aus  y  —  k  in  y-j-^  übergehen  uud  stelle  jeden  dieser  Werte 
vou  x  mit  jedem  Wert  vou  y  zusammen ,  so  wird  jedem  Paar  dieser 
Werte  ein  besonderer  Wert  von  z  entsprechen.  Wenn  nuu  für  ein 
Paar  dieser  Werte  von  x,  y  die  Grösse  z  grösser  oder  kleiner  wird 
als  für  alle  andern  Paare,  so  wird  z  im  einen  Fall  ein  Maximum,  im 
andern  ein  Miuimum  geuauut. 

Nuu  seien  x,  y  solche  Werte,  welche  z  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum  machen,  so  rnuss  die  Differenz 

(1)  f(x  +  h,y  +  k)-f(x,y) 

im  Falle  eines  Maximums  immer  negativ ,  im  Falle  eines  Minimums 
immer  positiv  sein,  ob  man  sich  die  kleinen  Werte  von  h  und  k  po- 
sitiv oder  negativ  denkt. 

Nach  dem  Taylor' sehen  Satze  ist  nun,  wennk  =  uh  gesetzt  wird 

(2)  f(s  +  h,y  +  k)-f(x,y)  =  h(j^  +  nj^) 

,    b2  /d2z  A2^\     2  4M 

1     2    Vdx2     '   ^dxdy"1"11    dy27 
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Denkt  man  sich  hierin  h  und  k  so  klein,  dass.  das  erste  Glied 
rechts  die  Summe  aller  folgenden  Glieder  überwiegt,  so  wird  das  Zei- 
chen der  Differenz  (1)  vom  Zeichen  der  Grösse 


(3) 


h(£+°t) 


abhängen.  Allein  das  Zeichen  dieser  Grösse  ändert  sich  mit  dem  Zei- 
chen von  h,  das  sowohl  positiv  als  uegativ  sein  kann.  Die  Differenz  (1) 
kann  also  nicht  für  alle  Werte  von  k  und  h  entweder  nur  positiv  oder 
nur  negativ  sein,  ohne  dass  die  Grösse  (3)  in  der  Reihe  (2)  ver- 
schwindet. Setzt  mau  aber  die  Grösse  (3)  gleich  Null ,  so  ist  zu  be- 
achten, dass  dies  nur  möglich  ist,  wenn 


(4) 


dz     .        dz 


o, 


da  h  nicht  =0  gedacht  wird.  Und  da  iu  (4)  die  Grösse  n  als  Ver- 
hältnis zwischen  h  und  k  willkürlich  ist,  so  wird  die  Bedingung  (4) 
nur  erfüllt,  wenn  man  zugleich  setzt 


(5) 


dz 
dx 


=  0, 


dz_ 

dy 


=  0. 


Man  denke  sich  nuu  iu  der  Reihe  (2)  das  Glied  mit  h  weg  und 
sodanu  h  und  k  so  klein,  dass  das  Glied  mit  h2  die  Summe  aller  fol- 
genden Glieder  übertrifft.  Ist  dieses  Glied  für  die  Werte  von  x,  y, 
welche  aus  (5)  hervorgeheu,  positiv,  wie  auch  k  und  h  beschaffen  sein 
mögen,  so  wird  z  ein  Minimum;   ist  es  negativ,    so  wird  z    ein  Maxi- 


mum. 


Alleiu  das  Zeichen  jenes  Gliedes  häugt  nur  ab  von  der  Gi 


(6) 


-f-2n 


d2z 


d2z 

dx2     ' 
immer  positiv 


fn« 


d2z 


wegen 


schrei- 


dy2' 

da  der  Faktor  h2  immer  positiv    ist.       Der  Einfachheit 
ben  wir  für  diese  Grösse 

A-f-2nB-{-n2C, 

wobei  die  Bedeutung  der  Grösseu  A,  B,C   durch    Vergleichung  mit  (6) 
sich  leicht  ergibt.     Dafür  kann  man  setzen 

A 

C 


o[fM.i+-} 


Mau  addiere  iu  der  Klammer  -77^ 


B- 
C2 


so  kommt 


(7) 


ß 


B2 

C2 


+.)•} 


/B         V 
Iu  diesem    Ausdrucke  (7)  ist  (  — — |-  n  j      immer    positiv. 


Wenu 


man  daher  setzt 


^>0 

C2  =   ' 


oder 


AC>B2, 


a)  die  beiden  Grössen    A  r2    und  A   2    gleiche  Zeichen   haben   und 
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so  ist  die  Grösse  in  der  viereckigen  Klammer  in  (7)  immer  positiv 
und  es  hängt  alsdann  das  Zeichen  von  (7)  nur  vom  Zeichen  der 
Grösse  C  ab.  Ist  in  diesem  Falle  C  positiv,  so  wird  z  ein  Minimum; 
ist  C  negativ,    so  wird  z  ein    Maximum.      Damit    aber    die    Bediugung 

AC_B2  erfüllt  werden  kann,  muss  das  Zeichen  von  AC  immer  posi- 
tiv sein ;  also  müssen  A  und  C  gleiche  Zeichen  haben.  Hieraus  er- 
geben sich  folgende  Regeln: 

Mau   setze   die    beiden   ersteu    Differeutialverhiiltuisse     :     und  — — 

dx  d  y 

gleich  Null  uud  bestimme  daraus  sämmtliche  zusammengehörige  Werte 

von  x  und  y. 

Mau  führe  diese   Werte  von  x  und  y    in    die   zweiten  Differeutial- 

d2z      d2z       d2z 
Verhältnisse     .    0  ,  —r-  0  ,  - — —    ein.     Wenn  hierbei 
d  x2      d  y2     d  x  d  y 

"■'z         .   d2z 

-=-  und  -r~Y 

dx2  dy2 

d2z 
b)  wenn  ihr  Produkt  grösser  oder  gleich  ist  dem  Quadrat  von  - — ,—  , 

dxdy 

so   entsteht   ein   ausgezeichneter   Wert  für  z  und   zwar   ein   Maximum, 

d2z  d2z 

wenn  das  Zeichen  von     .    0    oder     _    9    negativ;   ein  Minimum,   wenn 
dx2  dy2 

dieses  Zeichen  positiv  ist. 

Wenn  diejenigen  Werte  von  x,  y,  welche  die  ersten  Differential- 
verhältuisse zu  Null  machen,  auch  die  zweiten  zum  Verschwinden 
bringen;  so  ist  aus  dem  Bisherigen  klar,  dass  alsdann  nur  dann  ein 
Maximum  oder  Minimum  entstehen  kann,  wenn  für  jene  Werte  von 
x,  y  auch  die  dritten  Differentialverhältuisse  zu  Null  werden  uud  die 
vierten  zusammen  eutweder  negativ  oder  positiv  bleiben,  welche  Werte 
auch  h  und  k  haben  mögen. 

280.  Aufgabe.  Eine  gerade  Linie  von  der  Länge  a  in  drei  Teile 
zu  teilen,  dass  das  Produkt  der  Teile  ein  Maximum  werde. 

Die  Teile  seien  x,  y,  a  —  x  —  y  uud  ihr  Produkt  z,  so  wird  sein 

z  =  x  y  (a  —  x  —  y). 

Folglich  die  ersten  Differentialverhältuisse 

dz  n  2  dz  o  2 

—  =  ay-2xy-y2;       —  =  ax-2xy-x« 

und  die  zweiten  Differentialverhältuisse 

d2z  0  d2z  0  d2z 

t-o-  =  —  2  y ;     -;— ö-  =  —  2  x ;     - — —  =  a  —  2  x  —  2  v. 

dx2  J         dy2  dxdy 

Setzt  man  die  ersteu  Differentialverhältuisse  =0,  so  folgt 

a  —  2x  —  y  =  0;     a— 2y  —  x  =  0. 


zu  einem  Maximum ,    weil  das  Zeichen  von    A    2   negativ  ist.    Das  Pro- 
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Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  erhält  mau 

1 
x  =  y  =  -a. 

Führt  man  diese  Werte  von  x,  y  iu  die  zweiten  Differentialverhält- 
nisse ein,  so  wird 

Ü^.-     _1*l        üH__         2a         d2z    =       a 
dx2  ~     "    3    ;      dy2  _         3    ;     dxdy~       3* 

d2z  d2z 

Da  die  Werte  von  -r— <r  und     ,   9   gleiche  Zeichen  hahen  und  zu- 
dx2  dy2 

d2z 
dem  ihr   Produkt  grösser   ist  als  das  Quadrat  des  Wertes  von   -= — — , 

dxdy 

so  wird  z  zu  einem  ausgezeichneten  Werte  für  x  =  y  =  —  a  und  zwar 

dy5 

dukt   der  Teile   wird   also   ein   Maximum,    wenn    diese   Teile   einander 
gleich  sind. 

287.  Aufgabe.  Man  soll  die  Form  desjenigen  rechtwinkeligen 
Prismas  bestimmen,  dessen  Oberfläche  bei  gegebenem  Körperinhalt  ein 
Minimum  ist. 

Es  seien  x,  y,  z  die  Kanten  des  Körpers ,  V  sein  Volumen  und  F 
seine  halbe  Oberfläche,  so  ist 

(1)  V  =  xyz, 

(2)  F  =  xy4-xz-|-yz. 

Führt  mau  den  Wert  von  z  aus  (1)  in  (2),  so  folgt 

F  =  xy  +  Vy-1-f-Vx-1. 
Die  ersten  Differentialverhältuisse  dieser  Gleichung  sind 

dF  Ar       2        dF  v    -2 

— —  =  y  —  Vx_J;     — —  =  x  — Vy    * 

dx        J  dy  J 

und  die  zweiten 

d2F         ^Tr      ,       d2F         ft_       .,       d2F 
=  2Vx-3;    -r^-  =  2Vy- <*; 


dx2  '      dy2  J      '     dxdy 

Setzt  man  die  ersten  Differeutialverhältnisse  =0,  so  folgt 

Hierfür  erhält   man  als    Wert   der    zweiten   Differentialverhältuisse 
d2F         „        d2F         „        d2F 


—  2  '■>       a  ..2    —  2 ;     ,     ,     —  1. 


dx2  '      dy2  'dxdy 

Da  die  Werte   der  beiden    ersten   dieser  Verhältnisse   positiv   sind 
und  da    ihr  Produkt   zudem   grösser   ist  als   das   Quadrat  des    Wertes 

Auteuhei  mer ,    Elemeiitarbuch.  20 
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wird   F    ein  Minimum   für    x  =  y  =  \\.       Allein    mit 


d  x  d  y 

Rücksicht  auf  (1)  wird  auch  z  =  x  =  y.  Mithin  hat  unter  allen  recht- 
winkeligen Prismen  von  gegebenem  Körperinhalt  der  Würfel  die  kleinste 
Oberfläche. 

288.  Aufgabe.  Es  sind  zwei  gerade  Liuieu  im  Raum  gegeben. 
Man  soll  ihren  kürzesten  Abstand  bestimmen. 

Man  beziehe  diese  Geraden  auf  drei  rechtwinkelige  Achseu  A  x, 
Ay,  Az,  nehme  die  eine  Gerade  in  der  Achse  Ax  au,  so  wird  die 
andere  in  dem  Räume  vorausgesetzt  werden  können ,  welcher  von  den 
drei  Koordinaten-Ebenen  xy,  xz  uud  yz  gebildet  wird.  Die  Projektionen 
dieser  zweiten  Geraden  auf  den  Ebenen  xy  und  xz  sind  gerade  Linien; 
die  Gleichungen  dieser  Projektionen  seien 

(1)  y  =  ax-j-«;       z  =  bx-\-ß, 

wobei  die  Konstauten  a, «  und  b,  ß  als  gegeben  zu  betrachten  sind. 

Der  kürzeste  Abstand  beider  Geraden  sei  =  p ;  sein  Endpunkt 
in  der  Achse  Ax  habe  zur  Abscisse  x',  der  andere  Endpunkt  zu 
Koordinaten  x,  y,z,  so  wird  p  zur  Diagonale  eines  rechtwinkeligen 
Prismas,  dessen  Kanten  parallel  zu  den  drei  Achsen  liegen  und  die 
Werte  x  —  x',  y  und  z  haben.     Deshalb  wird  sein 

(2)  p*  =  (x-x')2  +  y2-K2- 

Führt  mau  hierin  die  Werte  von  y  und  z  aus  (1),  so  folgt 

(3)  p2  =  (x-x')2  +  (ax-fa)2-Hbx4-0)*. 

Wird  hierin  p2  eiu  Minimum,  so  wird  es  auch  p.  Mau  bezeichne 
deshalb  p2  mit  u,  so  erhält  mau  als  erste  Differentialverhältnisse ,  in- 
dem man  x  uud  x'  als  die  beiden  unabhängig  Veränderlichen  betrachtet 

|^-  =  2(x-x')-f2a(ax  +  a)-f  2b(bx+0), 

£--.(.-«0 

und  als  zweite  Differentialverhältnisse 

*ü-_»  +  J..  +  »b»!    4^=2;    ■£=-,—  ». 
dx2  dx'2  dxdx' 

Aus  =  0  folgt  x  =  x',  d.  h.  der  Abstand  p  ist  senkrecht  auf 

dx' 
Ax,    also   auf   der   ersten    Geraden.      Da    uun   aber   die   Geraden  ver- 
tauscht werden  können,  so  folgt,   dass  dieser  Abstand    auf  beiden  Ge- 
raden senkrecht  steht. 

Setzt  man =  0  und  führt  x'  =  x  ein,  so  erhält  mau 

dx 

a«  +  b/S 

x~         a2  +  b2  ' 
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Führt  man  diesen  Wert   von  x  in  (3)  und    setzt  x  =  x',    so    folgt 
a,ß  —  b  « 
P~T/a2-[-b2' 

Dieser  Wert  von  p  ist    ein  Minimum;    denn   die  Werte   der   zwei- 

d2u  d2u 

teu   Differentialverhältuisse         9    und     _    <9    habeu  das  gleiche  positive 

dx~  dx  e 

Zeichen    und    ihr    Produkt    ist   grösser    als    das    Quadrat    des    Wertes 

d2u 

von  a     a    r 
dxdx 

289.  Aufgabe.  Man  soll  von  einem  Punkt  ausserhalb  einer  Ebene 
ein  Lot  auf  diese  Ebene  fällen. 

Die  Koordinaten  des  gegebenen  Punktes  ausserhalb  der  Ebene 
seien  x',  y',  z'  und  die  laufenden  Koordinaten  der  Ebene  x,  y,  z.  Die 
Gleichung  der  Ebene  sei 

(1)  z  =  ax-}-by-j-c. 

Man  verbinde  den  gegebenen  Punkt  mit  dem  Punkte  x,  y,  z  der 
Ebene  durch  eine  Gerade.  Die  Länge  dieser  Geraden  sei  p.  Legt 
mau  durch  die  Endpunkte  von  p  Ebenen,  welche  parallel  sind  zu  den 
Koordinatenebenen  xy,  xzundyz,  so  schliessen  sie  ein  rechtwinkeliges 
Prisma  ein,  dessen  Kanten  x  —  x',  y  —  y'  und  z  —  z'  sind.  Die  Länge 
der  Diagonale  p  dieses  Prismas  ist  daher 


(2)  p  =  K(x  -  x')2  +  (y  -  y')2  -RT-  *')2. 

Führt  man  den  Wert  von  z  aus  (1)  hier  ein,  so  erhält  man 

(3)  p  =  K(x-x')2  +  (y-y')2  +  (ax  +  by  +  c-z02T 

Damit  nun  p  senkrecht  auf  der  Ebene  steht,  mnss  der  Wert  von 
p  ein  Minimum  werden.  Die  ersten  partiellen  Differentialverhältuisse 
von  (3)  sind 

dp  x  —  x' -j- a  (a x -f- b y -f- c  —  z') 

"dT~  P  ~~ ' 

dp  =  y  —  y'  +  b(ax-f  by-j-c  —  z') 

dy  P 

Setzt  man  diese  Differentialverhältnisse  =  0  und  führt  wieder  den 
Wert  von  z  aus  (1)  ein,  so  kommt 

(4)  x  —  x/-|-a(z  —  z')  =  0. 

(5)  y_y<  +  b(z-z')  =  0. 

Vermöge  dieser  Bedinguugsgleichuugen  (4)  und  (5)  werden  die 
zweiten  Differentialverhältuisse 

d2p  _    1  +  a2   >       d2_p_  =  1+b2   >       d2p    =  ^b_ 
dx2^  p  dy2  p  dxdy         p 
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Die  beiden  ersten  dieser  Verhältnisse  sind  positiv ,  ihr  Produkt 
ist  grösser  als  das  Quadrat  des  dritten  Verhältnisses;  also  wird  p  ein 
Minimum,  weuu  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  stattfinden. 

Die  Formel  (4)  kaun  als  die  Gleichuug  der  Projektion  des  Lotes  p 
auf  der  Ebene  xz  uud  die  Formel  (5)  als  die  der  Projektion  von  p 
auf  der  Ebene  y  z  angesehen  werden.  Man  nennt  daher  diese  Formeln 
kurzweg  die  Gleich uugeu  der  Geraden  p. 

Um  die  Lauge  des  Minimalwertes  von  p  txx  finden,  könnte  man 
aus  (1),  (4)  und  (5)  die  Grössen  x,  y,  z  berechnen  und  in  (3)  ein- 
führen.    Allein  man  kommt  schneller  zum  Ziel,  wenn  man  setzt 

(6)  z' =  a  x' -f- b  y' -j- c  —  c', 

worin  c'  eine  neue    Konstante   bezeichnet.      Mau   ziehe  (6)  von  (1)  ab, 
so  kommt 

(7)  z  — z'  =  a(x  — x')  +  b(y  — y')  +  c'. 

Setzt  man  hierin  die  Werte  von  x  —  x',  y  —  y'  aus  (4)  und  (5), 
so  wird 


l+a2-j-b2' 
Vermittelst  dieses  Wertes  von  z  —  z'  folgt  aus  (4)  und  (5) 
—  a  c' 


y-y 


l+a2-j-b2' 
—  bc' 


l4-a2-j-b2" 

Führt  mau  diese  Werte  von  x  —  x',  y  —  y'  und  z  —  z'  in  (2),  so 
erhält  man  den  gesuchten  Abstaud,  iudem  man  den  Wert  von  c'  aus 
(6)  ersetzt 

z'  —  ax'  —  b  y'  —  c 

P"      iTlTa^+b^' 

Da  es  sich  bei  Bestimmung  von  p  nur  um  die  Länge  des  Lotes 
handelt,  so  ist  in  diesem  letzteu  Ausdruck  immer  das  positive  Zeichen 
von  p  beizubehalten. 

Nimmt  mau  hierin  p  =  0  an ,  so  muss  auch  der  Zähler  des  Bru- 
ches verschwinden,  so  dass 

z'  =  ax'-|-by'4-C. 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  (1),  so  stellt  sich  in  der 
That  heraus,  dass  der  Punkt  x',  y',  z'  in  der  gegebeneu  Ebene  liegt. 
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VIII.  Berührung  und  Krümmung  ebener  Kurven. 


2U0.  Grad  der  Berührung  zweier  Kurreu. 

Kurven  seien 


Die  Gleichungen  zweier 


(1)  y  =  f(x)  und  y  =  9(x). 

Mau  setze  voraus,  dass  die  Kurven  einen  Punkt  A  (Fig.  101)  mit 
den  Koordinaten  x,  y  gemeinschaftlich  haben.  Nimmt  x  um  eine  sehr 
kleine  Grösse  h  zu ,  so  werden  die  entsprechenden  Ordinaten  B  a ,  B  b 
nach  dem  Taylor 'scheu  Satze  sein 

(2)  f(x  +  h)  =  f(i)  +  hf(x)  +  ^f'(x)  +  ^f"(x)4... 


(3)    *(x+h)  =  *(x)+b^«  +  4-*"M- 


2-3f/' 


« 


Fig.  101. 

Wm  ai 

Wegen  des  gemeinschaftlichen  Punktes  A  muss  uuu  hierin  f(x) 
=  (f  (x)  sein.  Sollen  die  Kurven  in  A  eine  gemeinschaftliche  Taugente 
Ac  haben,  so  muss  auch  f  (x)  =  <p'  (x)  sein.  In  diesem  Falle  berühren 
sich  die  Kurven.  Zu  einer  Berührung  gehört  also  mindestens,  dass  in 
den  Reihen  (2)  und  (3)  je  die  ersten  und  ebenso  die  zweiten  Glieder 
einander  gleich  sind. 

Je  kleiner  der  Unterschied  a  b  der  beiden 
Ordinaten  f(x-j-h)  und  <f(x-\-\\)  für  sehr  kleine 
Werte  von  h  wird,  um  so  inniger  berühren  sich 
die  beiden  Kurven.  Dieser  Unterschied  wird  aber 
um  so  kleiner,  je  mehr  Glieder  der  beiden  Reihen 
einander  gleich  werden.  In  diesem  Sinue  gibt  es 
Berührungen  von  verschiedener  Ordnung. 

Eine  Berührung  der  ersten  Ordnung  tritt  ein,  wenn  ausser  f(x) 
=  y(x)  die  ersten  Ableitungen  f  (x)  und  <f'  (x)  gleich  sind;  eine  solche 
der  zweiten  Ordnung,  wenn  noch  die  zweiten  Ableitungen  i"  (x)  und  </>"  (x) 
gleich  werden;  eine  der  dritten  Ordnung,  wenn  zudem  noch  die  dritten 
Ableitungen  gleich  sind  u.  s.  w. 

Es  sei  nun  die  erste  Kurve  gegeben  und  ebenso  der  Punkt  x,  y,  in 
welchem  die  zweite  Kurve  die  erste  berühren  soll,  so  muss  die  zweite 
Kurve,  um  eine  Berührung  mit  der  ersten  Kurve  einzugehen,  in  ihrer 
Form  und  Lage  gewissen  Bedingungen  entsprechen.  Das  ist  nur  möglich, 
wenn  die  Gleichung  y  =  (f  (x)  der  zweiten  Kurve  konstante  Grössen 
enthält,  welche  den  gestellten  Bedingungen  gemäss  gewählt  werden 
köuueu. 

Es  ist  z.  B.  y2  =  a-}-bx  die  Gleichung  einer  Parabel.  Lässt  man 
die  Konstanten  a  uud  b  derselben  sich  ändern,  so  ändert  sich  Form  und 
Lage  der  Parabel,  ohne  dass  sie  aufhört  eine  Parabel  zu  sein. 

Zu  einer  Berührung  müssen  nun  die  beiden  Gleichungen 
(4)  f«  =  ?(x);       f'(x)=y'(x) 
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erfüllt  sein.  Mittels  dieser  Gleichungen  können  zwei  Konstante  der 
Gleichung  y  =  <f  (x)  bestimmt  werden.  Für  diese  entsteht  daher  eine 
Berührung  der  ersten  Ordnung.  Entlud  t  die  Gleichung  y  =  <f  (x)  noch 
eine  dritte  Konstante,  so  kann  diese  willkürlich  bleiben,  ohne  dass  die 
Berührung  der  ersten  Ordnung  aufhört. 

Soll  die  Berührung  von  der  zweiten  Ordnung  sein,  so  lassen  sich 
aus  den  drei  Gleichungen 

(5)  f(x)  =  9(x)j        f'(x)=?>'(x);       f"(x)  =  9>"(x), 

welche  erforderlich   sind ,    drei  Konstaute   der  Gleichung  y  =  <f  (x)   be- 
stimmen.   Hat  diese  Gleichung  nur  zwei  Konstante,  so  kann  der  letzten 
der  Gleichungen  (5)   nicht  genügt  werden;   hat   sie  vier  Konstaute,  so 
bleibt  eine  derselben  willkürlich  u.  s.  w. 
Die  Gleichung  eines  Kreises  ist 

(x_a)2_t_(y_0)2  =   ?2? 

worin  (?  den  Halbmesser  des  Kreises,  a,  ß  die  Koordinaten  seines  Mittel- 
punktes und  x,  y  die  laufenden  Koordinaten  des  Kreises  bezeichnen. 

Diese  Gleichung  enthält  drei  Konstante  a,  ß,  p.  Diese  können  so 
bestimmt  werden,  dass  sie  den  Gleichungen  (6)  Genüge  leisten.  Also 
kann  ein  Kreis  mit  einer  beliebigen  Kurve  eine  Berührung  der  zweiten 
Ordnung  annehmen. 

291.  Krümmungshalbmesser  einer  ebenen  Kurve.  Der  Kreis,  der 
mit  einer  Kurve  eine  Berührung  der  zweiten  Ordnung  hat,  heisst 
Krümmungskreis  der  Kurve  für  das  betreffende  Kurvenelement  und 
dessen  Halbmesser  Krümmungshalbmesser  der  Kurve. 

Die  Gleichung  der  Kurve  sei  y  =  f(x),  diejenige  des  Krümmungs- 
kreises 

(1)  (X_a)2_|_(y_0)2=?25 

so  müssen  die  Konstanten  a,  ß,  q  dieses  Kreises  so  bestimmt  werden, 
dass  sie  deu  Gleichungen  (5)  des  vorangegangenen  Paragraphen  genügen. 
Dies  kann  wie  folgt  geschehen. 

Durch  Differentiation  von  (1)  erhält  man,  wenn  x  als  unabhängig 
Variable,  also  dx  als  konstant  angesehen  wird 

(2).  (x-«)dxH-(y-ß)dy  =  0, 

(3)  dx2-J-dy2  +  (y-0)d2y  =  O 

und  hieraus 


(4) 


(5) 


d2y        ' 
dx2 

^\dxj   dy 
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und  folglich  unter  Anwendung  von  (1),  (4)  und  (5) 


(6)  ?  =  ± 


dx5 


Die  GleichuDgen  (4),  (5)  und  (6)  sind  aus  der  Kreisgleichung  allein 
hervorgegangen.  Damit  durch  (4)  und  (5)  die  Koordinaten  a,  ß  des 
Kreismittelpunktes  und  durch  (6)  der  Krümmungshalbmesser  des  Kreises, 
welcher  die  gegebene  Kurve  im  Punkte  x,y  berührt,  bestimmt  werden 
könuen,    hat    man   die   aus    der    Gleichung   der   Kurve   hervorgehenden 

Werte  von  y,  -^-,  -z-%r  in  diese  Gleichungen  einzuführen.    Den  Krüm- 

dx     dxz 
mungshalbmesser  q  nimmt  man  schliesslich  immer  positiv. 

Es  bezeichne  d  s  das  Bogenelement  zwischen  den  Kurvenpunkten 
x,y  und  x-j-dx,  y  +  d  y,  so  ist  ds2  =  d  x2-f  d  >'2-  Hierfür  erhält 
man  aus  den  drei  letzten  Gleichungen 

ds2  ds2    dv  ,        ds3 

292.  Audere  Ableitung  des  Krüiinnuugshalbmessers.  Kontiugenz- 
winkel  der  Kurve.  Es  seien  A,  B,  C  (Fig.  102)  drei  aufeinander  fol- 
gende, unendlich  nahe  an  einander  gelegene  Punkte  einer  Kurve 
y  =  f(x).  Man  denke  sich  durch  je  zwei  dieser  Punkte  eine  Ge- 
rade A  B,  B  C  gelegt  und  auf  diese  Geraden  durch  ihre  Mitten  m,  n 
Lote  m  M,  u  M  errichtet ,  welche  sich  in  M  schneiden ;  so  ist  M  der 
Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  durch  die  drei  Kurvenpunkte  geht. 

Es  sollen  nun  der  Krümmungshalbmesser 
AM  =  BM=p    und    die    Koordinaten    0  N   _ 
=  a,MN  =  |J  des  Mittelpunktes  dieses  Kreises 
bestimmt  werden. 

Die  Tangente  durch  den  Punkt  A,  dessen 
Koordinaten  x,  y  sind,  bilde  mit  der  Abscisseu- 
achse  deu  Winkel  y.  Geht  x  in  x  -j-  d  x, 
y  in  y^dy  über,  so  ändert  sich  y  um  dy, 
d.  h.  die  Taugente  durch  den  Punkt  B,  dessen 
Koordinaten  x-(-d  x,  y  J^dy  sind,  bildet  mit 
der  ersten  Tangente  den  Winkel  d  y.  Geht  man  vom  Kurveuelement 
in  A  über  nach  dem  Kurvenelement  in  B,  so  macht  hierbei  die  Richtung 
der  Kurve  eine  Ablenkung  =  d  y.  Man  nennt  diese  Ablenkung  den 
Kontiugenzwinkel  der  Kurve. 

Die  Krümmungshalbmesser  AM  und  BM  stehen  auf  jenen  Tangeuten 
senkrecht,  sie  schliessen  also  auch  deu  Winkel  d  y  ein.  Nun  hat  man 
sich  aber  y  als  Bogen  zu  denken ,  der  mit  dem  Halbmesser  =  1  be- 
schrieben wird;  folglich  ist  der  Bogen  AB  =  (?dj',  er  ist  aber  auch 
=  d  s;  daher 

d  s 
(1)  ?dy  =  ds,    p=   jj. 
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In  dieser  Gleichung   ist  nun  noch  der  Wert  von  d  y  aus   der  Re- 
dy 
lation  tgy  =  — —  auszudrücken.     Man  erhält  durch  Differentiation 


d  tg  /  =  _ 


d  y     _  d2y 
cos2}/         d  x 


Da  aher  cos2y  =  —  ,   x  9    = — — 

i-t-tgV     i\(Ai 

"^Vdx 


so  wird 

=  d2y  dx2^  d2ydx 

r        dx"  dx2-|-dy2  ~       ds2     " 

Führt  man  diesen  Wert  von  d  y  in  (1)  ein,  so  erhält  man 

_       ds3 

Q~  dxd2y  ' 

welche  Formel  mit  der  im  Vorhergehenden  abgeleiteten  übereinstimmt. 

293.  Evolutcu  der  Kurven.  Man  denke  sich  für  alle  Punkte 
BB'..  (Fig.  103)  einer  Kurve  y  =  f(x)  die  Mittelpunkte  M,  M' .  . 
der  entsprechenden  Krümmungskreise  aufgetragen,  so  werden  die  letztern 
Punkte  eine  Kurve  bilden,  welche  die  Evolute  der  Kurve  heisst.  Die 
gegebene  Kurve  wird  in  Beziehung  zu  ihrer  Evolute  gewöhnlich  Evol- 
vente genannt. 

Die  Gleichung  der  Evolute  lässt  sich  aus  der  Gleichung  der  Evol- 
vente mit  Hilfe  der  Gleichungen  (§  291) 

.    /dv\2  ^.,\2 


Vdxy     dy  fl_      ,      ^~\&xj 


(1)  a  =  x jö - — ;        ß  =  y-\-- 

d2y  dx  J    '  d2y 

dx2  ~d^ 

wie  folgt  bestimmen.     Man   leite   aus  der  Gleichung  y  =  f(x)  die  Ver- 

d  y      d2  y 
hältuisse   — — ,    ,    i    ab,   drücke  sie   in  einer  Variabein  x  oder  y  aus 
dx     dx2  J 

und  führe  sie  in  den  vorstehenden  Gleichungen  (1)  ein;  sodann  eliminiere 

man   noch    diese  Variable  x   oder   y  zwischen   den  beiden  Gleichungen, 

so  wird  eine  Gleichung  entstehen,  welche  die  Grössen  ß,  ß  und  gewisse 

Konstante  enthält.     Diese  Gleichung  ist  die  der  Evolute. 

Lässt  man  in  den  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  des  §  291 

(2)  (x  -  «)2  +  (y  -  ßY        =P2, 

(3)  (x  — a)dx+(y  — 0)dy  =  O, 

(4)  dx2-fdy2  +  (y-0)d2y  =  O 

die  Grösse  x  sich  ändern,  so  ändern  sich  auch 
y,  a,  ß  nnd  q.  Mau  betrachte  deshalb  a,  ß 
und  q  als  Funktionen  von  x  und  bestimme  den 
Zusammenhang  von  d  x,  d  y  und  d  «,  d  ß,  sowie 
den  Zusammenhang  von  d  «,  d  ß  und  d  £>. 
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Man  differentiiere  (2)  und  (3),  so  kommt 

(5)  (x-a)(dx-da)  +  (y-ß)(dy-dß)  =  Qd(>, 

(6)  (dx-d«)dx  +  (dy-d0)dy-Hy-/*)d2y  =  O. 
Zieht  man  (4)  von  (6)  ab,  so  folgt 

—  dxd«  —  d  y  d  ß  =  0, 

(7)  M  =  _Ai 

Kt)  da  dy' 

d.  h.  die  Tangente  im  Punkte  M  an  die  Evolute  steht  senkrecht  auf 
der  Tangente  im  Punkte  B  der  Evolvente  (§  50).  Allein  der  Krüm- 
mungshalbmesser B  M  ist  auch  senkrecht  auf  der  Tangente  durch  B. 
Folglich  ist  der  Krümmungshalbmesser  der  Evolvente  eine  Tangente  an 
die  Evolute. 

Zieht  man  (3)  von  (5)  ab,  so  folgt 

(8)  (x_„)da_|_(y_^)d^  =  _?dP. 
Führt  man  d  x  aus  (7)  in  (3),  so  kommt 

(9)  (x  -  «)  d  ß  -  (y  -  ß)  d  «  =  0. 

Eliminiert  man  x  —  a,  y  —  ß  aus  (2),  (8)  und  (9),  so  findet  man 
den  zweiten  gesuchten  Zusammenhang 

(10)  dP2  =  da2-Hi*2. 

Der  Sinn  dieser  Relation  (10)  ist  folgender:  Geht  q  in  g-\-dg 
über,  so  rückt  der  Punkt  a,  ß  nach  a  -f-  d  a,  ß-\-d  ß.  Zwischen  diesen 
Kurvenpuukten  liegt  das  unendlich  kleine  Bogeuelement  y  d«2-|-dß2. 
Folglich  ist  dieses  Bogenelement  gleich  der  Aenderung  d  g  des  Krüm- 
mungshalbmessers. 

Man  bringe  daher  an  die  Stelle  des  Krümmungshalbmessers  B  M 
einen  biegsamen ,  jedoch  gespannten  Faden ,  halte  ihn  in  M  fest  und 
wickele  ihn  auf  der  Evolute  auf,  so  beschreibt  sein  Endpunkt  B  die 
Evolvente. 

294.  Krümmungshalbmesser  uud  Evolute  der  Parabel.  Für  diese 
Kurve  ist 


dy  p  d2y  _         p" 

dx         y  '        dx2  y; 

Für  diese  Werte  wird  der  Krümmungshalbmesser 


2px; 


0 


y 

oder  indem  man  reduziert  und  das  positive  Zeichen  nimmt 

_  [p2+y2]4_[p+2x]l 
?~"    pt         Fp    • 
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Für  den  Scheitel  ist  x  =  0,  also  g  =  p,  also  der  Krümmungshalb- 
messer gleich  dem  halben  Parameter.  Wenn  x  wächst,  so  nimmt  auch 
p  zu.  Für  ein  unendlich  grosses  x  ist  ?  =  oo,  d.  h.  es  wird  der 
Parabelast  im  Unendlichen  geradlinig. 

Nach  §  45  ist  der  Ausdruck  für  die  Normale  n  einer  Kurve 


—y]/ 


*+ir 


Mithin  wird  hier 

n3 

D2==y2_j_p2    UQ(}    g  =  — _? 

d.  h.  es  ist  der  Krümmungshalbmesser  der  Parabel  der  dritten  Potenz 

ihrer  Normalen  proportional. 

d  v      d2  y 
Setzt  man  obige  Werte  von  y,  — — ,  —f  in  die  Gleichungen  (4) 


und  (5)  des  §  291,  so  wird 


dx 


,     3y2 


'--S—*Vt 


Eliminiert  mau  x  oder  y  aus  diesen  Gleichungen,  so  erhält  man  als 
Gleichung  der  Evolute 

^=w(ß-p)S- 

Für  a  =  p  wird  ß  =  0.  Lässt  man  a  von  «  =  p  an  wachsen, 
so  geht  die  Evolute  in  zwei  symmetrisch  zur  Achse  gelegenen  Aesten 
aus  einander,  welche  der  Achse  ihre  konvexe  Seite  zukehren.  Aus  der 
Relation 

d  ß  _         d  x  _         y 
da  dy  p 

folgt,  dass  für  y  =  0  auch  - — =0   wird,   d.  h.   dass    die  Achse   der 
d  a 

Parabel    die    Aeste    der    Evolute    im    Punkte  ß  =  0,  a  =  p   tangiert. 

Für  y  =  -f-  oo  wird  auch  ~-  =  4-  oo ,    d.  h.    die   äussersten  Enden 
d «        — 

der  Kurvenäste  der  Evolute  stehen  senkrecht  auf  der  Parabelachse. 

295.  Krümmungshalbmesser  und  Evolute  der  Ellipse.  Durch  Diffe- 
rentiation der  Ellipsengleichung  a2 y2 -\-b2 x2  =  a2b2  erhält  man 

a2  y  d  y  +  b2  x  d  x  =  0,  a2  d  y2  -f  a2  y  d2  y  -f  b2  d  x2  =  0, 
dy  _    _  b2x    ^y  _        b2(a2y2  +  b2x2)  _  b4 

dx  a2y  '  dx2  a4v3  a2v3' 
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Folglich  durch  Substitution  iu  deu  Ausdruck  für  den  Krümmungs- 
halbmesser 


P 


(aV  +  b4x 


'1YJ 


4K4 


a4b 


Für  den  Endpunkt  der  grossen  Achse  ist  x  =  a,  y  =  0,  also 
p  =  b2:a;  für  den  Endpunkt  der  kleinen  Achse  x  =  0,  y  =  b,  folg- 
lich q  =  a2  :  b. 

dy 
Führt  man  obige  Werte  von  y  und  -~-  in  den  Ausdruck  für  die 

Normale  n  (§  45)  ein,  so  kommt 

Mithin  gebt  der  vorstehende  Ausdruck  des  Krümmungshalbmes- 
sers über  in 

b2 

Da   nun  aber der   halbe  Parameter  der   Ellipse  ist,   so    setze 

a 

b2 

man =  p  und  man  erhält 

a 

n3 

P  =  -r, 

welcher  Ausdruck  mit  dem  für  die  Parabel  übereinstimmt.  Ebenso 
kann  gezeigt  werden ,  dass  der  Krümmungshalbmesser  der  Hyperbel 
der  dritten  Potenz  ihrer  Normalen  proportional  ist. 

d  y      d  V 

Setzt   man    die   Werte  von   -r*-,     ,   i    in  die  Formeln  (4)  und  (5) 

dx      dxl 

des  §  291,  so  erhält  man 

a2-b2     ,       a        b2-a2     , 

Hieraus 


*  -a  U2-bV  '  y  _b  U2-b2J 


Setzt  man   diese  Werte  von  x2,  y2  in    die   Gleichung  der   Ellipse, 
so  erhält  man  als  Gleichung  der  Evolute 

2 


(      aa      \y   ,    /      bß 
Va2-bV    "t"Va2-b2 


Diese  Kurve  besteht  aus  vier  kongruenten  Aesten ,  die  in  den 
Spitzen  A,  B,  C,  D  zusammenlaufen  (Fig.  104).  Zwei  dieser  Spitzen  lie- 
gen in  der  grossen  und  zwei  in  der  Richtung  der  kleineu  Achse.  Es 
sei  MF  der  Krümmungshalbmesser   der  Ellipse   in  F,   so  ist  MF   eine 
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Taugente  an  die  Evolute  in  M.  Rückt  der 
Punkt  F  nach  dem  Scheitel  S,  so  bewegt  sich 
M  nach  A;  nickt  F  nach  dem  Endpunkte  H 
der  kleinen  Achse,  so  bewegt  sich  M  nach  D. 
Für  ß  =  0  wird 

,2_b2 


AE  = 


"olglich      A  S  =  a 


-b5 


wie  oben.     Für  die  Spitze  D  ist  «  =  0,  also  ß 


Setzt  man 


einen    grössern    Wert    von    ß    als    diesen     in    die     Evolutengleichung, 

a2  —  b2 

so  wird  «    imaginär.      Ebenso    wird  ß    imaginär,    wenn  a^> 

angenommen  wird.  Mithin  schliessen  die  Kurvenäste  in  den  Spitzen 
A,  B,  C,  D  ab  und  es  sind  daselbst  die  Achsen  der  Ellipse  Taugenten 
an  die  Evolute. 

296.    Krümmungshalbmesser    und    Evolute  der  €ykloide.      Die   Glei- 
chungen der  (Zykloide  sind  (§  93),  Fig.   105 

AE  =  x  =  a(y  —  sin  (p) ;      C  E  =  y  =  a  (1  —  cos  <f), 
dx  =  a(l  —  cos<jT)d<jp;     d  y  =  a  sin  <p  d  y. 

Werden  die  letztem    Gleichungen    wieder   differentiiert,    so   ist  zu 
beachten,  dass  d  x  konstant  zu  nehmen  ist.     Mau  erhält  daher 

0  =  a  (1  —  cos  (p)  d2  (f  -f-  a  sin  <f  d  ^2, 
d-  y  =  a  cos  <f  d  (f2  -\-  a  sin  <f  d2  (f. 
Eliminiert  man  d2  (f  aus  diesen  beideu  Gleichungen,  so  folgt 
d2y  _  1 

dx2  "     "  "aTl  -  cos  (ff  ' 
d  y   _       sin  <f 
d  x        1  —  cos  (f 


d2y  = 
Da  ferner 


ad'/; 


so  wird 


+Gf 


Fig.  105. 


2_ 

1  —  cos</'" 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  For- 
mel für  den  Krümmungshalbmesser ,  so 
st  ohne  Rücksicht   auf  das   Vorzeichen 

?  =  2a]^2(l  —  cos<jp) 
oder  auch 

p  =  2  V%  a  y. 
Für  den  Anfangspunkt  A  ist  y  =  0, 
also   p  =  0;    für    den    Scheitel   N    der 
Cykloide   wird    y  =  2  a ,    also  g  =  M  N 
™  4  a,  d.  h.  gleich  dem  doppelten  Durchmesser  des  Rollkreises. 
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d  v      d   y 

Setzt   inau   die  Werte   von   — — ,     ,    9    iu  die  Formeln  (4)  und  (5) 

d  x      d  x~ 

des  §  291 ,    so  erhält   man   als   Koordinaten   für    den   Mittelpunkt  der 

Krümmung 

cc  =  x  -j-  2  a  sin  </> ;     ß  =  —  y. 

Nun  seien  AD  und  OD  die  Koordiuaten  des  Mittelpunktes  des 
Rollkreises  für  den'  Winkel  COD  =  ^;  ferner  AH  =  «  uud  FH  =  0 
die  Koordiuaten  des  Endpunktes  des  Krümmungshalbmessers  CF,  so 
ist  E  D  =  a  siu  <f ;  folglich  wegen  der  Formel  a  —  x  -j-  2  a  sin  <f  auch 
DH  =  asin</>  und  da  y  =  —  ß,  d.  h.  OE  =  FH,  so  geht  der  Krüm- 
mungshalbmesser durch  deu  Punkt  D,  wo  der  Rollkreis  die  Gruudliuie 
berührt  und  ist  gleich  dem  Doppelten  der  Normalen  CD.  Wegen  der 
beständigen  Kongruenz  der  Dreiecke  CED  uud  FHD  beschreiben  die 
Eudpuukte  C  uud  F  des  Krümmuugslialbmessers  kongruente  Cykloiden. 
Evolute  und  Evolvente  sind  somit  kongruent. 

297.    Heber    einige    Eigentümlichkeiten    ebeuer    Kurven.       Es    sei 

y  =  f(x)  die  Gleichung  einer  Kurve  BB'  (Fig.  106).  Entsprechen  den 
Punkten  B,B',  B"  die  Abscisseu  x,x  +  dx  uud  x+2dx>  so  werden 
ihre  Ordinaten  sein  y, y-|-dy  U0(i  y4~  2dy-f-d2y.  Wenn  nun  die 
Grössen  B"  C'  =  d  y  -j-d2y  und  B'C  =  dy  einander  gleich  sind,  also 
wenn  d2y  =  0  ist,  so  liegen  drei  aufeinander 
folgende  Kurveupunkte  in  einer  geraden  Linie 
und  es  wird  der  Krümmungshalbmesser  der 
Kurve  an  dieser  Stelle  unendlich  gross.  Iu  der 
That  wird  nach  Formel  (6)  des  §291,  q  =  30 
für  d2y  =  0. 

Liegt  die  Kurve  auf  der  Seite  der  po- 
sitiven y  und  ist  B/'C/^>B'C,  also  d2y  posi- 
tiv, so  kehrt  die  Kurve  ihre  konvexe  Seite  der 
Abscissenachse  zu.  Ist  aber  bei  dieser  Lage 
der  Kurve  d2  y  negativ,  so  kehrt  die  Kurve 
ihre  konkave  Seite  gegen  die  Abscisseuachse.  Befiudet  sich  die  Kurve 
auf  Seite  der  negativen  y,  so  findet  die  umgekehrte  Regel  statt.  Dar- 
aus folgt  allgemein:  Die  Kurve  wendet  ihre  konvexe  oder  konkave 
Seite  gegen  die  Abscissenachse,  wenn  y  und  d2y  gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben. 

d2y 
Geht   -Hr   aus  dem  Positiven  durch  die  Null   ins  Negative  über, 

dx^ 

so  findet   ein    Uebergang  aus   der   Konvexität    iu   die   Konkavität   oder 

umgekehrt   statt  und    zwar   durch    eine   Kurvenstelle,   für   welche   der 

d2y 
Krümmungshalbmesser  unendlich  gross  ist.     Geht         2    aus  dem  Posi- 

tiveu  durch  das  Unendliche  ius  Negative  über,    so  tritt    auch    hier  ein 

Uebergang  aus    der  Konvexität    in  die  Konkavität  ein   und   zwar  durch 

eine   Stelle,   für   welche    der    Krümmungshalbmesser   =0  ist.      Solche 

Uebergangspunkte  neuut  man  Wende-  oder  Flexiouspuukte  (§  29  u.  43). 

d2y  d2y 

Man    setze   — z-4r  =  0  und  — r-4-  =  QO  und   bestimme   daraus   die   ent- 
dx2  dx2 
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sprecheudeu  Werte  von  x.  Ein  solcher  Wert  sei  =  a.  Wenn  nun  für 
a-|-h  und  a  — h,  wobei  h  als  sehr  kleiu  vorausgesetzt  wird,  die 
Grösse  d2y  ihr  Zeicheu  ändert,  so  entspricht  der  Abscisse  a  ein  Wende- 
punkt der  Kurve. 

Schneiden  sich  mehrere  Kurvenäste  in  einem  Punkte  in  verschiede- 

dy 
neu  Richtungen,  so  nimmt  — —  ebenso    viele    verschiedene    Werte    an. 

Dabei  entscheiden  die  Zeichen  zusammengehöriger  Werte  von  y  und  d2y, 
ob  die  Kurvenäste,  welche  von  diesem  Durchschnittspunkt  ausgehen, 
ihre  konkave  oder  konvexe  Seite  der  Abscisseuachse  zukehren. 

Beispiel  1.     Es  sei  die  Gleichung  eiuer  Kurve 

5 

y3  =  x5     oder     y  =  x3, 
so  erhält  man 

dy_5    {        d2  y  _  10       1 


Für    j   2  =00    wird    x  =  0;    somit   wird    für   beide   Kurvenäste, 


dx         3        '       dx2  9      |/s   * 

Für  d2y  =  0  wird  x  =  ^oO.  Diese  Abscisse  entspricht  zwei 
Punkteu,  für  welche  der  Krümmungshalbmesser  p  =  CO  wird,  ohne 
dass  ein  Wendepunkt  entsteht ,  weil  oo  +  h ,  an  die  Stelle  von  x  ge- 
setzt, das  Zeichen  von  d2y  nicht  ändert. 

d2y 

dx2 

die   sich    im    Anfangspunkt   treffen ,    der    Krümmungshalbmesser   =  0. 

d2y 
Setzt   man   O  +  h   für   x    in   den   Ausdruck  für        2  ,  so  ändert  diese 

Grösse  ihr  Zeichen;    also  hat   die   Kurve   im   Anfangspunkt   eine  Wen- 

dy 
düng.     Da  für  x  =  0  auch  -      =0,    so   ist   die   Abscissenachse   eine 

Tangente  an  die  Kurve. 

Beispiel  2.  Jede  Kurve,  deren  Ordinate  ein  Polynom  ist  von 
der  Form 

y  =  x3  -\-  a  x2  -f-  b  x  -f-  c 

hat  einen  Wendepunkt  und  somit  ein  Kurveuelement  mit  einem  unend- 
lich grossen  Krümmungshalbmesser.     Denn  es  ist 

-^  =  3x2  +  2ax  +  b;      4~T  =  6x  +  2a. 
d  x  d  x2 

Setzt    man    d2y  =  0,    so   wird    x  = Für   —  — — |—  h  und 

o  o 

—  —  —  h  ändert  d2  y  sein  Zeichen.     Also  ist  x  =  —  —   die    Abscisse 
3  o 


eines  Wendepunktes. 

d2y 

Setzt  man  -: — =- 

dx2 

sein    Zeichen     nicht     für    ;  h  °°  zb ü-       Also     z^igt     die     Gleichung 


d2  y 
Setzt  man -r-4- =  4- oo ,    so  wird  x  =  -f-cO;    allein   d2y   ändert 

d  x2        -^ 
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d2y 
dx2 


-r-oo  au,    dass  die   beiden  Kurvenäste  im  Unendlichen  gerad- 

liuig  sind. 

Beispiel  3.     Die  Kurve,  deren  Gleichung 

(1)  y  =  x±x]/~x 

ist,  hat  zwei  Kuweuäste  AB  und  AD  (Fig.  107),  welche  im  Anfangs- 
punkte A  unter  gleicher  Neigung  zur  Abscissenachse  begiuuen  und 
nach  der  positiven  Richtung  der  Abscissenachse  ans 
einander  gehen. 

Denn  für  x  =  0  wird  auch  y  =  0 ;  die  Kurve 
geht  also  durch  den  Anfangspunkt.  Für  negative 
Werte  von  x  wird  y  imaginär;  also  hat  die  Kurve 
keinen  Punkt  auf  Seite  der  negativen  Abscissenachse. 
Ferner  ist 


dx       —2  '    '     dx2      L  4y7* 

Für  x  =  0  hat  ~r~  nur  einen  Wert,  nämlich  =1.     Also   gehen 
d  x 

beide  Kurvenäste  unter  einem  Winkel  von  45°  zur  Abscisseuachse  vom 

d2y 
Anfangspunkt  aus.     Für  deu  gleichen  Wert  von  x  wird    -  — 2 r=ioo, 

also  ist  der  Krümmungshalbmesser  der  Kurve   im   Anfangspunkt  =0. 
Setzt  man  O-f-h  in  die  Ausdrücke  (2),  wobei  h  eine  sehr  kleine 

dy 

dx 

gehen  die  Kurvenäste  zunächst  am  Anfangspunkt  aus  einander.  Der 
Kurveuast  AB  kehrt  seine  konvexe  Seite  der  Abscissenachse  zu,  weil 
für  jeden  Wert  von  x   die  Grössen  y  und  d2y  gleiche  Zeichen   haben. 

Für  x=l  wird  y  in  der  Formel  für  den  untern  Kurveuast  AD 
zu  Null.  In  diesem  Punkte  C  geht  die  Kurve  durch  die  Abscissen- 
achse. Für  den  Teil  AC  haben  y  und  d2y  entgegengesetzte,  für  CD 
gleiche  Zeichen.  Also  kehrt  AC  der  Abscissenachse  die  konkave, 
CD  die  konvexe  Seite  zu. 


IX.   Ebene  Kurven  in  Bezng  anf  Polarkoordinaten. 

298.  Gleichung  einer  Kurve  in  Polarkoordiuaten.  Die  Lage  eines 
Kurveupuuktes  B  (Fig.  108)  kann  bestimmt  werden  durch  dessen  Ab- 
stand AB  =  r  von  einem  festen  Punkt  A  und  dem  Winkel  BAx  =  <f, 
den  dieser  Abstand  mit  einer  festen  Geraden  Ax  bildet.  Hierbei  nennt 
mau  r  den  Radiusvektor  oder  Leitstrahl  des  Kurveupuuktes,  A  den 
Pol,  Ax  die  Polarachse  und  (f  den  Polarwinkel.  Die  Grössen  r  und  q> 
bilden  die  Polarkoordiuaten.      Die  eine  dieser  Grössen   ist   eine  Funk- 


tion   der    andern, 
sein  wird 


Fig 

,    108. 
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weshalb    im    allgemeinen   die   Gleichung   der   Kurve 

r  =  f(y)     oder     F(r,y)  =  0. 

Ist  die  Gleichung  einer  Kurve  in  rechtwinke- 
ligen Koordinaten  gegeben  ,  so  kann  die  Polarglei- 
chuug  dieser  Kurve  abgeleitet  werden,  wenn  mau 
den  Zusammenhang  der  rechtwinkeligen  und  der 
Polarkoordiuaten  kennt. 

Die  Gleichung  der  Ellipse  für  rechtwinkelige 
Koordinaten  ist 

(1)  a2y2  +  b2x2  =  ä2b2, 

worin  a,  b  die  halben  Achsen  bezeichnen  und  die  Abscissen  x  vom 
Mittelpunkt  0  aus  gezählt  werden.  Nun  nehme  man  den  ßreuupunkt  A 
zum  Pol,  bezeichne  den  Leitstrahl  AB  mit  r,  den  Winkel  BAx  mit  q> 
und  AO  mit  c,  so  ist 

OC  =  x  =  r  cos  (f  —  c;        BC  =  y  =  r  sin  </>. 

Setzt  man  diese  Werte  von  x  und  y  in  (1),  so  kommt 

a2  r2  siu2</>  -f-  b2  (r  cos  <f>  —  c)2  =  a2  b2. 

Wird  die  zweiteilige  Grösse  entwickelt  und  sin2</>  durch  1  —  cos2<jP 
ersetzt,  so  kommt 

a2  r2  =  b2  (a2  _  c2)  _^_  2  1)2  c  r  CQS  ff  ^  (a2  _  b2)  ,.2  cos2y 

Da  aber  a2  —  c2  =  b2,  so  folgt 

a2  r2  =  b4  _|_  2  b2  c  r  cos  cf  4.  c2  r2  cos2y. 

Die  rechte  Seite  ist  das  vollständige  Quadrat  einer  zweiteiligen 
Grösse;   deshalb  wird 

ar  =  -f(b2  +  crcosy) 
und  hieraus 

(2)  r-       ±^. 

a  -\-  c  cos  (f 

Da  der  Neuner  rechts  immer  positiv  sein  wird,  weil  c<^a  und 
da  r  immer  positiv  sein  soll,  so  folgt  aus  (2)  als  Gleichung  der  Ellipse 

(3)  r=  >i-. 

a  -j-  c  cos  (f 

Nimmt  man  in  (2)  die  Grösse  b2  mit  entgegengesetztem  Zeichen, 
so  erhält  man  die  Polargleichung  der  Hyperbel.  Für  die  beiden  ge- 
trennten Hyperbeln  sind  diese  Gleichungen 

^  b2  -b2 

(4)  r,  = ;      r„  = ; . 

a  —  c  cos  </>  a  -j-  c  cos  (f 

Auch  hier  sind  nur  positive  Werte  der  Leitstrahlen  zulässig. 
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Für   die   Ellipse    uud    diejenige    Hyperbel,    welche    deu    Pol    eiu- 
schliesst,  hat  man  als  gemeinsame  Polargleichung 

(5) 

Setzt  man 

so  wird  die  Gleichung 
(6) 


a  —  c  cos  <p 
b2  c 


1  —  e  cos  <j> 

Bei  der  Parabel  ist  bekanntlich  das  Verhältnis  —  =  1.    Also  stellt 

a 

(6)  eine  Ellipse,   Parabel    oder    Hyperbel  dar,  je   nachdem   e    kleiner, 

gleich  oder  grösser  als  die  Einheit  ist. 

Auf  gleiche   Weise    kann    die   Polargleichung    der    geraden    Linie 

aus   der   Gleichung  y  =  a  x  -(-  b ,    die   der  Parabel    aus    der   Gleichung 

y2=2px,  etc.  abgeleitet  werden. 

299.  Flächenelement  in  Polarkoordiuaten.  Es  sei  A  (Fig.  109) 
der  Pol,  Ax  die  Polarachse,  AB  =  r  der  Leitstrahl  und  Winkel 
BAx  =  </>.  Man  lasse  (f  in  (f  -\-d<p  =  GAx  übergehen,  so  entsteht 
ein  Flächenelement  CAB,  das  wir  mit  dF  bezeichnen  wollen.  Da- 
durch wird  der  Leitstrahl  AC  =  r^dr,  je  nachdem 

der  Leitstrahl  wächst  oder  abnimmt.  Gesetzt  es  sei, 
übereinstimmend  mit  der  Figur,  A  C  =  r  —  d  r.  Man 
beschreibe  von  A  aus  mit  den  Radien  r  und  r  —  dr 
die  Kreisbogen  BD  =  rd<p  und  EC  =  (r  — dr)dy, 
so  sind  die  Flächen  der  Kreisausschnitte 

ABD  =  ^-r2d?>,      ACE  =  ^-(r-dr)2d?>. 

Diese  beiden  sind  unendlich  kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung, 
die  sich  um  ein  unendlich  Kleines  der  zweiten  und  dritten  Ordnung 
von  einander  unterscheiden.  Also  kann  auch  die  zwischen  diesen 
Grössen  liegende  Fläche  ABC  mit  ABD  verwechselt  werden,  d.  h.  es 
ist  das  Differential  der  Fläche 

dF=  * rr2dy. 

300.  Bogenelemeut  iu  Polarkoordinaten.  Es  gelte  die  Bezeich- 
nung des  vorhergehenden  Paragraphen.  Man  bezeichne  das  unendlich 
kleine  Bogenelement  B  C  mit  d  s ,  betrachte  dasselbe  als  eine  Gerade 
und  nehme  an,  es  sei  der  unendlich  kleine  Bogen  BD  =  rd<jP  senk- 
recht auf  seinem  Radius  AD,  so  ist  BDC  ein  rechtwinkeliges  Dreieck, 
das  zur  Bestimmung  von  ds  folgende  Relation  liefert 

ds2  =  dr2-[-r2dy2. 

301.  Subtangente  und  Siibnormale  in  Polarkoordinaten.  Man  er- 
richte  die  Gerade  NAT  (Fig.  110)    senkrecht  zum  Leitstrahl  AB  und 

Autenheimer,    Elementarbuch.  2\ 
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ziehe  die  Tangente  BT  und  die  Normale  BN  für  den  Kurvenpunkt  B, 
so  wird  AT  die  Subtangente  und  AN  die  Subnormale  der  Kurve  ge- 
nannt. Somit  bezeichnet  man  hier  mit  diesen  Ausdrücken  ganz  andere 
Linien  als  für  ein  rechtwinkeliges  Koordinatensystem  (§  45). 

Man  lasse  <p  in  <f  -f-  d  cp  übergehen ,  so  dass 
WiukelC AB  =  dy  wird  und  beschreibe  mit  dem 
Halbmesser  r  von  A  aus  den  unendlich  kleinen 
Bogen  B  D  =  r  d  (f ,  so  kann  angenommen  werden, 
es  sei  BD  geradlinig  und  senkrecht  zu  AD.  Da- 
durch wird  Winkel  DBC  =  BTA  =  ABN;  also 
sind  die  Dreiecke  DB C,  ABT  und  ABN  ähnlich 
und  man  hat 


Fig.  110. 


Subtg.AT 


DC:DB  =  AB:AT,     dr:rd?=r:AT; 

DB:DC  =  AB:AN,     rd?>:  dr  =  r:  AN; 

d  (f  d  r 

-^-;       Subn.AN  =  -P"- 
dr  d<p 

302.    Krümmungshalbmesser  der  Kurven  in  Polarkoordinaten.      Es 

sei  (Fig.  111)  Ax  die  Polarachse,  A  der  Pol,  AB^r  und  Winkel 
BAx  =  </>.  Man  lasse  (f  in  </>-f-d</>  =  CAx  übergehen,  so  dass 
Winkel  BAC  =  d</>  wird.  Man  errichte  in  den  Punkten  B  und  C 
die  Tangenten  BD  und  CE  und  die  Normalen  BM  und  CM,  so  wird 
BM  =  CM  =  £>  der  Krümmungshalbmesser  der  Kurve  für  das  Bogen- 
elemeut  BC  sein. 


Fig.  111. 


Es  sei  Winkel  BDx  =  a,  so  ist  a  eine 
Funktion  von  (f.  Wenn  (p  in  (f  -j-  d  <jp  übergeht, 
so  wird  a  zu  a-\-da,  d.  h.  es  ist  Winkel  CEx  = 
a  +  da,  also  auch  Winkel  DCE  =  da  =  BMC. 
Da  das  Bogenelement  BC=£>da,  aber  auch  =ds 
ist,  so  hat  man  g  d  a  =  d  s,  woraus  folgt 


(1) 


_  ds  ]/~dr24-r2d^ 


d  a 


da 


Hierin  ist  noch  a  durch  r  und  (f  auszu- 
drücken. Es  ist  Winkel  ABD  =  a  —  <f.  Man 
ziehe  die  Tangente  BT  und  die  Subtangente  AT  (senkrecht  zum  Leit- 
strahl AB),  so  folgt 

AT        Subtg.  d(f 


tangABD  = 


AB 


dr 


Mithin 


a  —  <p  =  Are  tg  r 


dy 


Mau  differentiiere  diese  Gleichung  und  nehme  (f  als  die  unabhängig 
Variable  an,  so  wird  d<f  konstant  sein.     Man  erhält  daher  nach  §  24 


da  —  d<p 
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und  indem  man  d  ff  auf  die  andere  Seite  bringt 
r2d9>2-f2dr2-rd2r    . 

Führt  mau    diesen   Wert   von  da  in  (1)  eiu,    so   kommt   die   ge- 
suchte Formel 

i  r,.2+fÄ>:Yf 

[r2d<r2+di-2]2  L  ^\&<r)  J 


o  = 


d^[r2dy2  +  2dr2-rd2r]  m2    ,    0    dr2         ^d2 

äff 


.219  ^ .. 

^2   An*        l   Ami 


303.  Anwendung  auf  deu  Kreis.  Da  der  Radius  r  konstant  ist, 
so  wird  dr  =  0;  daher  wird  das  Flächenelement  =  —  r2dff,  also  der 
Kreisausschnitt  und  die  Kreisfläche 

d<f  =  \v*ff,     |r2Jd</>  =  r2,r. 

0 

Das  Bogenelement  ist  d  s  =  r  d  ff ;  folglich  der  Kreisbogen  und 
der  Kreisumfang 

dff  =  rff,  r     d  ff  =  2  r  %. 

0  0 

Ebenso 

Subtg.  =  00,       Subn.  =  0,       Krümmungsh.  p  =  r. 

304.  Anwendung  auf  die  archimedische  Spirale.  Bei  dieser  Kurve 
ist  der  Radiusvektor  dem  Polarwinkel  proportional.  Die  Gleichung 
der  Kurve  wird  daher  sein 

(1)  r  =  a  ff, 

worin  a  denjenigen  konstanten  Radiusvektor   bezeichnet,    welcher  dem 
Bogen  ff  =  1  entspricht. 

Es  sei  Ax  (Fig.  112)  die  Polarachse,  A  der  Pol.     Man  beschreibe 
mit  dem  Radius  AB  =  a  einen  Kreis,    mache   auf   demselben   den  Bo- 
gen BC=1,    setze   den    Winkel   EAB  =  y,   so  Fig    112 
wird  der  Kreisbogen  ECB  ==  ay.     Dieser  Bogen 
muss    nun    nach    (1)   gleich  AD  =  r   sein.      Es 
seien  AT  und  AN  die  Subtangeute   und  Subnor- 
male der  Kurve.      Durch  Differentiation    von    (1) 
folgt  dr  =  ad</>;  folglich  erhält  man 

r2 

Subtangente  A  T  = =  a  ff2, 

a 

Subnormale  A  N  =  a. 

Mithin  liegt  der  Punkt  N  der  Normalen  für  jede  Lage  des  Punk- 
tes D  im  Kreise  BCE.      Für  ff=l    wird  auch   die   Subtangente  =a 

21* 
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und  es  machen  alsdann  Subtangente  und   Subuormale   einen  Durchmes- 
ser des  Kreises  aus,  der  senkrecht  zu  AC  steht. 
Das  Elerneut  der  Fläche  ist 

dF=  *  r2dy=|  a2?>2d?. 
2.  2 


Folglich  die  Fläche  zwischen  den  Grenzen  (f  =  0  und  (f  =  <f 
1   a2y3        1    _  1    r3 

=  —  Y*  <t>  = . 

6    a 


F  = 


r2* 


Das  Bogenelement  der  Spirale  ist 

d  s  =  KäTd^  +  ä^T^  =  a d  <p  j/T+y2. 

Mithin  der  Bogen  zwischen  den  Grenzen  (f  =  0  und  </>  =  y,  nach 
§  82,  Formel  (9) 
a 


i  +  ^  +  iogfo  +  yr+y*)]. 


Um  den  Krümmungshalbmesser  q  der  Spirale    zu    finden ,   beachte 

man,    dass   in   der   Formel  dr  =  ady  die   Grösse  ä(f  konstaut,    also 
d2r  =  0  ist.     Mithin  wird 

3  3 


_  (a2y2-f  a2)2 
?         a2*2-4-2a2 


d+y2)' 

2  +  y2 


Der   kleinste  Wert   von    p    entsteht  für    <f  =  0 ;    er   ist   q  = 


Mit  wachsendem    Werte   von    <f   wird    p   grösser. 
auch  g  =  oo. 


Für    g>  =  oo    wird 


Bei   der  gewöhnlichen   archimedischen    Spirale    wird  a  = 


also  ist  die  Gleichung  derselben 

r  = 


2*-' 


305.  Anwendung  auf  die  hyperbolische  Spirale.  Wenn  man  in  der 
Gleichung  xy  =  a  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  x, y  mit  den  Polor- 
koordiuaten  <f  und  r  vertauscht,  so  erhält  man  die  Gleichung 


(1) 

der  hyperbolischen  Spirale. 

Fig.  113. 


r</>  =  a. 

Es  sei  Ax  (Fig.  113)  die  Polarachse, 
A  der  Pol.  Man  konstruiere  mit  dem 
Halbmesser  A  B  =  A  C  =  1  einen  Kreis, 
trage  darauf  einen  Bogen  <f  =  BC=  1  ab, 
«o  muss  der  durch  C  gehende  Radius- 
vektor A  D  =  a  sein.  Man  halbiere  den 
Bogen  BC  in  E  und  ziehe  den  Radius- 
vektor A E F,  so  muss  AF  =  2a  =  2AD 
sein,  etc.     Der  Ast  über  F  hinaus  nähert 
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sich  mehr  und  mehr  einer  Geraden,  welche  zu  Ax  parallel  liegt  und 
bis  ins  Unendliche  geht.  In  der  Richtung  von  F  nach  D  nähert  sich 
die  Kurve  in  unendlich  vielen  Windungen  dem  Pol  und  erreicht  ihn 
für  <p  =  oo. 

Die  Differentiation  von  (1)  gibt  rd<f>-f-9)(lr  =  0;  folglich  ist 
d  r  _  r  r2 

d</>  _     ~~W~        ~äT ' 
Mithin  wird  das  Element  der  Fläche 

dF  =  ^r2d^  =  -^adr 

und  somit  die  Dreiecksfläche  AD F  zwischen  den  Leitstrahlen  A  F  =  2 a 
und  AD  =  a  gleich 

(3)  _i-a(a_2a)  =  ya2 

und  die  Fläche ,  welche  zwischen  dem  Leitstrahl  A  D  =  a  und  den 
unendlich  vielen  Windungen  der  Spirale  liegt,  die  von  D  aus  bis  zum 
Pol  A  reichen  oder  mit  andern  Worten :  die  Fläche  für  die  Grenzen 
<f=l  bis  <f  =  ao 

-|a(0-a)=ja». 

Die  vorige  Fläche  (3)  und  diese   sind  somit  gleich   gross   und  zu- 
sammen gleich  dem  Quadrat  der  Liuie  AD. 
Ferner  hat  man 

d<jp 

Subtangente  A  T  =  r2  — - —  =  —  a. 

Mithin  ist  die  Subtangente  konstant.  Für  den  Kurvenast,  der  sich 
im  Unendlichen  parallel  zu  Ax  fortzieht,  wird  die  Subtangente  AG 
senkrecht  zu  Ax.  Folglich  wird  die  Tangente  GH,  welche  die  Kurve 
im  Unendlichen  berührt,  parallel  zu  Ax,  somit  eine  Asymptote  sein. 

Um  den  Krümmungshalbmesser  zu  erhalten,  hat  man  das  erste 
Differential  rd</>-^</>dr  von  (1)  nochmals  zu  differentiieren.  Man  er- 
hält, wenn  d  <f  als  konstant  angenommen  wird. 

2  d  r  d  <p  +  ^  d2  r  =  0. 

Mithin  ergibt  sich  nach  §  302 


ra  +  2— 2--2 


0+4) 


Zweiter  Teil  der  Integralrechnung. 


I.   Differeiitialformelii  mit  einer  Variabeln. 

306.  Ratiüuale,  gebrocheue  algebraische  Differential-! oriiiHii.  Die- 
selben können  immer  vermittelst  der  Zerlegung  in  Partialbrüche  (§  269) 
auf  eine  der  einfachen  Formen  gebracht  werden 

Adx         Adx  Ax  +  B  Ax-f-B 

a-f-x'    (a  +  x)n  '   (a  +  x)2-|-b2dX'     [(a  +  x)2  +  b2]»  dX> 

Das  Integral  von  der  ersten  dieser  Formen  ist  bereits  in  §  76 
angegeben. 

Um  die  übrigen  Formeln  zu  integrieren,  setze  man  a-}-x  =  y, 
also  auch  dx=dy,  so  erhält  man  für  die  zweite  Formel 

Adx      _  Ady 


(a  +  x)u  yn 

Folglich  indem  man  integriert 

P    Adx      _  Ay-U  +  X 


=  Ay-ndy. 


(a-fx)n       -n  +  1    ' 
und  wieder  x  statt  y  einführt: 

m  P  Adx    -       A  1         ir 

{)  JCa  +  x)11-       n-l    (a-hx)n-1_hü- 

Für  die  dritte  der  obigen  Differentialformeln  erhält  man 

(9\  Ax  +  B  _    Aydy  B  -  aA 

K  '  (a^_x)2_|_b2ax—  y2  +  b2  -t-  y2  +  b2  «y- 
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Nun  ist  aber  nach  §  76 


W  J  y2  +  b2         2  J  y2  +  b2         2      °{y  ^°  j^ 


=  -flog[(a  +  x)2  +  b^]  +  C 


und  nach  §  78,  Formel  (6) 

(*B  —  Aa  ,  B  —  Aa  y    ,   ~ 


B  — Aa  t  x  +  ; 

Are  tang- 


b        °      b 

Setzt  man  diese  Werte  aus  (3)  und  (4)  in  (2),  so  folgt 

w       Ji4ä^dx=^0g[(x+a)2+b2] 

,    B  — Aa         ,         x-j-a    . 

Are  tang  — ~ 1-  C. 


1         b  °       b 

Endlich  erhält  man  für  die  vierte  der  obigen  Formeln 

(Ax  +  B)dx  Aydy        ,      B-Aa 

[(a  +  x)2  +  b2]»         (y2  +  b2)u  "+"  (y2  +  b2)»      y' 

Um  den  ersten  Teil  rechts  zu  integrieren,  setze  man  y2-{-b2  =  z2, 
also  auch  ydy  =  zdz,  so  wird 

(y2_|_b2)n    -       z2n       ~  aZ  <»  Z' 

m  P     Aydy      _  Az~2°+2  _  _A 1 

J  (y2  +  b2)u         -2n  +  2       2  (1  -  n)*  (y2-f  b2)"-1  "r 

Nun  bleibt  noch  nach  Formel  (6)  die  Differentialformel 

(8)  (y24-b2)" 

zu  integrieren.      Man  multipliziere   und  dividiere  (8)    mit   y2  — )—  b2  ,  so 

kommt 

(a\  C       dy         =  f  __y!_d y_        ,    f       b2dy 

J  (y2  +  b2)n       J  (y'  +  b2)^1    "^J   (y2  +  b2r+1  ' 

Integriert  man   nun   den  ersten   Teil   rechts   nach    der   Formel  (1) 
des  §  82 

(10)  ludv  =  uv —     vdu, 

indem  man  annimmt 

ydy 


n  =  y,       d  v 


(y2  +  b2)- 
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so  erhält  rnau  zunächst  aus  der  letzten  Formel  vermittelst  (7) 

1 


2n(y2_|_b2)u' 

Folglich  unter  Anwendung  von  (10) 

p j_2_Ay__  -y         ,  J_  f     dy 

J  (y2^_b2)n+i    -      2n(y24-b2)B     '     2nJ(y2  +  b2)»' 

P       y2dy 
Führt  man  diesen  Wert  von    I   ,  2  ■]_    2xu  +  1     in  (9)  und  zieht  die 

gleichartigen  Glieder  zusammen,  so  erhält  man 

(u\  r  b2d?     - l: .  s**-1  r    dy 

Uj     J^  +  b2)11*1       2n(y2-|-b2)n~r        2n       J  (y2 -j- b2)u  ' 

C  dy 

Vermöge    dieser    Formel    ist    das   Integral     I   .  aiuav  +  i      au^ 

dy 

zurückgeführt.      Durch    wiederholte    Anwendung    dieser 


j; 


(y2+b2) 

/dy 
2   |     2- ,    dessen   Wert 
y  -j-b 

bekannt  ist.  Folglich  kann  auch  vermittelst  (7)  und  (11)  das  Diffe- 
rential (6)  integriert  werden.  Das  in  Formel  (11)  dargestellte  Verfah- 
ren nennt  man  die  Methode  der  Rekursiou. 

307.  Irrationale,  algebraische  Differeutialformeln.  Enthält  die 
Differentialformel  algebraische  Polynome ,  in  welchen  die  Variable  mit 
gebrocheneu  Exponenten  vorkommt,  so  kann  die  Formel  durch  pas- 
sende Substitutionen  rational  gemacht  werden.  Es  sei  z.  B.  zu  inte- 
grieren 

dy= s — dx. 

b-Vx 

3 

Man  setze  x  =  z6,    also  ]^x  =  z3,    j/~x  =  z2,  dx  =  6z5dz,  so  ist 


dy=  .    !     ,  -6zadz. 
J        b  — z2 

Diese   Formel   ist   rational    und    kanu   nach   dem    vorhergehenden 
Paragraphen  integriert  werden. 

Die  binomische  Differentialformel 

_p 
(1)  xm-1(a  +  bxn)'i  dx 

kann  in  gewissen  Fällen  durch  eine  der  beiden  Substitutionen 

a-j-bxn  =  zq    oder    a  -j-  b  x"  =  zq  xu 

rational  gemacht  werden. 
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Für  die  erste  Substitution  erhält  man 

n  b  xn  ~ 1  d  x  =  q  zq  ~l  d  z; 

1  — n  m  — 1 

Somit 

p  m  —  n 

x°-1(a  +  bx»)"qdx  =  i(-  ^"^z'i+'p-Mz. 

Diese  Formel  wird  rational,  wenn eine  ganze  Zahl  ist. 

n 

Wendet  man  die  zweite  Substitution  an,  so  wird  mau  fiuden,  dass 
die  Formel  (1)  rational  wird,  weun   —  -) eine  ganze  Zahl  ist. 


308.  Differeytinlformelu  mit  der  Grösse  ~KA -|- B  x -|- C  x2.     Diese 
Grösse  kann  auch  geschrieben  werden 


rcj/A+Bx+x2, 


weshalb  mau,  der  Allgemeinheit  unbeschadet,  die  Quadratwurzel  aus 
obigem  quadratischen  Ausdruck  in  der  Form  |Ai-{-bx-|-x2  voraus- 
setzen kann. 

Es  ist  bereits  im  §  78  eine  Differentialforrael,  welche  diese  Wurzel- 
grösse  enthält,  integriert  worden.  Auf  demselbeu  Wege,  auf  welchem  diese 
entstanden  ist,   erhält   man   auch   das  Integral  von  dxpa-pbx —  x2. 

Setzt  man  in  Formel  (8)  von  §  82 

b_|_y  =  x?       dy  =  dx,      b2-f  2by-|-y2  =  x2, 
so  kommt 

JdyKa2~-b2-2by-y2  =  ^iIKa2-b2-2by-"^2 

,a2  .  .  b  +  y 
+  -—  Are  sin  — ■ — . 
~  2  a 

Setzt  man  hierin  a2  —  b2  =  A,  —  2  b  =  B,  so  wird 
(1)        JdyKI+By-y2=  2y~B]/"A  +  By-y2 


.   4A  +  B2  .         2y-B 

-\ - Are  sin  -ir 

8  K4A  +  B2 


Um  die  Integrale  der  Formeln 
dx 


dxKa+bx-j-x2 


Ka+bx+x'^ 

zu  erhalten,    setze  man   in  Formel  (3)  des  §  80  und  Formel  (9)  des 
§  82,  wie  oben,  die  Grössen  b  -\-  y  =  x,  d  y  =  d  x,  so  erhält  man 
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fiA-2-o;24Z^r^^  =  log(b  +  y  +  Fa2+b2+2by+y2)+c> 

JdyVa2+b2-f2by+y2  =  -"t1  K"a2 -f- b2 -f  2  b  y -f7  -f  C 

+  -y  log  (b  +  y  +K a2  +  b2  +  2by  +  a2). 
Setzt  man  hierin  a2  -f-  b2  =  A,  2  b  =  B,  so  wird 

<2>  f  KÄ+ry+?  ='°<f +?+^+1w)+c- 

(3)  JdyFÄ+By  +  y'=B  +  2y   FT+By+y^  +  C 

-  log  (f + y  +VÄ+By~+r 


4A- 

^  8 

xm+1  dx 
Es  sei  das  Integral  der  Formel   -.  zu    finden,    in 

Ka-j-bx-f-cx2 

welcher  c  positiv  oder  negativ  sein  kann.     Durch  Differentiation  folgt 

d  (xm  ]/~ä  +  b  x  -f  c  x2)  =  m  x"1-1  d  x  ]/"ä+Tx  +  c  x2 
.      xm  (b  4-  2  c  x)  d  x 
2  j/~a  +  b  x  -f  c  x2  ' 

Man    bringe    die   Glieder   rechts    unter    den   gleichen   Nenner   und 
ordne,  so  kommt 

a  (  m  1^~ TU — i 2\  maxm~1dx  (2m+l) b xm  d x 

d  ( xm  1/  a  +  b  v  -f-  c  x^)  =  +  ^  -, , i  —  - 

V  ^    -^        '        |/a  +  bx  +  cx2^  2y-a  +  bx  +  cx2 

,    (m+l)cxm+1dx 
V  a  -f-  b  x  -}-  c  x2 

Dividiert  man  mit  (m  -f- 1)  c,  versetzt   die  Glieder  und   integriert, 
so  erhält  man 

dx  _  xm  Ka  +  bx  +  cx2 


(4) 


r     xm+: 

J   F"a  +  b^ 


+  cx2  (m-fl)c 

(2m-fl)b  f         xmdx 
2(m  +  l)cJ  ya  +  bx  +  cx2 
ma        T         xm_1dx  . 


rJ  Va 


C. 


(m  + 1 )  c J   j/~a  -f  b"x  -f  c  x2 
Für  m  =  0  geht  diese  Formel  über  in 

J/~a -}- b  x -j- c  x2         b    f  dx 

T2 


xdx  Va, -\-bx-\-c\2         b    f  dx 

Ka  +  bx-J-cx2  ~  c  2cJ  ya^-bx-fc: 

Das  letzte  Glied  kann  nach  dem  Vorhergehenden  integriert  werden 
und  zwar  nach  (2),  wenn  c  positiv  oder  nach  (7)  des  §  78,  wenn  c 
negativ  ist.  Auf  eben  diese  Formeln  wird  man  geführt,  wenn  man  m 
=  1, 2, 3, . .  in  (4)  einführt.    Formel  (4)  ist  daher  eine  Rekursionsformel. 
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Für  a=l,  b  =  0,  c=  — 1  erhält  man  aus  (4) 

Um  den  Ausdruck  xn_1dx  J^a-f-bx  -fex2  zu  integrieren,  multi- 
pliziere und  dividiere  man  mit  ]^a  -f-  b  x  -f-  c  x2 ,  so  erhält  man  als 
Differential 

xn_1dx(a-f-bx-f-  ex2) 
]/~a  -f  bx-fex2 
welches  nach  (4)  integriert  werden  kann. 

dx 

309.  Trauscendeute  Differeutiale.     Um  die  Differentiale  — und 

sinx 

— - —  zu  integrieren,  schreibe  man 


d  x  r»  sin  x  d  x  (*    d  (cos  x) 


/dx      _  psinxdx  _     _  p    d  (( 
sin  x      J      sin2x  J     1  — 

/dx      _  p  cos  x  d  x  p     d  (sin  x) 
cos  x       J      cos2x         J     1  —  sin2x 
Man  setze  cos  x  =  y  und  sin  x  =  z,  so  erhält  man 

/dx  _  p      dy  p   dx p      dz 

sin  x  J     1  —  y2  '      J   cos  x       J     1  —  z2 

Nun  erhält  man  aber  durch  die  Methode  der  Zerlegung  in  Partial- 
brüche 

1          __1  1        .    1        1 

1  — y2   ~~  2  "  l-j-y"*"  2*1  —  y* 
Folglich  wird 

p    dx          _  J.  p    dy      _  1   p    dy          _  1        1 -f  y    , 

J    sin  x  ~         2  J  1  +  y  2  J  1  —  y           2°§l-y+    ' 

(1)  f4^=-|log4±^^  +  C. 

w  J    sin  x  2  1  —  cos  x 

Ganz  ebenso  ergibt  sich 

(2)  rj^=ilog4+$^+c. 

J    cos x         2  1-smx 

Setzt  man  —  n  statt  -j-  n  in  die  Formeln  (8)  und  (9)  des  §  80 
und  versetzt  die  Glieder,  so  erhält  man  wie  dort 
(*\  p      dx       =        lcosxu-ip      dx        . 

1  ;  J    sinn+1x  n   sinnx    '        n     J    sinn-xx  T~ 

,4n  r__d^ =  1    sinx        n-1  P      dx 

J  cos"^^         n  cosnx  n     J   cosn_1x 

Für  n  =  0  sind  diese  Formeln  unbrauchbar.  In  diesem  Falle 
sind  die  Formeln  (1)  und  (2)  anzuwenden.  Allein  (1)  und  (2)  kommen 
auch  zur  Anwendung,  wenn  man  n  =  2, 4,  6, . .  in  (3)  und  (4)  einführt. 
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Man  erhält  für  n  =  1  und  2 : 

d  x  cos  x     ,    _  f*    d  x 


(5)  f_<L*-  =  -^  +  C;        f^-=iü^  +  C. 

J    snrx  smx  J   cos2x        cos2x 

,„,.  f   dx  1    cosx        1  14-cosx     . 

J^x=~2"sin^-4logT^^o77  +  a 

d  x  1    sin  x     .    1  1  -f-  sin  x     . 


smx 


{  ]  J  cos3x  ~  2  cos2x  "^  4     g  1  - 

Es  sei  der  Ausdruck  sinmxcosqxdx,  in  welchem  m  und  q  ganze 
Zahlen  bezeichnen,  zu  integrieren.  Man  betrachte  zunächst  q  als  eine 
gerade  Zahl,  setze  also  q  =  2  n,  so  kann  man  schreiben 

(8)  sinmx  cos2nx  d  x  =  sinmx  (1  —  sin2x)"d  x. 

Entwickelt  man  (1  —  sin2x)n  nach  dem  binomischen  Satze,  so  ent- 
hält der  vorstehende  Ausdruck  eine  endliche  Anzahl  Glieder  von  der  Form 
sinpxdx,  welche  vermittelst  Formel  (8)  des  §  80  integriert  werden 
können. 

Ist  q  eine  ungerade  Zahl ,  so  setze  man  q  =  2  n  -{-  1 ,  wodurch 
man  erhält 

(9)  sinmx  cos2n  :  x  x  d  x  •=  sinm  x  (1  —  sin2x)n  cos  x  d  x. 

Wird  hier  nach  dem  binomischen  Satze  entwickelt,  so  erhält  man 
Glieder  von  der  Form  sinpxcosxdx,  welche  nach  Formel  (6)  des 
§  80  integriert  werden  können. 

Auf  demselben  Wege  können  die  Ausdrücke 

cos'1  x  ,  sin'1  x  , 

.  „     d  x,        — =—  d  x 


sin'"x  cos^x 

integriert  werden.     Wenn  q   eine   gerade  Zahl   ist,   so  erhält  man   die 
Formen 

(1  —  sin2x)n  d  x  (1  —  cos2x)n 

sin'nx  cosmx       ' 

welche    nach   (3)   und  (4)   dieses   Paragraphen   oder  nach   (8)   und  (9) 
des  §  80  zu  integrieren  sind. 

Wenn  q  =  2  n  -f~  1  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  wird 

cosqx               (1  —  sin2x)"  d  sin  x 
•  m     d  z  = — . 


sin"'x  sin   x 

Setzt  man  hierin  sin  x  =  z,  so  kommt 

(10)  co^dx  =  _(l^)NU 

v     '  sinmx  zm 

Diese  rechte  Seite  ist  eine  rationale  algebraische  Funktion,  welche 
integriert  werden  kann. 

Wendet  man  auf  den  Ausdruck 

xn  Are  sin  x  d  x 
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die  Formel    J  u  d  v  =  u  v  —  I  vdu  des  teilweisen  Integriereus  au,  indem 

man  setzt 

d  v  =  x"  d  x,     u  =  Are  sin  x, 

so  erhält  man  zunächst 

xn+x         .  dx 

du 


n  +  1'  Vi-*2 

Führt  man  die  Werte  von  u,  v  und  du  ein,  so  folgt 

P  «  *  ,  *n+1  »  1       f    x"+xdx 

x"  Are  sin  x  d  x  =  — p—  Are  sin  x ;— -       _. —        =-. 

J  n  +  1  n  +  lj    Vl-x» 

Allein  das  zweite  Glied  rechts  kann   nach  Formel  (5)  des  §.  308 
integriert  werden. 

Es  sei  das  Integral      e_x2  d  x,    das    in    der   Wahrscheinlichkeits- 


Integral    J 


rechuung  vorkommt,  abzuleiten.    Man  entwickle  e_x'2    nach  Formel  (4) 
des  §  62  in  eine  Reihe,  so  kommt 

x2          x4  x6 

1   ~  1-2         1-2-3  ~ 
Folglich  wird,  indem  man  mit  dx  multipliziert  und  integriert 
Px  x3        1      v5  1         \7 

od     jv-dS=x-^+i.^_^.-y+.. 

0 

Die  erste   dieser  beiden  Reihen   ist   für  jedeu  endlichen  Wert  von 
x  konvergent,  also  ist  es  auch  die  zweite  Reihe. 

310.    Reihe  von  Johann  Kernoulli.     Durch  Anwendung  der  Formel 
I  u  d  v  =  u  v  —  I  vdu 
des  teilweisen  Integrierens  erhält  man 

J  f  (x)  -  d  x  =  f  (x)  x  -ff  (x)  -  x  d  x, 

JV(x).xdx  =  f(x)~-JY'  (x)-y(lx, 

/r(x).^x=r(x)^-^(x).^dX, 

und  durch  Addition  dieser  Gleichungen 


/ 


f(x)dx  =  f(x).x-f'(x)--^-+f"(X).^- 


man 
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Dies  ist  die  vou  Johann  Bernoulli  zuerst  angegebene  Reihe. 
Sie  ist,  wie  jede  Reihe  überhaupt,  nur  zulässig  unter  der  Bedingung 
ihrer  Konvergenz. 

Um  das  Integral      log  x  d  x  nach  dieser  Formel  abzuleiten,  hat 

f(x)    =logx;  f'(x)    =  x~1;  f"(x)  =  -x-2; 

f'"(x)=2x-3;        fIV(x)=  — 6x"4;        fv  (x)  =  24x~5,  etc. 
Setzt  mau  diese  Werte  in  die  vorstehende  Reihe,  so  ergibt  sich 

J'bgxdx-^bgx— jij—jL-^-.^+a 


IL   lieher  bestimmte  Integrale. 

311.    Ableitung   von    Integral  form  ein    durch    Variation    einer  kon- 
stanten.    Die  gegebene  Gleichung  sei 


(1)  u=Jf(x,a) 


d  x. 


in  welcher  a  eine  Konstaute  bezeichnet,  welche  in  irgend  einer  Weise 
mit  der  Variabein  x  zusammenhängt.  Setzen  wir  voraus,  es  sei  a  vou 
den  Grenzen  a  und  b  unabhängig.  Denkt  man  sich  «  veränderlich 
und  bezeichnet  man  den  Wert  von  u,  welcher  entsteht,  wenn  a  in 
a -j- A cc  übergeht,  mit  u-J-Au,  so  ist 

u  +  Au=  Pf  (x,  a  -\-  A  a)  d  x. 

Folglich  durch  Subtraktion 

Au=  f[f(x,«  +  A«)  —  f(x,«)]dx. 

Oder  indem  man  mit  A«  dividiert 

Au__     ff(x,q-f-  A«)-f(x,«) 
{2)  A«  _  A« 


Allein  es  ist  nach  §  6 

f(x,«  +  A«)-f(x,«)  =  df(x,ft) 
A«  d« 

Geht  man  daher  in  (2)    von  der   Differenz    zum    Differential   über, 
so  ist 


u  i  d  f  (x,  a) 

a        J        da 
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Um  daher  die  Gleichung  (1)  iu  Hinsicht  einer  Konstanten  a  zu 
differeutiieren,  kann  die  Differentiation  der  Grösse  hinter  dem  Integral- 
zeichen, ohne  Rücksicht  auf  dieses  Zeichen,  ausgeführt  werden.  Die 
Konstante  wird  häufig  Parameter  und  das  Verfahren  die  Differentiation 
nach  einem  Parameter  oder  auch  die  Differentiation  von  Kurve  zu 
Kurve  genannt. 

Dieser  von  Leibnitz  ausgesprochene  Satz  kann  dazu  benutzt 
werden ,  um  aus  bereits  bekannten  Integralformeln  andere  abzuleiten, 
wie  folgende  Beispiele  zeigen. 

I.    Es  ist 


Je-«xdx  =  --^j>e-"xd(-«x)=--^ 


i' 


QO 

«xdx  =  — , 
a 


Differentiiert  man  in  Hinsicht  «,  so  kommt  nach  1,  2, . .  n  maliger 
Wiederholung 


xe-«xdx  =  -^;  x2e-°dx 


p.- 


«xdx  = 


2-3.. .n 


ceu+1 


II.    Es  ist 


xudx  = r 


o 


Differentiiert  man  1,2,  ..m  mal,  so  kommt 

Jx»logxdx=-?7-lIF;     Jx»l0g^dx  =  I;7A_ 

0  0 

l-2-3..in 


/> 


xu  l0gmx  (J  x 


(n  +  1)1 


312.    Vereinfachung  gewisser   Reduktionsformeln   durch   Anwendung 
von  Integrationsgraden.     Nach  Formel  (5)  des  §  308  ist  z.  B. 


fxm+*dx^  xm      YTZT^   I        m       fxm~xdx 

J  VT^^~        m  +  1  V  +  m+1  J  ^—-2 

jxm+1dx  _       m        fxm-1dx 
J  Kl^T2~  m  +  1  J  YT=^' 


Hieraus  folgt 
(1) 
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Nun  beachte  man,  dass  man  nach  §  78  und  80  hat 

,  i 

dx  7T 


Ki^"*5     2 


f    xdx 


=  1. 


Mit  Hilfe  dieser  Integrale  ergeben  sich  nun  aus  (1)  folgende  neue, 
wenn  m  =  1,  2,  3, . .  gesetzt  wird 


i 
x2dx 


P  x3ds 


0 

1  /»l 

x4dx  1-3    TT  |     x5dx  2-4 


0  0 


1-3-5   TT  x7dx  2-4-6 


P   x6dx 

JyinT2    2-4-e  2'  jki^-V2    3>5-7 

0  0 

und  daher  allgemein 

Px2ndx    =  1  -  3  •  5  . .  (2  n  —  1)  ^ 
I  V l^x5  2  -  4  •  6  .  .  2  n         2  ' 

o 

Px2n  +  1dx_        2-4-6. .2u 
JyT=F~~  3-5-7..(2n  +  l)- 

0 

Diese  Formeljj  können  noch  wie  folgt  umgewandelt  werden.  Man 
setze  x  =  sin  </>,  führe  also  den  Bogen  <f  statt  x  ein ,  so  entspricht 
der  untern  Integratiousgrenze  der  Wert  sin  <p  =  0 ,  also  auch  Bogen 
</>  =  0;  dagegen  der  obern  Grenze  der  Wert  sin  (p  =  1,  also  der  Bogen 

7T  T 

<p  =  — .     Das  neue  Integral  ist  also  von  y  =  0  bis  </>  =  —  zu  nehmen. 
2  2 

Aus  x  =  sin  (f  folgt  aber 

d  x  cos  (p  d  #> 

d  x  =  cos  y  d  <f ,      -.r =  ^77-  =  d  <p. 

Kl-x2       Kl-sin2^ 

Somit  gehen  (2)  und  (3)  über  in 
n 

(4) 


.sin' 

1 

3 

5. 

•(2 

n-1) 

7T 

1 

2 

•4 

6. 

2n 

2 

0 

71 

1 

sin2 

11  +  1y  d<f  = 

3 

2 
-5 

4 

7. 

6.. 

-(2 

2n 
n+D 
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Man  erhält  dalier  für  n  =  l,2,  3, . 


o  ( 


T 


2 

s\x\3ffd<P,—  y, 


J    sm4ydy  =  -^-y,    J    sinjyd9,=  gTg   u.  s.  w. 

o  '  0 

Eiue  andere  Umwandlung  ergibt  sich,  indem  man  y  =  a  (1  —  cos  (f) 
in  (4)  setzt.     Man  erhält 

dy  =  asin</>dy,     cos  (f  =  1 -,     s'm2<p  =  — ~y  ~  y 

a  a 


sin2,,yd^  =  -^(2ay  — y2)n-1_K2ay— y2dy. 

Die  Grenzen  der  Integration  von  (4)  ändern  sich  wie  folgt.      Für 
die   untere   Grenze  tf  =  0  wird  y  =  a(l  — 1)  =  0;   für   die  obere 

dagegen  y  =  a  f  1  —  cos       J  =  a.     Daher  erhält  man  aus  (4) 

a 

P(2  ay  -  y2)n-i]A2ay-72dy 
o 

Zu  einem  weitern  Beispiel  dieser  Art   kann  Formel  (6)  des  §  82 
benutzt  werden.     Mau  erhält  allgemein 

i 


l-3-5..(2u  — 1)    TT    2n 


=      1       f  x^'dx 


t—'dxVl  —  x2  = 

und  speziell  für  n  =  1,  2,  3, . .  der  vorstehenden  Resultate 

r2 


: 2        1 

x=y 


J1dXrr^^=||,        fxdxVt 

0  0 


etc. 


313.    Bestimmte  Integrale  für  besoudere  Greuzeu.     Wenn  allgemein 
Jf(x)dx  =  F(x)  +  C, 


A  u  ten  h  ei  in  e  r  ,  Elementarbuch. 
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so  erhält  man  nach  §  84  als  bestimmtes  Integral 
f(x)dx  =  F(b)-F(a). 


/! 


Bei  Anwendung  dieser  Formel  hat  man  sich  jedoch  immer  zu 
überzeugen,  ob  die  Natur  der  Funktion  die  Grenzen  a  und  b  zulässt. 
In  welchem  Sinne  dies  gemeint  ist,  mögen  folgende  Beispiele  zeigeu. 

I.  Bei  der  Quadratur  der  gleichseitigen  Hyperbel,  §  105,  wurde 
als  Fläche  zwischen  der  Kurve  und  der  Abscisseuachse  gefunden 


l¥-*o 


Dehnt  man  hierin  die  obere  Grenze  ins  Unendliche  aus,  so  wird 
der  Wert  des  Integrals  unendlich  gross,  also  unbestimmt,  während  es 
zum  Wesen  des  bestimmten  Integrals  gehört,  immer  einen  bestimmten 
endlichen  Wert  zu  besitzen.  Lässt  man  a  der  Null  sich  nähern,  so 
nähert  sich  der  Wert  des  Integrals  wieder  der  Grösse  an.  Dabei 
wurde  a  positiv  vorausgesetzt.  Nimmt  mau  aber  a  negativ  an,  so 
wird  das  Integral  imaginär.  In  der  That  zeigt  auch  die  Figur  zu 
§  105,  dass  die  Kurve  keine  Punkte,  also  auch  keine  Flächeuelemeute 
auf  der  negativen  Seite  der  Abscisseuachse  hat.  Es  können  also  auf 
dieser  Seite  auch  keine  Flächenelemeute  summiert  werden.  Somit 
müssen  im  vorstehenden  Integral  die  Grenzen  a  und  b  positiv  und 
endlich  sein. 

II.   Aus  dem  unbestimmten  Integral 


2xv 


folgt 


I   dx  _        JVJL 
J    x3   ~~        2  U2 


Dehnt  man  hierin  die  Grenze  b  bis  b  =  ao  aus,  so  geht  der  Wert 

des  Integrals  rechts  über  in  den  Grenzzustand  2  .     Dieser  Wert  ist 

ein  bestimmter  endlicher  Wert,  es  kann  daher   auch  die   obere   Grenze 
bis  b  =  oo  ausgedehnt  werden. 

Nimmt  die  untere  Grenze  a,  als  positiv  gedacht,  gegen  Null  ab, 
so  nähert  sich  das  Integral  der  Grösse  oo  und  erreicht  sie  für  a  =  0. 
Dieser  Grenzwert  darf  also  nicht  in  Anwendung  kommen.  Allein  es 
kann  auch  a  nicht  negativ  und  b  positiv  sein,  weil  sonst  die  Variable  x 
sich  von  —  a  bis  -{-  b  ändern,  also  durch  0  gehen  müsste.  Sind  da- 
gegen a  und  b  negative  Abscissenwerte,  so  gilt  für  diese  was  für  posi- 
tive. Wenn  daher  «  ein  sehr  kleiner,  der  Null  nahe  liegender  Wert, 
so  kann  das  vorstehende  Integral  wie  folgt  genommen  werden 
•  — «  a»+oo 

_1_    _1_ 
2  '  a2' 
~+« 


dx  _    _l^J_  dx^_ 

xs  —        2  '  a*'     J    x3   ~~ ~r~ 
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314.    Näherungsweise  Bestimmung  bestimmter  Integrale. 

das  bestimmte  Iutegral 


Lässt  sich 


/ 


f(x)dx 


durch  keine  der  bisher  iu  Anwendung  gekommenen  Methoden  fiuden, 
so  bestimme  man  seinen  Wert  uäherungsweise  wie  folgt.  Es  sei  x  die 
Abscisse  uud  f(x)  die  Ordinate  einer  Kurve  BE  (Fig.  114).  Diese 
Kurve  sei  stetig  zwischen  den  Grenzen 

x  =  a  =  OA     und     x-=b  =  OD, 

so  werden  die  diesen  Grenzen  entsprechenden  Ordinaten  AB  =  f(a) 
und  DE  =  f(b)  sein. 

Trapezmethode.      Man    teile   den    Unterschied   AD  =  b  — a 


iu  n  gleiche  Teile  h,  mache  also  h  =  AA'  =  A'A' 
Einfachheit    wegen    die    Ordinaten,     welche    den 
a-|-2h, . .  a-f-nh  entsprechen  mit  yo,  yi,  y2, .  .  y» 
und  betrachte   die  Flächeuteile  zwischen  je  zwei 
benachbarten  Ordiuateu  als  Trapeze;  so  sind  die 
Inhalte  dieser  Trapeze 


=  . . ,  bezeichne  der 
Abscissen    a,  a-|-b, 

Fig.   114. 


Ii 


(yo+y,), 


(v, 


y2j 


(y- 


Vn). 


Die  Summe  dieser  Trapeze  ist  annähernd 
der  Wert  des  bestimmten  Integrals.  Folglich 
wird  die  Formel 


f(X)dx=h[- 


yo+y>+y2+--+yi 


um  so  näher  den  Wert  des  gesuchten  Integrals  geben,  je   kleiner  das 
Intervall  h  genommen  wird. 

II.  Simpson' sehe  Regel.  Es  gelte  die  bisherige  Bezeichnung. 
Man  teile  den  Abschnitt  AA"  =  2h  iu  drei  gleiche  Teile  und  errichte 
in  den  beiden  Teilpuukten  die  Ordinaten  v  und  u,  betrachte  die  da- 
durch zwischen  den  Ordinaten  yo  uud  y2  entstandenen  drei  Flächen- 
teile als  Trapeze,  so  ist  ihr  Inhalt  gleich 


|(yo+v)  +  |(v  +  u)  +  }(u  +  y2) 


-(yo+2v  +  2u  +  y2). 


Diese  drei  Trapeze  geben  den  Wert  der  Fläche  A  B  B"  A"  genauer 
als  die  beiden  Trapeze  zwischen  den  Ordinaten  yo,  yi  und  yi,  y2. 

Dieser  Wert  ist  jedoch  zu  gross  oder  zu  klein ,  je  nachdem  die 
Kurve  ihre  konvexe  oder  konkave  Seite  der  Abscisseuachse  zukehrt. 
Setzt  man  noch  v-j-u  =  2yi,  was  sehr  nahe  richtig  ist,  so  wird  der 
Ausdruck  für  die  Fläche  im  ersten  Fall  kleiner,  im  zweiten  grösser, 
so  dass  eine  teilweise  Ausgleichung  der  Fehler  entsteht. 
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Dadurch  wird  die  zwischen  yo   und  y2  liegende  Fläche 

A  A" B" B  =  |  (yo  +4 y,  +  y2). 

Ganz  ebenso   ist   die    Fläche   zwischen  je    zwei    weitern   Ordiuateu 
mit  geraden  Stellenzeigern 

3  (ya  4-  4  y»  +  y*),     y  (y*  +  4  ys  +  ye),  • . 

Durch  Suramation  dieser  Ausdrücke  erhält   mau  den  angenäherten 
Wert  der  ganzen  Fläche  zwischen  yo   und  y„  gleich 


Jf(x)d 


-3[yo  +  2(y2+y4  +  ..  +  yn_2)-f4(y/  +  y3+..+y11_1)-fy1.]. 

Diese  Formel  nennt  man  die  Simpson' sehe  Regel. 

III.  Methode  von  Poisson.  Das  unbestimmte  Integral  von 
f(x)dx  sei  y(x),  so  wird  sein 

(1)  Jf(x)dx  =  y(x)  +  C 
und  somit  für  die  Grenzen  a  und  b 

(2)  Jf(x)dx  =  y(b)-y(a). 

Mau  differeutiiere  (1),  so  kommt 

0)  f(x)=i|i*>=r(*). 

Der  Wert  von  <p  (b)  —  <f  (a)  des  bestimmten  Integrals  kann  nun 
aus  der  Relation  (3)  ermittelt  werden.  Man  erhält  vermöge  des 
Taylor' scheu  Satzes 

?(a  +  li)    =9(a)  +  hf(a)+^f(a)-|-yr(a)  +  .. 
y(a4-2h)=y(a  +  h)  +  hf(a  +  h)+1^f/(aH-h)-|-.. 

y(a+nh)=y(a  +  nh-h)+hf(a-j-nh-h)-f-|  f'(a+nh-h)  +  .. 

Man  setze  in  diesen  Gleichungen  nh  =  b  —  a  und  addiere  sie,  so 
kommt 
(4)    y(b)-y(a)  =  h[f(a)  +  f(a  +  h)  +  ..+f(a+nh-h)] 

+  y[f/(a)+f(a+h)  +  ..  +  i'(a  +  nh-h)] 

+  y[f//(a)  +  f"(a+h)  +  ..-r-r(a  +  nh-h)]4-.. 


—     341     — 

Ganz  ebenso  wird  sein 

(5)  f  (b)  -  f  (a)  =  h  [f  (a)  +  f  (a  +  h)  +  . .  +  f  (a  +  nh  -  h)] 

+  y[f//(a)-f-f"(a  +  h)  +  ..4-f/(a  +  nh-h)]  +  .. 

(6)  f(b)-f(a)  =  h[r(a)  +  r(a+h)  +  ..  +  f'(a  +  nh-h)]+.. 

h  h2 

Mau  multipliziere  (5)  mit —  und  (6)  mit  — —  und  addiere  nach- 

2  \2 

her  diese  Gleichungen  zu  (4),  setze  dabei  h  als  eine  sehr  kleine  Grösse 

voraus,  so  dass  in  der  Summe  die  Glieder,  welche  h  in  einer  höhern 

als  der   zweiten   Potenz    enthalten ,    vernachlässigt   werden    können ,   so 

erhält  mau  mit  Rücksicht  auf  (2) 

b 

(7)  Jf(x)<tx=h[|f(a)+f(a  +  li)+..+f(a+nh-h)  +  if(b)] 


-■£['<»-'(•>]■ 


Das  erste  Glied  rechts  in  (7)  stimmt  mit  der  Formel  der  Trapez- 
Methode  übereiu.  Wegen  des  zweiten  Gliedes  rechts  bietet  diese  For- 
mel jedoch  eine  grössere  Genauigkeit  dar  als  jene  der  Trapez-Methode. 

Beispiel.     Es  soll  der  Wert  des  bestimmten  Intgrales 

1,2 

dx 


i  +  r 
"o 
näherungsweise  berechnet  werden. 

Man  teile  die  Abscissendiffereuz  b  —  a=  1,2  —  0  in  sechs  gleiche 
Teile,  so  erhält  mau  als  Werte  der  Abscissen  und  entsprechenden  Ordi- 
naten 

Absc.  =0     0,2  0,4  0,6  0,8  1,0  1,2 

Ord.  =1  0,9920  0,9398  0,8224  0,6614  0,5000  0,3665 

Setzt  man  diese  Ordinateu  von  yo  an  bis  y6  in  die  vorsteheuden 
Formeln  und  nimmt  h  =  0,2,    so  erhält  man   als  Wert  des  Integrales: 

I.  Nach  der  Trapez-Methode 

ü  =  0,2  -4,5991  =0,9198. 

II.  Nach  der  Simpson'schen  Regel 

u  =  -?-•  13,8267  =  0,9218. 
o 

III.  Nach  der  Poisson'scheu  Formel  hat  man  zunächst 

f(x)=    1+x3    »      f'00  =  -(1+x3)2- 
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Der  Wert  von  f  (x)  wird  für  x  =  0  =  a  und  x=  1,2  =  b  zu 

f  (a)  =  0,       f  (b)  =  —  0,5803. 
Folglich  das  Glied 

-  j£  [f  (b)  -  P  (a)]  =  -^  •  0,5803  =  0,0019 

und  da   das  erste  Glied    rechts  iu    der  Formel  (7)   den    gleichen    Wert 
hat  wie  derjenige  der  Trapez-Methode,  so  ist  der  verbesserte  Wert 

u  =  0,9198  +  0,0019  =  0,9217. 

Mau  sieht,   dass  die  drei  Werte,   namentlich   die   beiden  letztern, 
nur  wenig  von  einander  abweichen. 


III.    Länge  der  Kurven  im  Raum. 

315.  Ausdruck  für  das  Bogeuelemeul.  Denkt  man  sich  die  Kurve 
aus  unendlich  kleinen,  geradlinigen  Bogeuelemeuten  zusammengesetzt, 
so  kann  man  durch  je  zwei  aufeinander  folgende  eine  Ebene  legen. 
Eine  solche  Ebene  heisst  Krümmungsebeue  (Oskulationsebene)  und  der 
Winkel,  welchen  die  zwei  Bogeuelemente  einer  Krümmungsebeue  bil- 
den, Koutingeuzwiukel  (§  292).  Dieser  Winkel  ist  das  Mass  der 
ersten  Krümmung.  Je  zwei  aufeinander  folgeude  Krümmungsebeuen 
schneiden  sich  und  bilden  einen  Winkel,  welcher  als  Mass  der  zweiten 
Krümmung  der  Kurve  betrachtet  wird. 

Ist  die  Kurve  auf  drei  rechtwinkelige  Achsen  bezogen ,  so  kann 
sie  als  gegeben  angesehen  werdeu  durch  ihre  Projektionen  auf  zwei 
der  drei  Koordinatenebeuen  xy,  xz,  yz. 

Nun  seien  x,  y,  z  und  x-j-dx,  y-}-dy,  z-J-dz  die  Koordinaten 
zweier  einander  unendlich  nahe  gelegener  Punkte  der  Kurve,  so  kaun 
mau  das  dazwischen  liegende  Bogenstück,  das  wir  mit  ds  bezeichnen 
wollen,  als  geradlinig  ansehen.  Alsdann  ist  ds  die  Diagonale  eines 
rechtwinkeligen  Prismas,  dessen  Kanten  dx,  dy  und  dz  sind.  Folglich 
wird  sein 


(1) 


ds=|/dx2-}-dy2-fdz2  oder 

—"lA+(£),+(£y 


Die  Wriukel,  welche  das  Bogeuelement  ds  mit. den  drei  Achsen  x,  y,  z 
macht,  seien  «,  ß,  y,  so  ist 

,  .  d  x  d  y  dz 

(2)  cos  a  =  ——  ;      cos  ß  =  -~  ;      cos  v  =  -z— . 

d  s  d  s  d  s 

Durch  (1)  wird  die  Länge  und  durch  (2)  die  Richtung  der  Kurve 
im  Punkte  x,  y,  z  bestimmt.  Erhebt  man  die  Gleichungen  (2)  ins 
Quadrat  und  addiert  sie,  so  folgt 

cos2a  -\-  cos2/?  -j-  cos2y  =  1. 
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Um  den  Bogen  s  der  Kurve  zwischen  den  Abscissen  xo  und  x  zu 
finden,  hat  mau  nur  das  Integral 

auszuführen,  zu  welchem  Zwecke   die  Verhältnisse  -r^-,  — —  aus    den 

d  x      dx 

Gleichungen  der  Kurve  abzuleiten ,   iu  einer   Variabein  x    auszudrücken 

und  in  Formel  (3)  einzuführen  sind. 

316.   Lauge  einer  Geraden  im  Raum.      Die  Gleichung  der  Geraden 
auf  der  Ebene  xy  und  xz  seien 

y  =  ax-|-a';      z  =  bx-j-b'. 

Hieraus  folgt 


b;      ds=dx|/"l  +  a2  +  b2 
dx  dx 


d  y  dz 

d  x  d  x 

und  mithin  die  gesuchte  Länge 

X 

Jd  x  Kl+a2  +  b2  =  (x  -  xo)  V"l+a2  +  b"2. 

xo 

317.  Lauge  einer  Schraubenlinie.  Die  Achse  eines  Kreiscylinders 
vom  Halbmesser  a  falle  in  die  z  Achse  und  seine  Grundfläche  in  die 
Ebene  xy.  Es  befinde  sich  auf  der  Cylinderfläche  eine  Schraubenlinie, 
welche  den  konstanten  Winkel  a  mit  der  Ebene  xy  bildet  und  in  der 
x  Achse  beginnt.  Die  Koordinaten  eines  Kurvenpunktes  seien  x,  y,  z. 
Man  lege  durch  diesen  Punkt  und  die  z  Achse  eine  Ebene.  Sie  bilde 
mit  der  Ebene  xz  den  Winkel  <f,  wobei  (f  im  Bogenmass  ausgedrückt 
wird,  so  ist 

x  =  a  cos  (f,       y  =  a  sin  </>,       z  =  a  (f  tg  «. 

Hieraus  folgt 

d  x  =  —  a  sin  (f  d  <p,     d  y  =  a  cos  <f  d  <f,     d  z  =  a  tg  «  d  <jp, 

ds2=dx2  +  dy2-j-dz2  =  a2(l4-tg2a)dy2, 

f*  

s  =  a  Kl  +  tg2«     d  (f  =  a  (<f  —  <f«)  Vi  +  tg2«. 

<fo 

318.  Schnittlinie  zweier  Cylinderflächen.  Die  Achsen  zweier  Cylin- 
der,  welche  gleichen  Halbmesser  a  haben,  sollen  sich  schneiden  und 
zwar  unter  rechtem  Winkel.  Es  ist  die  Länge  der  Kurve  zu  bestim- 
men, längs  welcher  sich  die  Cylinderflächen  durchdringen. 

Man  nehme  die  Achse  des  ersten  Cylinders  in  der  z  Achse,  die 
des  zweiten  in  der  x  Achse  an,  so  ist  die  Gleichung  der  ersten  Cylin- 
derfläche auf  der  Ebene  xy 

(1)  X2_j-V2  =  a2 
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und  die  der  zweiten  auf  der  Ebene  yz 

(2)  y2_|-z2  =  a2. 

Für  die  Durchschnittskurve  müssen  die  Werte  von  x,  y,  z  in  bei- 
den Gleichungen  gleich  sein.  Setzt  man  die  Werte  von  a2  einander 
gleich,  so  folgt 

(3)  x2  =  z2, 

woraus  sich  ergibt  x  =  4:z,  d.  h.  die  beiden  Durchschnittskurven 
projizieren  sich  auf  der  Ebene  xz  längs  zwei  geraden  Linien,  welche 
die  z  Achse  unter  Winkeln  von  45°  schneiden.  Mithin  liegen  diese 
Kurven  in  Ebenen,  welche  zur  Ebene  xz  senkrecht  stehen.  Diese 
Ebenen  schneiden  sich  längs  der  y  Achse. 

Aus  (1)  und  (3)  folgt  durch  Differentiation 

dy  x  dz         x  

dx  y  '       dx         z 

Vermittelst  dieser  Werte  erhält  man 

ds  =  dx|/2  +  ^-. 
Führt  man  hierin  den  Wert  von  y  aus  (1),  so  kommt 


(4)  d._dlj/?£=£ 

Um  diese  Formel  zu  integrieren,  setzen  wir 

x  =  asiny,       d  x  =  a  cos  </>  d  <£>, 
so  kommt  aus  (4) 


d  s  =  a  cos  (f  d  <p  \t         Sm  ?~  =  a  V%  d  (p  ( 1  — 
Vi  —  sin2y  v 


Entwickelt  man  die  zweiteilige  Grösse  nach  dem  binomischen  Satz 
in  eine  Reihe,  so  wird 
,_*  ,  i/--  .      /„       sin2<f        sin4^        sin5<f  \ 

Um  den  vierten  Teil  einer   der  beiden  Kurven   zu   erhalten,   muss 
x  von  0  bis  a,   also  <f>  von  0  bis  —  genommen  werden.     Nun  ist 


71  71  71 

sin2yd^  =  ^,  sin4ydy=~,  siu6^  d  (f  =  - 


Bezeichnet  s  die  Länge    einer  ganzen  Kurve ,   so   erhält   man  ver- 
mittelst dieser  Werte  aus  (5) 


Fig. 

115. 
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319.   Schnittlinie  einer  Cylinderfläche  und   einer  Kugelliiiche.      Ein 

Kreiscylinder  gehe  durch  eine  Kugel.  Man  soll  die  Länge  der  Kurve 
bestimmen,  längs  welcher  sich  beide  Oberflächen  schneiden  und  zwar 
unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Mittelpunkt  der  Kugel  auf  der 
Cylinderfläche  liege  und  dass  der  Durchmesser  des  Cyliuders  gleich 
dem  Halbmesser  der  Kugel  sei. 

Man  nehme  den  Mittelpunkt  M  der  Kugel  (Fig.  115)  zum  Ur- 
sprung rechtwinkeliger  Koordinaten  und  lege  die  y  Achse  parallel  zu 
den  Kanten  des  Cylinders,  so  werden  die  Kugel-  und  Cylinderfläche 
geschnitten  durch  die  Ebene  xz  längs  zwei  in  der  Figur  abgebildeten 
Kreisen,  die  sich  in  A  berühren. 

Ein  Punkt  B  des  cylindrischen  Schnittkreises 
habe  zu  Koordinaten  MC  =  x,  BC  =  z,  so  ist 
(BC)2  =  MC-AC.  Wenn  der  Halbmesser  der  Ku- 
gel =  a,  so  wird  AC  =  x  —  a;  daher  die  Gleichung 
der  Cylinderfläche  auf  der  Ebene  xz 

(1)  z2  =  ax  —  x2. 
Die  Gleichung  der  Kugelfläche  aber  ist 

(2)  x2  +  y2  +  z2  =  a2. 

Für  die  Kurve,  längs  welcher  sich  die  Oberflächen  schneiden, 
müssen  die  Koordinaten  x,  y,  z  einander  gleich  sein.  Eliminiert  man 
die  Grösse  z  aus  (1)  und  (2),  so  folgt  als  Gleichung  der  Kurve  auf 
der  Ebene  xy 

y2  =  a2  —  ax. 

Die  Kurve  projiziert  sich  daher  auf  dieser  Ebene  als  Parabel. 

Dem  Punkte  B  entspricht  eine  Ordinate  y,  liegend  im  Cylinder- 
mantel.  Sie  schliesst  mit  dem  Kugelradius  a  und  der  Sehne  M  B  =  r 
ein  rechtwinkeliges  Dreieck  ein,  das  kongruent  ist  dem  Dreieck  MAB. 
Denn  das  erstere  Dreieck  mit  den  Seiten  y,  a  und  r  gibt  y2  =  a2  —  r2 ; 
ebenso  gibt  das  zweite  Dreieck  die  Relation  (AB)2  =  a2  — r2;  folg- 
lich ist  y  =  A  B. 

Nun  sei  Winkel  AMB=a,  so  wird 

(3)  y  =  a  sin  a  •       r  =  a  cos  cc. 

Lässt  man  nun  x  in  x-|-dx  übergehen,  so  wird  a  zu  cc  —  da 
und  r  zu  r  -|-  d  r.  Dabei  rückt  der  Punkt  B  in  der  Richtung  nach  A 
hin  vor  um  einen  Bogen,  der  als  Hypotenuse  eines  rechtwinkeligen 
Dreiecks  angesehen  werden  kann  mit  den  Katheten  rd«  und  dr;  die 
Länge  des  Bogens  ist  daher  ]^(rd  a)2-|-d  r2.  Gleichzeitig  ändert  sich 
y  um  dy.     Daher  die  Gleichung  für  das  Bogenelement 

ds2  =  dy2  +  r2d«2-}-dr2. 
Nun  folgt  aber  aus  (3) 

d  y  =  a  cos  «  d  a ;        d  r  =  —  a  sin  «  d  «. 
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Daher 

(4)  ds  =  ad«  "Kr+cfÄ 

116-  Diese    Gleichung   kann  nun    wie   folgt    integriert 

werden.  Man  denke  sich  den  Bogen  a  (Fig.  116) 
als  Abscisse  abgetragen;  ebenso  Vi  +  cos2«  als  Or- 
dinate.     Lässt   man    a  von  0   bis   —    wachsen  ,     so 

beschreibt  die  Ordinate  eine  Fläche,  deren  Inhalt  das 
Integral   von  d«  Kl  -(-cos 2a  ist.      Diese   Fläche  hat 

zur  Länge  —  ;  ihre  mittlere   Höhe  sei  h ,    so    ist   das  Integral  (4)  für 

die  angegebene  Ausdehnung 

(5)  s=yab- 

Allein    die   Krümmung  der   Kurve ,    welche    die    Fläche   begrenzt, 

lässt  sofort  erkennen,  dass  h  die  Ordinate  ist  für  die  Abscisse  — .    In  der 

4 

TT 

That   wenn  man    die  Ordinate  von  —  aus    um  ß   vor-    und  rückwärts 


fmwf 


Durch 


schiebt,  so  wird  die  Grösse  l-|-cos2a  zu  l-|-cos2(       -f-  ß  ). 

Zerlegung  des  Cosinus   in  zwei  Teile    und    nachherige  Potenzierung   er- 
gibt sich  aber 

(6)  l+cos2^=l=^  =  l,5  +  siniScos^. 

Jene   zwei    Ordinaten,    welche   gleich  weit    von   den   Endordiuaten 
abstehen,  weichen  daher  in   ihrer  Länge  um  gleich   viel    von  der  Ordi- 
nate ab  für  «  =  — . 
4 

TT  1 

Für   ß  =  -r   wird   der  Wert  (6)  zu   1,5  +  —  ,   also  zu  2  und   1. 

Diese  Grössen  entsprechen  der  Eud-  und  Anfangsordinate.     Für/S  =  0 

wird  die  Ordinate  =  1/  — ^p— =  y  1,5  =  h.     Daher  das  Integral  (5) 

für  die  ganze  Länge  der  Kurve,  liegend  auf  der  einen  Seite  des  Cylin- 
ders,  also  für  die  Grenzen  «  =  0  bis  «  =  tt  : 


aTrj/ 


3,848 


Würde  sich  die  Durchschnittslinie  auf  der  Ebene  xy  als  gerade 
Linie  projizieren ,  so  wäre  die  Kurve  ein  ebener  Schnitt  durch  die 
Cylinderfläche ,  also  eine  Ellipse  und  zwar  mit  den  Achsen  a  und 
a]^2  und,  nach  §  92,  mit  einer  Länge  =  3,822a.  Daher  ist  die 
wirkliche  Schnittlinie  nur  um  0,026  a  länger  als  diese  Ellipse. 
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IV.   Volumen   der  Körper. 

320.    Volumen  eines  Körpers  iu  rechtwinkeligen  Koordinaten.     Die 

Gleichung  der  Oberfläche,  welche  den  Körper  begrenzt,  sei 

(1)  z  =  f(x,y). 

Die  CyJinderfläche ,  deren  Kauten  den  Körper  berühren  und  mit 
der  z  Achse  parallel  laufen,  schneide  die  Ebene  xy  längs  einer  Kurve 
ehfk  (Fig.  117).  Die  Fläche,  welche  diese  Kurve  eiuschliesst,  kann 
als  die  Projektion  des  Körpers  auf  der  Ebene  xy  angesehen  werden. 
Man  ziehe  von  a  und  c  aus  Taugenten  an  diese  Kurve,  parallel  zur 
y  Achse  und  ebenso  von  m  und  n  Tangenten  an  dieselbe,  parallel  zur 
x  Achse,  so  wird  die  Kurve  von  diesen  vier  Geraden  eingeschlossen. 

I.  Man  lege  einen  ebenen  Schnitt  durch  den  Körper  parallel  zur 
Ebene  yz  im  Abstände  Ab  =  x  vom  Anfangspunkt  aus.  Diese  Schnitt- 
ebene schneide  die  Projektion  längs  der  Geraden  ef.  Die  Fläche  die- 
ses Schnittes  sei  X.  Lässt  mau  x  um  dx  zunehmen,  d.  h.  rückt  X 
um  dx,  parallel  zu  sich  selbst  fort,  so  beschreibt  X  das  Volumeu- 
element  Xdx.  Dieses  Volumenelement  ist  ein  unendlich  Kleines  der 
ersten  Ordnung.  Lässt  sich  X  in  x  allein  ausdrücken,  so  hat  man 
nur  das  Differential  Xdx  zu  integrieren,  um  den  Inhalt  des  ganzen 
Körpers  zu  erhalten.  Die  Greuzeu  von  x  sind  hierbei  die  Werte  Aa 
und  Ac. 

Man  lege  einen  ebenen  Schnitt  durch  den 
Körper,  parallel  zur  Ebene  xz,  im  Abstände 
y  =  A  g  vom  Anfangspunkt  aus.  Diese  Schnitt- 
ebene  schneide  die  Projektion  längs  der  Gera- 
den hk.  Der  Wert  dieses  Schnittes  sei  Y.  Mau 
lasse  y  um  dy  zunehmen,  d.  h.  man  schiebe  Y 
um  dy,  parallel  zu  sich  selbst,  fort,  so  be- 
schreibt Y  das  Volumenelement  Ydy.  Lässt 
sich  Y  durch  die  Variable  y  allein  ausdrücken, 
so  integriere  man  Ydy  und  nehme  das  Integral  zwischen  den  Gren- 
zen Am  und  An  und  man  erhält  den  Inhalt  des  ganzen  Körpers. 

IL  Legt  man  Schnittebenen  durch  den  ganzen  Körper  senkrecht 
zur  x Achse,  in  den  Abständen  dx  von  einander,  sodann  Schuittebeuen, 
seukrecht  zur  y  Achse ,  welche  je  um  d  y  von  einander  abstehen ;  so 
teilen  diese  zwei  Systeme  von  Schnittebenen  den  Körper  in  Prismen 
mit  den  Grundflächen  dxdy  (diese  Grundflächen  parallel  zur  Ebene  xy 
gedacht)  und  mit  Höhen,  welche  den  verschiedenen  Werten  von  z  ent- 
sprechen, die  sich  aus  der  Gleichung  (1)  ergeben.  Deshalb  ist  der 
Inhalt  eines  solchen  Körperelemeutes  =zdxdy  oder  auch  =  f(x,y)dxdy. 
Dieses  Körperelement  ist  ein  unendlich  Kleines  der  zweiten  Ordnung. 
Um  daraus  das  unendlich    Kleine  Xdx   der   ersten   Ordnung   zu  erhal- 


Fig.  1)7. 
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ten,  denke  man  sich  im  Ausdrucke  f(x,y)dxdy  die  Grösse  x  konstant 
und  integriere  in  Hinsicht  y.     Man  erhält 

(2)  Xdx=dxjf(x,y)dy. 

Hierin  ist  y  zu  nehmen  von  be  bis  bf,  wenn  x  =  Ab  ist. 
Um   den   ganzen    Körperinhalt    zu    erhalten,    muss    (2)    integriert 
werden  in  Hinsicht  x.     Man  erhält  in  Zeichen  ausgedrückt 

(3)  Jxdx=JdxJf(x,y)dy. 

Die  Grenzen  von  x  sind  Aa  und  Ac. 

Um  aus  dem  Differential  f(x,y)dxdy  der  zweiten  Ordnung  das 
Differential  Ydy  der  ersten  Orduuug  abzuleiten,  nehme  man  y  als  kon- 
stant au  und  integriere  f(x,y)dxdy  in  Hinsicht  x.     Man  erhält 

(4)  Ydy  =  dyjf(x,y)dx. 

Hierbei  ist  x  zu  nehmen  von  x  =  g  h  bis  x  =  g  k,  wenn  A  g  =  y  ist- 

Um  den  ganzen  Körperinhalt  zu  bestimmen,  integriere  man  (4)  in 

Hinsicht  y  zwischen   deu  Grenzeu  y  — Am  und  y  =  An.      Man  erhält 

(5)  jYdy=JdyJf(x,y)dx. 

Beide  Integrale  (3)  und  (5)  geben  den  Inhalt  des  ganzen  Körpers 
für  die  bezeichneten  Grenzen.  Die  Reihenfolge  der  Integrationen, 
welche  an  f(x,y)dxdy  auszuführen  sind,  ist  dabei  verwechselt.  Schreibt 
man  abgekürzt  a  und  c  für  Aa  und  Ac;  ebenso  m  und  n  für  Am,  An; 
h  und  k  für  gh  und  gk;  e  uud  f  für  be  und  bf,  so  wird  man  durch 
GleichseUung  der  Werte  aus  (3)  und  (5)  erhalten 

(6)  /dx/f(x,y)dy=/dy/f(x,y)dx. 

a  e  m  h 

Setzt  man  bei  den  Integralen  (3)  und  (5)  die  richtigen  Grenzen 
stillschweigend  voraus ,  so  schreibt  man  auch  statt  dieser  Integrale 
allgemein 


(7)  JTf(x,y) 


d  x  d  y. 


Ist  die  Projektion  des  Körpers  in  der  Ebene  xy  ein  Rechteck, 
dessen  Ausdehuung  längs  der  x  Achse  von  a  bis  c  und  längs  der 
y  Achse  von  m  bis  n  reicht,  so  verwandelt  sich  die  vorstehende  For- 
mel (6)  in 


Jdxjf(x,y)dy=/dy/f(x,x] 


(8)  J  dxj  f (x,y)dy=J  dyj  f(x,x)dx. 

am  m  a 

Sind  somit  die  Grenzen  der  Variabein  x  und  y  von  einander  unab- 
hängig,  so   ist  die   Reihenfolge  der   beiden  Integrationen,    welche   am 
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Differential  f(x,y)dxdy  auszuführen  sind,  ohne  Einfluss  auf  das  End- 
resultat. 

Die  vorstehenden  Integrale  (6),  (7),  (8)  nennt  uiau  zweifache 
oder  doppelte  Integrale. 

III.  Legt  man  durch  den  Körper  Ebenen,  senkrecht  zur  z Achse, 
welche  je  um  dz  von  einander  abstehen ,  so  liegen  zwischeu  den  drei 
Systemen  von  Schnittebeueu  rechtwinkelige  Prismen,  deren  Seiten  dx, 
dy  und  dz  sind.  Das  Volumen  eines  solchen  Körperelemeutes  ist 
=  dxdydz.  Dieser  Ausdruck  ist  ein  uueudlich  Kleines  der  dritteu 
Ordnung.  Zur  Herstellung  des  ganzen  Körperinhaltes  sind  somit  in 
diesem  Falle  drei  Integrationen  auszuführen.  Die  allgemeine  Andeu- 
tuug  dieses  Inhaltes  ist 

fdx  fdy  fdz=  fdy  fdz  fdx,.. 

wofür  man  auch  schreibt 

(9)  fffdxdydz. 

Hierbei  sind  die  Grenzen  der  Variabein  ähnlich  zu  wählen  wie  in 
den  Formeln  (3),  (5)  oder  (6),  so  dass  schliesslich  alle  Körperelemente 
dxdydz,  welche  den  ganzen  Körper  zusammensetzen,  durch  diese  Inte- 
grationen summiert  werden.  In  jedem  gegebenen  Falle  hat  man  sich 
bei  jeder  der  drei  Integrationen  Rechenschaft  abzulegen  von  der  geo- 
metrischen Bedeutung  des  Iutegrals  und  somit  auch  von  den  Grenzen 
der  Veränderlichen.  Geschieht  dies,  so  erhält  man  dasselbe  Endresul- 
tat, in  welcher  Reihenfolge  die  Integrationen  von  (9)  vorgenommen 
werden.     Diese  letztern  Integrale  werden  dreifache  genannt. 

Sind  die  Grenzen  der  drei  Variabein  von  einander  unabhängig,  so 
gilt  für  das  dreifache  Integral  (9),  was  in  diesem  Falle  von  dem  zwei- 
fachen Integral  (8)  gezeigt  wurde. 

321.  Volumen  eiiier  Kugel.  Die  Gleichung  der  Kugelfläche  ist, 
wenn  ihr  Mittelpunkt  in  den  Anfangspunkt  der  Achsen  fällt  und  der 
Radius  mit  a  bezeichnet  wird 

x2_J_y2_|_z2  =  a2_ 

Folglich  wird  der  Inhalt  eines  prismatischen  Körperelementes  mit 
der  Grundfläche  dxdy  und  der  Höhe  z  gleich  sein 

dxdy  ]^a2  — x2 — y2. 

Betrachtet  man  hierin  x  als  konstant  und  integriert  diese  Grösse 
in  Hinsicht  y,  so  erhält  man  ein  scheibenförmiges  Körperelement  von 
der  Dicke  d  x  und  der  Grundfläche  X.     Man  kanu  daher  schreiben 


Xdx  =  dx  Jdy]/~a2-x2-y5 


Allein  die  Schnittfläche  X  durch  den  Körper ,  seukrecht  auf  die 
x Achse,  im  Abstände  x  von  der  Ebene  yz,  ist  ein  Kreis  vom  Inhalt 
TT  (z2-j-y2).     Also  ist 

X  =  7r(y2  +  z2)  =  7r(a2-x2). 
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Vermöge    dieses    Weites    von    X    ist    das    Doppelintegral       zdxdy 
auf  das   einfache    |  X  d  x  zurückgeführt.      Das  Volumen  der  Kugel   ist 


hiernach 

r*+  a  f-\- a 

x2)dx 


Xdx  =  7r     (a2- 


322.    Volumen  eines  Eilipsoides  mit  drei  verschiedenen  Achsen.    Die 

Gleichung  der  Oberfläche    dieses  Körpers   für  den   Mittelpunkt   als   An- 
fangspunkt ist 

9  9  2 

a2  -1-  b2  -r  c2      l> 

worin  a,  b,  c  die  drei  Halbachsen  bezeichnen. 

Ein  Schnitt   durch  das   Ellipsoid ,    senkrecht   zur  x  Achse   und   im 
Abstaud  x  vom  Anfangspunkt,    gibt   eine  Ellipse,   deren  Gleichung  ist 

f_         z2    _'_*? 

b2    "i-    c2    —  a2  • 

In    dieser    Gleichung    deuke    man    sich   x   konstant,    so    wird    für 
z  =  0  die  Grösse 


V' 


a2 
zu  der  Halbachse  dieser  Ellipse,  welche  parallel  zur  y  Achse;  ebenso  ist 


|/- 


die  Halbachse  dieser  Ellipse,  welche  parallel  zur  z  Achse  liegt. 

Die  Fläche  einer  Ellipse  ist  aber  =AB7r,  worin  A  und  B  die 
halben  Achsen  bezeichnen.  Daher  ist  die  Fläche  jenes  Schnittes  senk- 
recht zur  x  Achse,  gleich 


X=irbc    1  — 


und   somit  das  Volumen  des  Eilipsoides  für  unbestimmte  Grenzen 

/xa,-.b./(i--£)dx=.b.(x--£)+a 

Folglich  das  ganze  Ellipsoid 


/ 


4 
X  d  x  =  ■—  tt  a  b  c. 


Hiernach  ist  das  Volumen  eines  Eilipsoides  %  vom  Volumen  des 
umschriebeneu  geraden  Cylinders,  dessen  Kauten  parallel  zu  einer  der 
Achsen  liegen. 
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323.  Volumen  eines  schief  Abgeschnittenen  Cylinders.  Der  Halb- 
messer des  Cylinders  sei  =  R;  die  Cylinderachse  falle  zusammen  mit 
der  z  Achse,  so  wird  die  Gleichung  des  Durchschnittes  mit  der  Ebene 
x  y  sein 

(i)  x2  +  y2  =  R2- 

Die  Gleichung  der  Ebene,  welche  den  Cylinder  schneidet,  sei 

(2)  z  =  ax-|-by-f-c. 

Es  soll  das  Volumen  des  Cylinders  bestimmt  werden,  welcher 
zwischen  dieser  Ebene  und  der  Ebeue  x  y  liegt. 

Das  prismatische  Volumenelement,  dessen  Grundfläche  dxdy  auf 
der  Ebene  xy  liegt,  ist  =zdxdy.  Führt  man  hierin  den  Wert  von 
z  aus  (2),  so  erhält  man  als  Ausdruck  des  Volumeuelemeutes 

(a  x  -f-  b  y  -\-  c)  d  x  d  y. 

Das  unbestimmte  Integral   dieser  Formel    in  Hinsicht  y  ist  gleich 

(3)  (axy-f-^-  +  cy)dx  +  C, 

worin  C   die  Konstante    der   Integration  bezeichnet.     Die   Grenzen   von 
y  sind  vermöge  (1) 

y=-}^P^X2      uud      y  =  _j_|/-R2~l^. 

Für  diese  Grenzen  erhält  man  aus  (3) 

(4)  2  (a  x  -f  c)  "Kr^sT2  d  x. 

Dies  ist  das  Volumen  eines  Teiles  des  Cylinders,  welcher  zwischeu 
zwei  Ebenen  liegt,  die  parallel  zur  Ebene  yz  laufen  uud  von  ihr  um 
x  und  x-j-dx  abstehen.     Das  unbestimmte  Integral  von  (4)  ist 

-  ~  (R2  -  x2)¥  +  c  [x  "KR2^2  +  R2  Are  sin  ~]  -f  C. 

Um  den  Inhalt  des  ganzen  Cylinders  zu  erhalten,  ist  hier  x  von 
—  R  bis  -|-  R  zu  nehmen.  Mithin  wird  der  Inhalt  des  ganzen  Cylin- 
ders gleich 

R27TC. 

Nun  ist  R2tt  die  Grundfläche  dieses  Cylinders  in  der  Ebene  xy; 
somit  ist  c,  d.  h.  das  Stück,  welches  die  Ebene  (2)  auf  der  z Achse 
vom  Anfangspunkt  aus  abschneidet,  seine  mittlere  Höhe. 

324.  Volumen  eines  Körpers  in  Polarkoordinaten.  Man  nehme 
deu  Anfangspunkt  der  drei  rechtwinkeligen  Achsen  x,  y,  z  als  Pol  au. 
Es  sei 

r  der  Radiusvektor  eines  Punktes,  also  der  Abstand  dieses  Punk- 
tes vom  Pol, 

(f  der  Winkel,  welchen  die  Ebeue  durch  r  und  die  z  Achse  mit  der 
Koordiuatenebene  xz  bildet  uud 

8  der  Winkel,  welchen  r  mit  der  Ebene  xy  einschliesst. 
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Denkt  mau  sich  vom  Pol  aus  mit  dem  Radius  r  eiue  Kugelfläche 
beschrieben,  so  kann  man,  gemäss  der  Bezeichnung  eines  Punktes  oder 
Ortes  auf  der  Erdoberfläche,  die  Grösse  <f  die  Länge  und  ö  die 
Breite  des  fraglichen  Punktes  auf  der  Kugelfläche  nennen.  In  die- 
sem Sinne  wird  die  Ebene  xy  zur  Aequator ebene,  die  z Achse  zur 
Drebachse  und  r  cos  9  zum  Halbmesser  des  Parallelkreises,  der  durch 
den  Puukt  geht.  Die  Bogeuelemente  rdö  auf  dem  Meridian  und 
rcosöd</>  auf  dem  Parallelkreis  können  als  Seiten  eines  rechtwinke- 
ligen Flächenelementes  angesehen  werden,  dessen  Inhalt  =  r2  cos  öd  öd  (f. 
Dieses  Flächenelement  kann  als  Grundfläche  einer  Pyramide  betrachtet 
werden,  deren  Spitze  im  Pol  liegt.  Beschreibt  man  mit  dem  Radius 
r-|-dr  eine  zweite  Kugelfläche,  so  kanu  der  Teil  dieser  verlängerten 
Pyramide,  welcher  zwischen  diesen  beiden  Kugelflächen  liegt,  als  ein 
Prisma  angenommen  werden,  dessen  Grundfläche  r2cosödöd</>  und 
dessen  Höhe  dr  ist.  Das  Volumen  dieses  Körperelementes  ist  da- 
her gleich 

Dieser  Ausdruck  muss  in  Hinsicht  der  drei  Variabein  r,  ö,  (f 
zwischen  den  Grenzen  integriert  werden,  welche  sich  aus  der  Form 
des  zu  suchenden  Volumens  ergeben.  Macht  man  sich  von  Integration 
zu  Integration  eine  Vorstellung  von  der  geometrischen  Bedeutung  der 
Resultate,  so  findet  man  jene  Grenzen  leicht.  In  diesem  Sinne  ist  die 
Reihenfolge  der  Integration  ohne  Eiufluss  auf  das  Endresultat. 

325.  Inhalt  einer  Kugel.  Man  nehme  im  vorstehenden  Ausdrucke 
des  Volumeuelementes  zuerst  </>  zwischen  den  Grenzen  <f  =  0  und 
(p  =  2  7r,  so  erhält  man  dadurch  eiuen  Körperring  längs  des  Parallel- 
kreises vom  Inhalt 

2  7r  r2  d  r  cos  Ö  d  ö. 
Das  unbestimmte  Integral  hiervon  in  Hinsicht  ö  ist 
2  TT  r2  d  r  sin  Ö  -f  C. 

Nimmt   man   hierin  ö  von —  bis  — | — — ,    d.  h.    vom  Süd-  bis 

zum  Nordpol,    so   erhält    man    den    Inhalt  einer   Kugelschale   von    der 
Dicke  dr  gleich 

2*rr2dr(l  +  l)  =  4irr2dr. 

Mithin  wird  der  Inhalt  einer  hohlen  Kugel  mit  den  Radien  ro 
und  r  sein 


•/ 


ir  =  |-ir(r3-ro3). 


Wird  die  zweite  Integration  zwischen  den  Grenzen  ö  und  —  aus- 
geführt, unter  Beibehaltung  des  angegebenen  Ganges,  so  erhält  man  als 
Inhalt  eines  Kugelausschnittes 

2 

—  TT  (r3  —  ro 3)  (1  —  sin  ö). 
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V.   Inhalt  krummer  Oberflächen. 

320.  Ausdruck  für  das  Flaclieiielcmeiit  und  die  Fläche.  Die  Glei- 
clmug  der  Oberfläche  sei 

(1)  z  =  f(x,y). 

Mau  lege  durch  diese  Oberfläche  zwei  Ebenen,  parallel  zur  Ebene  yz, 
in  den  Abständen  x  und  x  -|-  d  x  vom  Anfangspunkte  der  Achsen ; 
ebenso  zwei  Ebenen,  parallel  zur  Ebene  x  z ,  in  den  Abständen  y  und 
y-f-dy  vom  Anfangspunkte  aus.  Diese  vier  Ebenen  schliesseu  ein 
Element  der  gegebeneu  Oberfläche  eiu,  das  als  eben  angesehen  werden 
kauu  und  das  wir  mit  d  F  bezeichnen  wollen.  Die  Projektiou  von  d  F 
auf  der  Ebene  xy  ist  das  Rechteck  dxdy.  Dieses  Flächenelement 
bilde  mit  der  Ebene  xy  einen  Winkel  «,  so  wird  sein 

(2)  dF  =  ^. 

cos  a 

Hierin  ist  cos «  durch  die  Koordinaten  der  Fläche  (1)  auszu- 
drücken. Zu  diesem  Zwecke  lege  man  durch  das  Flächenelement  dF 
eine  Ebene,  so  wird  diese  Ebene  die  krumme  Oberfläcbe  im  Punkte 
x,  y,  z  berühren  und  den  Winkel  a  mit  der  Ebene  x  y  bilden.  Die 
Gleichung  dieser  Berührungsebene  sei  (vergleiche  die  Aufgabe  in  §  289) 

(3)  z  =  ax-fby-l-c. 

Irgend  ein  Lot  auf  diese  Berühruugsebeue  bildet  mit  der  z  Achse 
ebenfalls  den  Winkel  a.  Statt  eines  beliebigen  Lotes  nehme  mau  das- 
jenige, welches  durch  den  Anfangspunkt  der  Achsen  geht,  so  sind  die 
Gleichungen  dieses  Lotes  (§  289,  Formeln  4  uud  5) 

(4)  "x  +  az  =  0;      y-f-bz  =  0. 

Allein  die  partiellen  Differeutialverhältnisse  der  Gleichung  der 
Ebene  (3)  sind 

(5)  — -  =a;     -r-  =  b. 
dx  dy 

Im  Berührungspunkt  sind  die  Koordinaten  x,  y,  z  der  krummen 
Oberfläche  uud  der  Berühruugsebeue  dieselben.  Mau  kann  daher  die 
Vorzahlen  a  und  b,  welche  in  der  Gleichung  (3)  der  Berührungsebene 
und  in  den  Gleichungen  (4)  des  Lotes  vorkommen,  ableiten,  wenn  man 

dz  dz 

die    partiellen  Differeutialverhältnisse  — —    und  — —    der   Gleichuuff   (1) 

dx  dy  &   w 

der  krummen  Oberfläche  bildet. 

Nun  nenne  man  p   die  Lauge    des    Lotes    vom    Anfangspunkte  aus 

und  x,  y,  z  die  Koordinaten  seines  Fusspunktes  auf  der  Berühruugsebeue, 

so  wird  sein 

p  =  KxM^?~+z2, 

(6)  cos«  =  —  =  n/_  — . 

p  ]Ax2_|_y2_|_z2 

Autenheimer,    Elemeiitarbuch.  23 
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Führt  man  die  Werte  von  x  und  y  aus  (4)  in   (6),  so  findet  man 

1 
cos  a  =    -,  r  — 

oder  mit  Rücksicht  auf  (5) 

(7)  cos 


lA+(D2+({7 


Setzt  man  diesen  Wert  vou  cos«  in  (2),  so  folgt  als  Wert  des 
Flächenelementes 

(8)        dF=dxdyjAT(jf)2+(jf)2 

dz 
Wird  hierin  —  -    =a  =  0,    so    geht    die   Gleichung   (3)   über    iu 

z  =  b  y  -|-  c.  Dies  ist  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  parallel  zur 
x  Achse  liegt.  Mithin  wird  d  F  zum  Element  einer  cyliudrischeu  Fläche, 
deren  Kanten  parallel  zur  x  Achse  liegen. 

dz 
Wird  — —  =  b  =  0,  so  wird  dF  zum  Element  einer  cvlindrischen 
dy  J 

Fläche,  deren  Kanten  parallel  zur  y  Achse  laufen. 

Sind  — —  und  — —  zugleich  =0,  so  verwandelt  sich  die  Formel 
d  x  d  v 

(8)  in 

d  F  =  d  x  d  y 

als  Ausdruck  des  Elementes  einer  Fläche,  welche  in  der  Ebene  xy 
liegt  oder  mit  ihr  parallel  ist. 

Die  Gleichung  (1)  kann  dazu  benutzt  werden,  um  z  aus  (8)  zu 
eliminieren.  Es  kommen  dann  in  diesem  Differential  nur  die  unabhängig 
Variabein  x,  y  vor. 

Um  das  Integral  zu  erhalten,  sind  zwei  Integrationen  nötig:  eine 
nach  x  und  eine  nach  y.     Der  Vorgang  dabei  ist  folgender. 

Die  beiden  Ebenen,  welche  in  den  Abständen  x  und  x-|-dx  vom 
Anfangspunkt  senkrecht  zur  x  Achse  gelegt  sind ,  schliesseu  unendlich 
viele  Flächenelemente  wie  d  F  ein.  Sie  haben ,  der  x  Achse  nach  ge- 
messen, die  Breite  d  x  und  dehnen  sich  über  die  Oberfläche  aus,  soweit 
dies  die  Grenzen  von  y  zulassen.  Integriert  man  daher  in  Hinsicht  y, 
so  erhält  man  den  Teil  der  Oberfläche,  welcher  zwischen  den  genannten 
zwei  Ebenen  eingeschlossen  ist.     Die  Andeutung  für  diese  Ausdehnung  ist 

4«'^ +(£)'+(£)■ 

Lässt  mau  nun  x  sich  ändern  zwischen  zwei  Grenzen,  so  reihen 
sich  unendlich  viele  Flächeuelemeute  aneinander,  deren  Ausdruck  (9) 
ist   und   bilden   die   gesuchte  Fläche.     Diesem    Vorgang   entspricht   die 
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Integration  der  Grösse  (9)  in  Hinsicht  x.     Mau    erhält    dann  für  unbe- 
stimmte Grenzen  der  Variabein 

(10)      ^H^jA+GfT+Gy)- 


Mau  kann  auch  zuerst  die  Integration  in  Hinsicht  x  ausführen. 
Man  erhält  dann  eine  Fläche,  welche  zwischen  zwei  Ebenen  einge- 
schlossen ist,  die  senkrecht  zur  y  Achse  stehen  und  zwar  in  den  Ab- 
ständen y  und  y  — [—  d  y.     Der  Ausdruck  dafür  ist 


<J-|A+(if)2+(!F)! 


Solche  Flächenstreifen  reihen  sich  längs  der  y  Achse  unendlich 
viele  an  einander.  Es  muss  daher  der  letzte  Ausdruck  in  Hinsicht  y 
integriert  werden,  was  mau  audeutet  durch 


=  M<,x]/: 


od        F=JdyJ(1xj/I+^)2+({;-y. 

Die  Werte  (10)  und  (11)  sind  für  dieselben  Grenzen  von  x  und 
ebenso  für  y  gleich  gross.  Die  Reihenfolge  der  Integration  ist  mithin 
gleichgültig.     Man  kann  daher  auch  schreiben 


F: 

=jj-^jA+(£y 

+(£)■ 

327. 

Teil  einer  Ebene.     Die  Gleichuug  einer  Ebene  ist 

Ax  +  By-j-Cz  +  D  = 

=  0 

für  diese 

wird 

dz             A         dz 

Tx_  ~~  ~C;     Ty~_ 

B 

Daher  das 

Flächenelemeut 

dF-d,dy|/i+(A)'+(»y 


Mau  denke  sich  hierin  y,  beziehungsweise  d  y  konstant,  integriere 
also  nur  in  Hinsicht  x  und  zwar  zwischen  den  Grenzen  xo  und  xi ,  so 
erhält  man 

als  Wert  einer  Fläche,  deren  Projektion  auf  der  Ebene  x  y  die  Grösse 
xi  —  xo  zur  Länge  und  d  y  zur  Breite  hat.  Integriert  mau  nun  noch 
in  Hinsicht  y  zwischen  deu  Grenzen  yo  und  yi ,  so  wird  die  gesuchte 
Fläche 

F  =  (xt  -  xo)  (yi  -yo)  ]/ 1  +  (£*)  +  (|)2. 
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Diese  Fläche  ist  von  zwei  Paar  parallelen  Ebenen  eingeschlossen. 
Zwei  dieser  Ebenen  steheu  senkrecht  zur  x  Achse  in  den  Abständen 
xo  und  xi  vom  Anfangspunkt  und  die  beiden  andern  senkrecht  zur  y  Achse 
in  den  Abständen  yo  und  yi   vom  Anfangspunkt. 

328.  Oberfläche  der  Kugel.     Aus  der  Gleichung  der  Kugel 
(1)  x2  +  y2  +  z2  =  R2 

folgt  durch  Differentiation 


(2) 


dz_       x         dz_       y 
d  x  z  '        d  y  z 

Hierfür  wird  das  Element  der  Kugelfläche 


d  F  =  d  x  d  x 


1A+S+ 


oder   indem    man  auf  gleiche  Benennung  bringt    und  Gleichung  (1)  be- 
rücksichtigt 

(3)  dF=  Rdxdy 


Kr2  -  x2  - 


y 

Um  dieses  Differential  (3)  in  Hinsicht  y  zu  integrieren,  nimmt  man 
x  als  konstant  an.     Man  erhält 

(4)         Rdxf^z^-^y         -_  =RdxArcsiu1/-  — y -|-C. 

J    KR2-x2-y2  FR2-x2 

Dieses  Integral  stellt  ein  Flächeueleinent  dar,  das  über  der  Ebene 
x  y  liegt  und  von  zwei  Schnittebeuen  eingeschlossen  wird,  welche  senk- 
recht zur  x  Achse  liegen  und  um  x  uud  x-j-dx  vom  Anfangspunkt 
abstehen.  Dieses  Element  hat  die  Form  eines  abgekürzten  Kegelmantels, 
dessen  Kanten  unendlich  klein  sind.  Bei  konstantem  x  werden  die 
Grenzen  für  y  aus  (1)  erhalten,  wenn  mau  z  =  0  setzt.  Dies  gibt 
y  = -}t  V  R2  —  x2-  Nimmt  man  das  Integral  (4)  zwischen  den  Grenzen 
y=  —  V~Tl2 —  x2  und  y  =  -(-]^R2  —  x2,  so  erhält  man  als  Wert  des 
ganzen  Flächenelementes  über  der  Ebene  xy: 
n  R  d  x. 

Mithin  wird  die  Kugelfläche  über  der  Ebene  xy 

F  =  ttR     dx=  2?rR2. 
J  -u 

Würde  man  das  Differential  (3)  zuerst  in  Hinsicht  x  integrieren, 
so  wäre  y  konstant  zu  nehmen.  Man  erhielte  zunächst  eiu  Flächen- 
element über  der  Ebene  xy,  das  zwischen  zwei  Ebeuen  liegt,  welche 
senkrecht  siud  zur  y  Achse  uud  um  dy  aus  einander  stehen.  Die 
Grenzen  von  x  würden  aus  (1)  erhalten,  wenu  mau  z  =  0  setzt. 
Diese  Grenzen  wären  also  x  =  +  KR2  —  y2. 

Bemerkung.     Die  Gleichung  einer  Ebene  sei 
z'  =  a  x'  -f-  b  y'  -f-  c. 
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Damit  diese  Ebene  die  Kugel  (1)  im  Punkte  x,  y,  z  berührt,  muss 


z  =  ax-f-by-|-c. 
Durch  Subtraktion  dieser  beiden  Gleichungen  folgt 
z  —  z'  =  a  (x  —  x')  +  b  (y  —  y'). 


Führt  mau  hierin  obige  Werte  von  a 


dz         ,  ,  dz 

— —  und  b=  — — ,    wie 
d  x  d  y 

sie  aus  der  Gleichung  (1)  der  Oberflache  hervorgehen,  ein,  so  kommt 

z-z'  =  -~(x-x')-}(y-y') 

oder  indem  man  mit  z  multipliziert  und  die  Gleichung  (1)  berücksichtigt 
x  x'  -f-  y  y'  -|-  z  z'  =  R2. 

Dies  ist  somit  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  die  Kugel  be- 
rührt. 

329.  Cyliuderfläche  in  diier  Kugelfläche.  Ein  Kreiscylinder  gehe 
durch  eine  Kugel.  Mau  soll  den  Teil  der  Cylinderfläche  bestimmen, 
welcher  innerhalb  der  Kugelfläche  liegt,  unter  der  Voraussetzung,  dass 
der  Mittelpunkt  M  der  Kugel  (Fig.  118)  auf  der  Cylinderfläche  liege 
und  dass  der  Durchmesser  M  A  des  Cylinders  gleich  dem  Halbmesser  a 
der  Kugel  sei. 

Es  gelte  die  Bezeichnung  von  §  319,  so  erhält  man  als  Gleichung 
der  Kugel 

(1)  a2  =  x2-fy2-f-z2. 

Die  Kurve,  längs  welcher  sich  die  Cylinder-  und  Kugelfläche 
schneiden,  gibt  auf  der  Ebene  x  z  eine  Projektion,  deren  Gleichung  ist 

(2)  Z2  =  ax_x2 

und  eine  Projektion  auf  der  Ebene  x  y,  deren  Gleichung  sein  wird 

(3)  y2  =  a2-ax. 

d  z 
Für    die  Cylinderfläche    ist    — —  =  0,    weil    die 

Kanten  derselben  parallel  zur  y  Achse  sind  (§  326). 
Es  folgt  dies  auch  aus  der  Formel  (2).  Dagegen 
erhält  man  aus  (2) 


dz 


2x 


dx 


2z 


a  —  2  x 
2  ]^ax  —  x 


Fig. 

118. 

Mithin  wird  das  Element  der  Cylinderfläche 
d  x  d  y 


V 


14 


(a  -  2  xY 


4(ax-  x2) 


adxd  y 
2Vax-^ 


Das  unbestimmte  Integral  dieses  Differentials  in  Hinsicht  y  ist 
(a\  adx  l    n 

(4)  o1/- — 2*y+c- 

2  V  ax  —  x2 
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Zwei  Ebenen ,  welche  senkrecht  zur  x  Achse  stehen  und  den  Ab- 
stand dx  von  einander  haben,  schliesseu  zwei  gleiche  Flächenelemente 
des  Cylinders  ein.  Das  eine  derselben  liegt  über,  das  andere  unter 
der  Ebene  xy.  Das  Integral  (4)  stellt  das  eine  dieser  Elemente  dar, 
das  über  der  Ebene  x  y  liegt.  Um  dieses  Element  in  der  Richtung  der 
y  Achse  durch  die  Kugelfläche  abzugrenzen,  muss  das  Integral  (4)  ge- 
nommen werden  zwischen  den  Grenzen 

—  |^a2  —  a  x  und  -f-  ]^a2  —  a  x , 

wie  sie  sich  aus  (3)  ergeben.     Für  diese  Grenzen  wird  (4)  zu 


/c.  afa2-ax  -,/—    dx 

(5)  -==     =-dx  =  aJ/ai7= 

V  ax  —  x-  V  \ 


Nun  ist 


J 


#=»'-+=■ 


Folglich  das  Integral  (5)  zwischen  den  Grenzen  0  und  a 

Dieser  Wert  ist  die  Cylinderfläche  über  der  Ebene  x  y.  Somit  ist 
die  ganze  Cylinderfläche,  welche  von  der  Kugelfläche  eingeschlossen 
wird  =  4  a2. 

330.  Kegelfläche.  Es  sei  h  die  Höhe,  a  der  Radius  der  Grund- 
fläche und  k  die  Kante  eines  senkrechten  Kreiskegels.  Man  nehme  die 
z  Achse  in  der  Achse  des  Kegels  und  die  x-  und  y  Achsen  in  der 
Grundfläche  desselben  au.  Ein  Punkt  auf  der  Kaute  k  habe  zu  Ko- 
ordinaten x,  y,  z.  Nun  denke  man  sich  das  rechtwinkelige  Dreieck, 
dessen  Hypotenuse  k  und  dessen  Katheten  a  und  h  sind  und  ziehe  vom 
Punkte  x,  y,  z,  der  in  der  Hypotenuse  liegt,  eine  Parallele  zur  Kathete  a 
bis  zur  Achse,  so  ist  die  Länge  dieser  Parallelen  =  yx2  -\-  y2  und  der 
obere  Abschnitt  der  Kathete  h  =  h  —  z.  Daher  erhält  man  die  Pro- 
portion 

h  :  a  =  h  —  z  :  ~Kx2-f  y2. 
Hieraus  ergibt  sich  folgende  Gleichung  der  Kegelfläche 

(1)  z  =  h  -  -  Kx2  +  y2. 

Die  partiellen  Differentialverhältnisse  von  (1)  sind 
dz_         h  x  ^  z  _         h  y 

"dT~  ~^Tx2"+?";    ~^y~  ~^Y^TW' 

Mithin  wird  das  Element  der  Kegelfläche 
dxdyl/  1.+  -  „      o  ',      o  +-t„2   |     o  =-dxdy. 
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Das  Integral  dieses  Ausdruckes  in  Hinsicht  y  ist 
(2)  ^dx-y-fC. 

Dieses  Integral  stellt  ein  Flächenelement  dar,  das  zwischen  zwei 
Ebenen  liegt,  welche  senkrecht  zur  x  Achse  stehen  und  um  x  und 
x-|-dx  vom  Anfangspunkt  der  Achsen  entfernt  sind. 

Die  erstere  dieser  beiden  Ebenen  schneidet  die  Grundfläche  längs 
einer  Sehne,  welche  parallel  zur  y  Achse  liegt  und  eine  Lauge  = 
2  yÄ' 2  —  x2  hat.  Die  Grenzen  von  y  im  Integral  (2)  sind  daher 
—  J/a2  —  x2  und  -\- V  a2 —  x2.  Diese  Grenzen  ergeben  sich  aus 
Formel  (l),  wenn  man  in  ihr  z  =  0  setzt.  Für  diese  Grenzen  erhält 
man  daher  aus  (2) 

-^dxl/72"^2. 

a 
Mithin    wird    ein   Teil    des  Kegelmautels,    welcher    zwischen    zwei 
Ebenen  liegt,  welche  parallel  zur  Ebene  y  z  sind    und    einen  beliebigen 
Abstand   von  einander  haben,  gleich 

^k  jd  x  V^r-  x2  =  £  [  x  Kä2^T2  +  a2  Are  sin  ^-1  +  C. 

Wird  dieses  Integral  von  x  =  0  bis  x  =  a  genommen,  so  erhält 
man  den  halben  Inhalt  des  Kegelmantels  =  —  an k.  Also  ist  der 
ganze  Kegelmantel  =  a  n  k. 


VI.  Physikalische  Aufgaben  über  mehrfache  Integrale. 

33 1.  Torsion  eines  rechtwinkeligen  Prismas.  Die  Kanten  dieses 
Prismas  seieu  a,b,  c.  Die  Kante  c  stelle  die  Länge  dar.  Dieses  Prisma 
werde  an  einem  Ende  seiner  Länge  festgehalten  und  am  andern  verdreht 
durch  ein  statisches  Moment  M,  dessen  Kraft  in  einer  zur  Kante  c 
normalen  Ebene  liegt.  Die  Endfläche,  in  welcher  das  Moment  M  wirkt, 
sei  ab  (Fig.  119).  Die  Faser,  welche  durch  die  Schwerpunkte  aller 
Querschnitte  geht,  bleibt  während  der  Torsion  geradlinig.  Diese  Gerade 
bildet  die  Drehachse.  Alle  andern  Punkte  des  Körpers  werden  um 
diese  Achse  herum  in  der  Richtung  der  Drehung  verschoben.  Auf  die 
Verschiebungen  iu  der  Längeurichtung  (§  204)  werde  hier  keine  Rück- 
sicht genommen. 

Man  lege  durch  die  Mitte  0  des  Querschnittes  a  b  zwei  recht- 
winkelige Achsen  Ox,  0  y,  parallel  zu  den  Kanten  a,  b.  Es  seien  x,  y 
die  Koordinaten  eines  Punktes  u  der  Rechtecksfläche. 
Ein  Puukt  dieses  Querschnittes  a  b,  im  Abstände  1  von 
dem  Drehpunkt  0,  erhalte  eine  Drehung  =  ct.  so  wird 
die  Drehung  des  Punktes  n,  im  Abstände  [/x2-j-y2 
von  der  Drehachse  sein  =«]  x'2  -'->'-.  Die  Kraft. 
welche  ein  Flächenelement  d  x  d  y  in  diesem  Abstände 
um  die  Grösse  «V^^-v2  verschiebt,  ist  proportional 
dieser  Fläche,  dieser  Verschiebung,  verkehrt  proportional 


Fig.  1 
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der  Lauge  des  Körpers  und  abhängig  von  einer  Konstanten  T.  Folglich 
ist  diese  Kraft  gleich 

^dxdyK^T?. 

c 
Multipliziert  mau  diese  Kraft  mit  dem  Hebelsarm  0  n,  au  welchem 
sie  wirkt,  so  erhält  man  ihr  statisches  Momeut  gleich 

—  dxdy(x2-|-y2). 
Wird    dieses  Differential  integriert   in  Hinsicht  x  vou  —  —  a    bis 

-f-  — -  a  und  das  Resultat  sodann  in  Hinsicht  y  vou    —  —  b  bis  -\-  —  b, 

so  erhält  man  die  Summe  der  statischen  Momente  aller  Kräfte,  welche 
die  Flächenelemente  des  ganzen  Querschnittes  ab  verschieben.  Da  die 
Grenzen  vou  x  und  y  von  einander  unabhängig  sind,  so  ist  die  Reihen- 
folge, in  welcher  die  beiden  Integrationen  ausgeführt  werden,  ohne 
Einfluss  auf  das  Ergebnis.     In  Zeichen  ist  daher 

b  a 

/%■+■ 


Nunisi  |  dx(x2-fy2)  =  ^--f  ay2 


und 


dy(T^  +  ay2)  =  l^(a2  +  b2)- 


Folglich  M  =  ^~  ^-  (a2  -f  b2)  ct. 

Drückt  man  «,  statt  im  Bogenraass,  in  Graden  aus,  so  erhält  man 

332.  Trägheitsmoment  einer  Kugel.  Mau  lege  durch  den  Mittel- 
punkt der  Kugel  die  drei  rechtwinkeligen  Achsen  der  x;  y,  z.  Die 
Kugel  drehe  sich  um  die  z  Achse.  Es  sei  r  der  Radiusvektor  eines 
Punktes  im  Iuneru  der  Kugel,  <f>  die  Länge  und  9  die  Breite  dieses 
Punktes,  so  ist  das  Volumenelement  der  Kugel  an  dieser  Stelle  (§  324) 
r2  d  r  cos  9  d  9  d  ff. 

Es   sei    m   die   Masse    der   Kubikeinheit   des   Materials   in    diesem 
Punkte,  so  ist  die  Masse  dieses  Volumenelementes 
m  r2  d  r  cos  9  d  9  d  <f. 


—     361     — 

Der  Abstand  dieses  Elementes  von  der  z  Achse  als  Drehachse  ist 
=  r  cos  0.  Multipliziert  man  das  Quadrat  dieses  Abstaudes  (§  180) 
mit  der  vorstehenden  Masse,  so  erhält  man  das  Trägheitsmoment  des 
Volumeuelementes  gleich 

m  r*  d  r  cos3ö  d  6  d  <jp. 

Es  sei  die  Kugel  homogen,  so  wird  m  konstant  sein.  Das  Inte- 
gral hiervon  in  Hinsicht  <f  zwischen  den  Grenzen  0  und  2  n  ist 

(1)  2  7rmr4drcos30d0. 

Dieser  Ausdruck  ist  das  Trägheitsmoment  eines  unendlich  dünneu 
körperlichen  Ringes,  längs  eines  Parallelkreises  gelegen,  der  die  nörd- 
liche Breite  0  und  den  Abstand  r  vom  Mittelpunkt  hat. 

Wird  (1)  integriert  in  Hinsicht  0   von  —  —  bis  -f~^>   so  erhält 

man    das  Trägheitsmoment    einer    unendlich    dünnen    Kugelschale   vom 
Halbmesser  r.     Nun  ist,  §  80,  Formel  (13) 


/ 


cos30  d  0  =  —  cos20  sin  0  -\-  —  sin  0  -j-  C, 


cos30  d  0  =  - 


Folglich  ist  das  Trägheitsmoment  dieser  Kugelschale  gleich 

(2)  —  7rmr*dr 

und  somit  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Kugel,  wenn  R  den  Halb- 
messer derselben  bezeichnet 

8  f  4J  8  D, 

—  n  m      r*  d  r  =  — —  n  m  R&. 
3         J  lo 

o 

Es  sei  die  Dichtigkeit  des  Materials  eine  Funktion  von  r,  so  dass 
mau  etwa  hat 

(3)  m  =  a  -(-  b  r, 

worin  a  die  Masse  der  Kubikeiuheit  im  Mittelpunkt  und  b  die  Ab- 
oder  Zunahme  der  Masseneinheit  für  jede  Längeneinheit  des  Radiusvektor 
bedeutet.  Hiernach  ist  die  Dichtigkeit  in  einer  und  derselben  Kugel- 
fläche, die  ihren  Mittelpunkt  im  Mittelpunkt  der  Kugel  hat,  dieselbe. 

Setzt  man  den  Wert  von  m  aus  (3)  in  (2)  und  integriert,  so  erhält 
man  das  Trägheitsmoment  der  Kugel  gleich 

•E 

(a  -F  b  r)  r*  d  r  =  -^  n  r 5  (a  =f  %■  b  r). 


■/ 


15 

o 
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333.  Auziekiiug  eiuer  Kugel  und  eines  materiellen  Punktes  nach 
dein  Gesetze  der  Gravitation.  Die  Aufgabe,  welche  in  §  213  unter 
gewissen  Beschränkungen  gelöst  wurde,  soll  hier  allgemein  behandelt 
werden.     Es  seien 

in,  in'  zwei  sich  anziehende  Massenteilchen  in  A  und  B  (Fig.  120), 

a,  r  die  Abstände  dieser  Teile  vom  Mittelpunkt  M  der  Kugel, 

u  der  Abstand  A  B  dieser  Teile  unter  einander, 

(f  der  Winkel,  welchen  a  und  r  bilden, 

p  die  Masse  der  Kubikeinheit  der  Kugel,  welche  in  gleichen  Ab- 
ständen vom  Mittelpunkt  der  Kugel  gleichen  Wert  habe  und 

c  die  Anziehung  zweier  Masseneiuheiten  im  Abstände  1  von 
einander,  so  ist 

mm' 

(1)  e-^- 

der  Ausdruck  für  die  Anziehung    der  Massen  m,  m'  nach  dem  Gesetze 

der  Schwere. 

Mau    lege  durch   die  Abstände  a  und  r  eine  Ebene,  beschreibe  in 

ihr  mit  den  Radien  r  und  r-j-dr  zwei  Kreise,  lasse  sodann  </>  in 
y-j-dy  übergehen,  so  dass  der  Radius  BM  nach  CM 
kommt,  so  wird  der  Bogen  B  C  =  r  d  <f  sein.  Zwischen 
jenen  zwei  Kreisen  und  diesen  zwei  Radien  liegt  ein 
Flächenelement  =  r  d  r  d  (f.  Dreht  man  die  Ebene  des 
Kreises  um  AM  als  Achse  um  einen  Winkel  d  0,  so  be- 
schreibt der  Punkt  B  einen  Weg  =rsin<jpd8,  also  die 
Fläche  r  d  r  d  (f  ein  Volumen  =  r2  d  r  sin  <f  d  (f  d  0.  Die 
Masse  dieses  Volumeuelementes  ist  =  p  r2  d  r  sin  (p  d  <f  d  8. 
Somit  ist  nach  (1)  die  Anziehuug  dieses  Masseuelementes 

und  der  Masse  m  in  A  gleich 

,„.  r'2  d  r  sin  <f  d  (f  d  0 

(2)  com 2 — • 

Mau  zerlege  diese  Kraft  in  zwei  Seiteukräfte,  parallel  und  senk- 
recht zur  Achse  A  M,  so  ist  die  erstere  gleich 

.  .  r2  d  r  sin  <f  d  (f  d  0 

(3)  com 2 cos  B  AM. 

Nun  folgt  aus  dem  Dreieck  BAM 

(4)  u2  =  a2  -j-  r2  —  2  a  r  cos  (f 

o  *  m       a  —  r  cos  y 

cos  B  A  M  =  —     — . 

u 

Eliminiert  mau  hieraus  r  cos  <f',  so  folgt 

a2_r2    i    u2 

cosBAM  =  - ^t^~. 

2au 

Führt  man  diesen   Wert  in   (3),  so  erhält  man 

r2drsio  <f  d  (f  d  0    ,  2        2   ,      „. 
(o)  com-  2au3 (a--r2  +  u2). 
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Durch  Differentiation  von  (4)  in  Hinsicht  <p  und-  u  folgt 

u  d  u  =  a  r  sin  <p  d  (f. 

Führt  man  den  Wert  von  siu<fd<^  aus  dieser  Formel  in  (5),  so 
ist  die  Anziehung  des  Massenelemeutes  der  Kugel  und  des  Teilchens  m 
parallel  zur  Achse  A  M : 

c  p  m       ,     ,      a2  —  r2-f-u2    , 
-  r  d  r  d  e z-1 d  u. 


2  a2 

Das  Integral  dieses  Ausdruckes  in  Hinsicht  9,  zwischen  den 
Grenzeu  0  =  0  und  &  =  2  jt,  ist  die  Anziehung  der  Masse  m  und  der 
Masse  eines  Ringes,  der  vom  FJächenelement  r  d  r  d  (f  bei  einer  vollen 
Umdrehung  um  AM  entsteht.     Diese  Anziehung  ist  daher 

ra\  TT  c  p  m  /  a2  —  r2  \ 

(6)  __^_rdr^1+___jdu. 

Die  Seitenkräfte,  welche  die  Massenelemente  dieses  Ringes  auf  m 
ausüben,  in  senkrechter  Richtung  zur  Drehachse  A  M,  heben  sich  gegen- 
seitig auf. 

Behufs  der  Integration  der  Formel  (6)  in  Hinsicht  u  beachte  mau, 
dass 

pdn  _  1 

Ja2-         n' 
Folglich  ist  das  Integral  von  (6)  für  unbestimmte  Grenzen 

,„\  TT  com       .    f  a2  —  r2  \    ,    _ 

(7)  _|_rdr^_-__j  +  C. 

Man  wähle  hier  die  Grenzen  von  u  so,  dass  dieser  Ausdruck  die 
Anziehung  der  Masse  m  auf  eine  ganze  Kugelschale  vom  Halbmesser  r 
und  der  Dicke  d  r  darstellt. 

I.  Befindet  sich  die  Masse  m  aussei  halb  der  Kugelschale,  so 
sind  die  Grenzen  von  u  gleich  a  —  r  und  a  -j-  r.  Für  diese  Grenzen 
wird 

a2  -  r2 

u =  4  r. 

u 

Folglich  das  Integral  (7)  gleich 

4  TT  pm     2 


(8) 

a- 

Allein  es  ist  4  7rpr2dr  die  Masse  der  Kugelschale.  Bezeichnen 
wir  sie  mit  Wl,  so  geht  der  Ausdruck  (8)  über  in 

mm 

c — 2— . 

a- 

Also  ist  die  Anziehung  eines  Massenteilchens,  das  sich  ausserhalb 
der  Kugelschale  befindet,  auf  die  Kugelschale  gerade  so,  wie  wenn  die 
Masse  der  Kugelschale  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 
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Besteht  die  Kugel  aus  unendlich  vielen  konzentrischen  Kugel- 
schichteu,  sei  es,  dass  die  Dichtigkeit  der  Masse  von  Schicht  zu 
Schichte  sich  ändert,  oder  dass  sie  für  alle  gleich  ist,  so  wird  die 
Anziehung  aller  Schichten,  d.  h.  der  ganzen  Kugel  auf  den  ausser  ihr 
liegenden  Punkt  sein,  wie  wenn  die  Kugelmasse  in  ihrem  Mittelpunkte 
vereinigt  wäre. 

Für  eine  homogene  Kugel  ist  diese  Anziehung  nach  (8) 


■J^d 


4  n  q  m    |    „  ,  4  r3  mW 

--C7r?m-^-  =  c-^- 


wenu  9Di'  die  Masse  der  ganzen  Kugel  bezeichnet. 

Ist  p  nicht  konstant,  sondern  eine  Funktion  von  r,   so  dass  z.  B. 

p  =  p  T  q  r, 

so  setze  man  diesen  Wert  von  p  in  (8)  und  mau  erhält  als  Anziehimg 
der  Kugel  auf  das  ausser  ihr  liegende  Massenteilchen  m: 


4c7rm    J 


-r      x    2J  47rr3m  ,   T3       . 

(p  +  qr)r2dr  =  c      g  &2    -  (p  +  j  q  r). 


II.  Befindet  sich  der  Punkt  A,  dessen  Masse  =m  ist,  innerhalb 
der  Kugelschale  vom  Halbmesser  r  und  der  Dicke  dr,  so  müssen  im 
Integral  (7)  die  Grenzen  von  u  zwischen  r  —  a  uud  r  -\-  a  genommen 
werden.     Hierfür  wird 

a2  -  r2        „ 

u =  0. 

u 

Also  verschwindet  das  Integral  (7).  Somit  ist  die  Anziehung  einer 
unendlich  dünnen  Kugelschicht  mit  gleichfömiger  Dichte  auf  einen 
materiellen  Punkt,  der  sich  innerhalb  der  Kugelschicht  befindet,  gleich 
Null.  Liegt  der  materielle  Punkt  innerhalb  einer  beliebigen  Anzahl 
unendlich  dünner,  konzentrischer  Kugelschichten,  so  gilt  der  Satz  für 
jede  dieser  Schichten,  gleichviel  ob  die  Dichte  der  Masse  vou  Schicht 
zu  Schicht  ändert  oder  gleich  bleibt;  also  gilt  er  auch  für  eine  Schicht 
von  endlicher  Dicke. 

Hieraus  folgt,  dass  sich  die  Anziehuug  einer  Kugel  auf  einen  Punkt 
in  ihrem  Innern  reduziert  auf  die  Anziehung  derjenigen  konzentrischen 
Kugel ,  deren  Oberfläche  durch  diesen  Punkt  geht.  Je  näher  daher 
dieser  Punkt  dem  Mittelpunkt  der  Kugel  liegt,  um  so  schwächer  wird 
er  von  ihr  augezogen. 

Ist  die  Masse  der  Kugel  homogen,  also  p  konstant,  so  ist  die 
Anziehung  der  Kugel  vom  Halbmesser  r  auf  das  Massenteilchen  m,  das 
den  Abstand  a  vom  Kugelmittelpuukt  hat,  nach  (8) 


r2  d  r  = 


4  7r  p  m    I    „,             4  tt  a  p  m 
-i         |r2dr  =  c ^-- 


Diese  Anziehung  hängt  somit  nicht  vom  Halbmesser  der  ganzen 
Kugel  ab,  sondern  ist  dem  Abstand  des  anziehenden  Punktes  vom 
Mittelpunkt  der  Kugel  proportional  (Anwendung  hiervon  in  §  158). 
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Aus  dem  Vorstehenden  folgt  ferner:  Bestehen  zwei  Kugeln  aus 
konzentrischen  Schichten,  wovon  jede  Schicht  eine  homogene  Masse 
hat,  so  ziehen  sich  diese  Kugeln  au,  wie  wenn  ihre  Massen  in  ihren 
Mittelpunkten  vereinigt  wären. 

334.  Anziehung  eines  Berges  und  eines  materiellen  Punktes  auf 
der  Spitze  des  Berges.  Der  Berg  habe  die  Form  eines  Rotatiouspara- 
boloides,  dessen  Achse  AD  (Fig.  121)  vertikal  liegt.  Ein  Schnitt 
durch  den  Berg  längs  der  Achse  wird  eine  Parabel  ACE  seiu.    Es  seien 

x, y  die  Koordinaten  AB  und  BC  eines  Parabelpunktes  C, 

h,  nh  die  Höhe  AD   uud  der   Halbmesser    DE   der   Grundfläche  des 

Berges, 
m  die  Masse  des  materiellen  Punktes  in  der  Spitze  A, 
o  die  Masse  der  Kubikeiuheit   des  Berges,    welche   wir   gleichförmig 

voraussetzen  und 
c  die   Anziehung   zweier    Masseueinheiten    im   Abstände    1    von    ein- 
ander. 

Da  bei  einer  Parabel  sich  die  Abscissen  verhalten  wie  die  Qua- 
drate der  Ordiuaten,  so  ist  x:h  =  y2:u2h2,  woraus  als  Gleichung  der 
Oberfläche  folgt 

(1)  y2  =  u2  h  x. 

Mau  lege  iu  den  Abständen  x  und  x-|-dx  vom  Scheitel  A  zwei 
Horizontalebenen,  und  beschreibe  zwei  Cylinderflächen ,  deren  Achsen 
mit  AD  zusammenfallen,  mit  den  Radien  r=BF  und  r-|-dr,  wobei 
r<^x  sein  soll;  so  schliessen  diese  vier  Flächen  einen  Ring  ein,  des- 
sen Querschnitt  d  x  d  r  ist.  Endlich  lege  mau  noch  zwei  Ebenen  läugs 
der  Achse  A  D,  welche  einen  Wiukel  d  (f  bilden ,  so  schneiden  diese 
Ebenen  von  jenem  Ringe  ein  Volumeuelement  =  dxdr-rd</>  aus,  des- 
sen Masse  =  pdxrdrdy  sein  wird.  Dieses  Teilchen  hat  den  Ab- 
stand AF=  |/"x2-J-r2  von  der  Bergspitze.  Folglich  ist  die  Anziehung 
zwischen  diesem  Teilchen  und  der  Masse  m  gleich 

mgdxrdrdy 

(2)  c      xH^— • 

Diese  Kraft  zerlege  man  in  eine  vertikale  und  eine  horizontale 
Seiteukraft.  Die  erstere  wird  erhalten,  wenn  man  die  Mittelkraft  (2) 
multipliziert  mit 


cos  F  AB 


Fig.  121. 


Kx2-f  r2  ' 
Mithin  ist  diese  Seitenkraft  gleich 
,n.  mpxdxrdrdy 

(3)  C  S—  — y . 

(x2_J_r2)2 

Dieses  Differeutial  muss  nun  in  Hinsicht  der  drei  Variabein  </>,  r 
und  x  integriert  werden.  Das  Integral  in  Hinsicht  <f,  von  0  bis  2  t 
genommen,  nämlich  der  Ausdruck 
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xdxrdr 

(4)  2  TT  c  m  p j- 

(x2  +  r2)2 

ist  die  Auziehuug  zwischen  ra  und  jenem  Ringe,  dessen  Halbmesser  r 
und  dessen  Querschnitt  drdx  ist.  Die  horizontalen  Seitenkräfte, 
welche  aus  (2)  hervorgehen  und  sich  an  den  Teilen  dieses  Ringes  gel- 
tend machen,  heben  sich  gegenseitig  auf. 

Um  das  Integral  von  (4)  in  Hinsieht  r  zu  erhalten,  denke  mau 
sich  x  konstant  und  setze  r2-}-x2  =  v2,  so  wird  durch  Differentiation 
rdr=  vdv,  also  auch 

/rdr  =  fdv  =   _^_  1 

(x2+;2)i  )**'-  ■'■  'v?+^- 

Diese  Integration  von  (4)  gibt  die  Anziehung  von  m  und  einer 
Summe  von  Körperringen ,  welche  zwischen  den  Horizontalebeueu  lie- 
gen, die  um  x  und  x-j-dx  von  der  Spitze  abstehen.  Mithin  ist  das 
Integral  zwischen  den  Grenzen  r  =  0  und  r=BC  =  y  zu  nehmen. 
Nun  ist 

dr  1  ,  _1_ 


1  V^+x"- 

(s2_|_r2)2  v  5  -r* 

Folglich  die  Anziehung  dieser  horizontalen  Schicht  und  der  Masse 
m,  nach  (4)  und  (1) 


Jrdr  /  xdx         \ 

-^  =  27rcmP(dx-17==^==-). 


(5)       27rcm^xdx 

'    (x2  +  r2); 

Dieser  Ausdruck  muss  noch  in  Hinsicht  x  integriert  werden.    Es  ist 
xdx 


h 


Kn2hx  +  x2 
yn^hx  +  x^  -  -^  log  (^  4-  x  +  V nM^+^2)  +C 

Allein  das  Iutegral  von  (5)  iu  Hinsicht  x  ist  von  x  =  0  bis 
x  =  h  zu  nehmen,  um  die  Anziehung  aller  horizontalen  Schichten  des 
Berges  auf  m  zu  erhalten.     Nun  ist 

J/n2hx  +  x2  2  n2 

Die  gesuchte  Gesammtauziehung  in  vertikaler  Richtung  ist  daher 
gleich 


(6)         2  TT  c  m  q  h 


VT+^+^H  "+2+2FH-' 
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Dieser  Ausdruck  kaun  unter  der  Voraussetzung  vereinfacht  wer- 
den, dass  der  Berg  sehr  flach  ist,  d.  h.  dass  die  Zahl  u  bedeutend 
grösser  ist  als  die  Einheit.     Man  erhält  zunächst  aus  (6) 


(7)    27rcm()hn 

Entwickelt    man 


hlA+^>(^+fl/^5)} 


vernachlässigt  die  Glieder  von  der  vierten  Potenz  von  —  an,  so  ist 


V 


u2        1^"2n1 


1+^2=1+o„2- 


Hierfür  wird  nach  der  Formel  (4)  des  §  63 

2  3  4 

log(l+x)  =  x-^+^r-^+.. 
die  logarithmische  Grösse 

~Y  W   V  +  T  +  TnV 

nm+i+^y- 

Entfernt    mau   rechts  die   Klammern,    so   heben    sich    die    Glieder 

mit  — ö-   auf.      Vernachlässigt  man  sodauu   alle  Glieder  von  der  vierten 
uz 

Potenz  der  Grösse  —  an,  so  wird  der  Wert  des  vorstehenden  logarith- 
n 

=  —  (  1  —  —  2  J  ,    also   das  Integral  (7) ,    das 

wollen 

:cmehn[!_(1+_Lr)+1__l_], 

(8)  a.=  2ircmghfl—  ~\ 

Nun  sei  R  der  Halbmesser  der  Erde,  diese  als  Kugel  gedacht, 
g4  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erdmasse  und  A  die  Anziehung  der 
Erde  auf  das  Massenteilchen  m,  das  auf  ihrer  Oberfläche  liegt,  so  ist 
nach  §  333 

4  TT  R  p'm 


mischen    Ausdruckes 

wrir  mit  a  bezeichnen  wollen 
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Mithin  das   Verhältnis  zwischen  eleu  Anziehungen  a  und  A 

a    __  _3     j h_  /    _    2 

I"  2  '   f    R    l.         3  ii. 
Nun    sei    n  =  5,  h  =  0,5    geographische   Meilen    und    da  man  an- 
nähernd nehmen  kann  (§  237) 

?  =  2,65,     p'  =  5,56,     R  =  860  Meilen, 
Mi  wird 

a  1 


A  2776 

Mithin  ist  die  Auziehuug  der  Erde  2776  mal  grösser  als  die  die- 
ses Berges  auf  die  Masse  in. 

335,  Wärmeentwickelung  hei  der  Itilduug  der  Himmelskörper,  nach 
der  Hypothese  der  Entstehung  dieser  Körper  durch  Verdichtung  aus  Welt- 
dunst. Nehmen  wir  an,  die  Materie,  welche  die  Himmelskörper  bil- 
den, habe  sich  ursprünglich  im  Weltraum  im  aufgelösten  Zustande  vor- 
gefunden und  sich  sodann  an  einzelneu  Stellen  dieses  Raumes ,  nach 
dem  Gesetze  der  Gravitation,  verdichtet.  Jedes  kleiuste  Teilchen  der 
Materie  hat  hierbei  auf  alle  übrigen  eine  anziehende  Wirkung  ausge- 
übt. Jeder  dieser  Anziehungen  entspricht  eine  Arbeitsgrösse  (§  166), 
weil  je  eine  Kraft  längs  eines  Weges  gewirkt  hat.  Denken  wir  uns 
alle  diese  Arbeitsgrössen,  welche  dem  Verdichtungsvorgang  eines  Him- 
melskörpers entsprechen,  berechnet,  und  sodann  diese  Arbeitsgrössen 
nach  der  mechanischen  Wärmetheorie  in  Wärme  verwandelt.  Diese 
Wärme  wird  sich  über  die  verdichtete  Masse  des  Körpers  verbreitet 
und  ihr  eine  entsprechend  hohe  Temperatur  erteilt  haben.  Es  sei 
xo  die  ursprüngliche  Entfernung  zweier  Massenteilchen  m,  m„  welche 

sich  anziehen, 
x    ihre  Entfernung  in  irgend  einem  Augenblick  ihrer  Annäherung, 
x,  ihre  Entfernung  in  dem  verdichteten  Himmelskörper  und 
c    die  Anziehung   zweier   Masseueiuheiteu,     welche    den    Abstand    1 
haben, 
so  ist  nach  dem   Gravitationsgesetze   die  Anziehung    der   Massen  m,m, 
in  der  Entfernung  x  gleich 

mm, 
(1)  .-^ 

und   somit  die   Arbeit  beim   Uebergang    aus    dem    Abstand    xn    in   den 
Abstand  x, 


dx 


X  f\  1 

cmm. 

\x,        xo 


Wegen  des  ursprünglich    aufgelösten  Zustandes    der  Materie  ist  xo 

vielmal  grösser  als  x,.     Deshalb  kann  man  —  —  gegen  -        vernachläs- 

xo  x, 

sigen.     Dadurch  wird  die  vorstehende  Arbeit  gleich 
(2)  ^Ä. 
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Nun  seien  m2,  ni3,..  Massenteilchen  wie  m,  m„ .  welche  an  dem 
Vorgang  der  Verdichtung  teilnehmen,  so  wird  m  auf  m„  ni2,  m3, . .  wirken  ; 
ebeuso  m,  auf  m,  ni2,  m.3,..,  dann  1112  auf  m,  m„  m3,..  d.  h.  jedes 
Teilchen  wirkt  auf  jedes  der  übrigen.  Jeder  dieser  Anziehungen  ent- 
spricht eine  Arbeit,  welche  die  Formel  (2)  zum  Ausdruck  hat. 

Um  alle  die  Arbeiten  zu  finden,  welche  zunächst  aus  der  An- 
ziehung von  m  auf  alle  übrigen  Massenteile  entspringen,  lege  man 
durch  den  Mittelpunkt  der  verdichteten  Kugelmasse  und  durch  das 
Teilchen  m  eine  feste  Ebene  und  nenne 

r,  r,  die  Abstände   der  Teilchen  m,  m,  vom    Mittelpunkt   der   Kugel- 
masse, 

x,  wie  oben  den  Abstand  der  Teile  m,m„ 

0  den  Winkel,  welchen  die  Abstände  r  und  r,  einschliessen, 

(f  den  Winkel,  welchen  der  Abstand  r,  mit  der  festen  Ebene  durch 
den  Mittelpunkt  bildet, 

g  die  Masse  der  Kubikeinheit  der  verdichteten  Kugel,  welche  Masse 
wir  als  gleichförmig  dicht  voraussetzen  und 

R  den  Halbmesser  dieser  verdichteten  Kugel, 
so  ist 

(3)  x,2  =  r2  +  r,2  —  2rr,cos0. 

Mau  beschreibe  zwei  Kugelflächeu  mit  den  Radien  r,  und  r, -j-dr, 
und  denke  sich  zwischen  diesen  Flächeu  eiu  rechtwinkeliges  Volumen- 
elemeut,  dessen  Dimensionen  d  r„  r,  d  8  und  r,  siu  @  d  <f  sind.  Die 
Masse  m,  dieses  Volumeuelementes  ist  daher 

(4)  rn,=  pr,2dr,  sinOded?. 

Setzt  mau  die  Werte  vou  x,  und  in,  aus  (3)  und  (4)  in  (2) ,  so 
folgt  als  Arbeit,  welche  aus  der  Anziehung  von  m  auf  m,  entspringt 

.  ,  r,2dr,  sinödödy 

(5 )  c m  p  .  r 

^Kr2-rr/2-2rr,cose 

Integriert  man  diesen  Ausdruck  (5)  der  Reihe  nach 
in  Hinsicht  <f  von  0  bis  2  tt 

„  9        „      0       „  TT 

„         r,     „    0    „        R, 

so  erhält  man  die  Arbeit  a,  welche  aus  der  Anziehung  des  Teil- 
chens m  auf  alle  übrigeu  Teilcheu ,  welche  an  der  Verdichtung  Anteil 
nehmen,  hervorgeht.  Diese  Arbeit  ist  daher  für  die  angegebenen 
Grenzen 

,2dr,sinÖd©dy 
cmp  ■ 


•UM 


,2  _|_r/2  —  2  rr,  cos  © 
Die  Integration  in  Hinsicht  tf>  gibt 

.,   dr, sin  ödö 

a  =  2  %  c  m  g  ' 


-/; 


Kr2  +  r,2  —  2rr,cos8 


!r,  Eleineutarbuch 
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Da  sin0d0  = —  d  (cos  0),  so  kann  man  auch  schreiben 


cos  0 


(6)  a  =  2  x  c  m  j  (V  d  r,  f  ~  d  (c°S  8) 

Um    die    Integration  in    Hinsicht   ©    auszuführen,     berücksichtige 
man,  dass 

—  b  d  (cos  0) 


d  V  a  —  b  cos  0 


2^a  —  bcos© 

und  folglich  durch  Umkehruug 

—  d(cos0)  2-iz- j 

r/ -  -~-      =  —  V  a  —  b  cos  0. 

K  a  —  b  cos  0         b 


/ 


Hiernach  wird  auch  sein 

d(cos0)        =  i  y^YT} 


\ 


2  r r#  cos  0. 


r,   —  2  r  r,  cos  0 


Der    Wert    dieses    Integrals    zwischen    den    Grenzen    0  =  0    und 
0  =  TT  ist 


(7) 


_L  (yYi  _j_  r/2  _j_  2  r  r#  _  ]Ar2  _|_  r/2  _  2  r  r  \ 


Hierin  kann  nun  r,  grösser  oder  kleiner  als  r  sein.     Wenn  r,  <^  r, 
2 
so  wird  der   Wert  von  (7)  =  — ;    es    liegt    alsdann    die    anziehende 

Masse  m  ausserhalb  aller  der  Kugelschalen,  deren  Halbmesser  variieren 
können  zwischen  0  und  r.      Wenn  r,^>r,   so  wird   der  Wert  von  (7) 

2 
=  — ;  in  diesem  Fall  liegt  die  Masse  m  innerhalb  aller  Kugelschalen, 

deren   Halbmesser    von    r   bis    R   wachsen   können.       Wegen    der    ver- 

2  2 

schiedeueu  Werte  —  und  — —   ist   es    daher  nötig,    die    Integration    in 
r  r, 

Hiusicht  der  dritten  Variabein  getrennt  auszuführen.      Man  erhält  mit- 
hin aus  (6) 

R 


(8) 


/   I  2  r,2  d  r,    .     |  2  r,2  d  r,  \ 

0  r 

Nun  ist        2r''dl''  =  j  r2,  2  r,  d  r,  =  R2  -  r2;    daher    die 

0  r 

Summe   dieser  Werte  =  R2  —    r2.      Führt  man   diesen  Wert  in  (8), 

so  kommt 

(9)  a  =  2  TT  c  m  q  Or2  -  ~  r2\ 
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Mau  beschreibe  vom  Mittelpunkt  der  verdichteten  Kugel  aus  zwei 
Kugelflächeu  mit  eleu  Radien  r  und  r-f-dr,  so  schliesseu  beide  Flä- 
chen anendlich  viele  Massenteile  wie  rn  ein.  Deukeu  wir  uus  alle 
diese  Masseuteile  gleich  gross,  so  entspricht  jedem  eine  gleiche  Ar- 
beit =  a.  Die  Arbeit,  welche  somit  allen  zwischen  diesen  zwei  Kugel- 
flächen eingeschlosseueu  Teilchen  entspricht,  ist  der  Anzahl  dieser  Teil- 
chen, d.  h.  der  eingeschlossenen  Masse  proportional.  Vertauscht  man 
daher  in  ( 9)  die  Masse  m  mit  der  Masse  4  g  r2  7r  d  r  jeuer  Kugelschale, 
so  erhält  mau  als  Arbeit,  welche  aus  der  Anziehung  aller  Teile  jeuer 
Schale  auf  alle  Teile  überhaupt  hervorgeht,  den  Wert 


Kr2'-2-t> 


Wird  dieses  Differeutial  integriert  von  r  =  0  bis  r  =  R,  so  erhält 
mau  die  Arbeit,  welche  der  Anziehung  aller  Teile  auf  alle  Teile  ent- 
spricht, gleich 

32 

(io)  ^-*-2c?2R5. 

In  diesem  Ausdrucke  sind  die  Arbeiten,  welche  aus  der  Auziehuug 
von  m  auf  m,  und  von  m,  auf  m  hervorgehen,  gleich  gross.  Da  sich 
dies  für  je  zwei  audere  Teilchen  ebenso  verhält,  so  ist  die  gesammte 
Arbeit,  welche  aus  dem  Verdichtuugsprozess  eutspriugt,  nur  die  Hälfte 
von  (10).     Bezeichnet  man  diese  Arbeit  mit  A,  so  ist  mithin 

(11)  A=^7T2C?2R5. 

Man  nenne:  s  die  mittlere  Wärmemenge,  welche  nötig  ist,  um 
eine  Masseneiuheit  des  Stoffes  um  1°  nach  Celsius  zu  erwärmen; 
E  =  436  Kilogramm-Meter  die  mechanische  Arbeit  (§  239),  welche 
zur  Hervorbringimg  einer  Kalorie  Wärme  erforderlich  ist,  wenn  sich 
die  Arbeit  vollständig  in  Wärme  umsetzt  und  t  die  ursprüngliche  Tem- 
peratur, welche  der  Himmelskörper  infolge  des  Verdichtuugsprozesses 
annehmen  wird. 

Nun  ist  die  Masse  des  Himmelskörpers  gleich 

Wird  diese  Masse  von  0  auf  1  Grad  erwärmt,   so  ist  hierzu  eiue 
4 
Wärmemenge  nötig  =  --R37rps  Kalorien;  für  eine  Erwärmung  von  0 

4 
auf  t  Grade  steigt  diese  Wärme  auf  —  R37T£>st.     Jede  dieser  Kalorien 

o 

kann  entstanden  gedacht   werden  aus  einer  Arbeit  =E,   also  jene  im 

4 
ganzen  Ball  enthaltene  Wärme  aus  einer  Arbeit  =  — R37T£>stE.    Diese 

Arbeit  muss  gleich  sein  der  Grösse  A  in  Formel  (11),   unter  der  Vor- 

24* 
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aussetzung,  dass  währeud  des  Verdichtungsprozesses  keine  Wärme  durch 
Ausstrahlung  an    den  Weltraum  verloren   gegangen   sei.      Hieraus    folgt 

-^R37r()stE=-^-7rVcR5. 

Da  die  Grössen  c  und  E  konstant  sind,  so  ist  mithin  die  ursprüng- 
liche Temperatur  t  eines  Himmelskörpers  proportional  seiner  Ober- 
fläche ?r  R2  und  seiner  Dichtigkeit  p. 

Setzt  mau  die  Grösse  s  für  alle  Himmelskörper  als  konstant  voraus 
und  bezeichnet  mit  t,  die  ursprüngliche  Temperatur,  mit  R,  den  Ra- 
dius und  mit  p,  die  Masse  der  Kubikeinheit  eines  andern  Himmels- 
körpers, so  ist  nach  (12) 

dB)  *-.|^V. 

Durch  Division  von  (12)  und  (13)  folgt 

Um  die  ursprüngliche  absolute  Temperatur  der  Erde  zu  bestim- 
men, sei  M  die  Masse  der  Erde,  diese  Masse  als  gleichförmig  gedacht ; 
G  das  Gewicht  der  Masse  g,  welche  in  der  Kubikeinheit  enthalten  ist, 
wenn  sich  diese  Masse  auf  der  Erdoberfläche  befindet,  s  die  spezifische 
"Wärme  der  Erdmasse,  d.  h.  die  Wärme,  welche  nötig  ist,  um  1  Kilo- 
gramm der  Erdmasse  um  1  Zeutigrad  zu  erwärmen,  so  ist  die  Erd- 
masse gleich 

(15)  |-R37r?  =  M 

und  nach  dem  Gesetz  der  Gravitation,  indem  man  G  als  Anziehungs- 
kraft der  Massen  M  und  q  auffasst,  welche  sich  im  Abstände  R  von 
einander  befinden,  gleich 

(16)  c|f  =  G. 

4 
Das  Gewicht  der  Erdmasse  ist  =  — R37rG.      Wird    dasselbe   von 

o 

0   auf   1    Grad    erwärmt,    so    ist    eine    Wärmemenge    erforderlich    = 
4 
—  R37rGs.      Wird  dieses  Gewicht   auf  t  Grad  erwärmt,    so  bedarf  es 

4 
hierzu  einer  Wärmemenge  =  — R37rGst.      Dieser   Wärme   entspricht 

4 
eine  mechanische  Arbeit  =  —  R37rGstE,    da    jede    Kalorie    Wärme 

eine  Arbeit  =  E   produzieren   kann.       Diese    Arbeit   muss    gleich    der 
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sein,    welche   aus   dem  Verdichtungsprozesse    der    Erde   entstanden  ist. 
Man  hat  daher  nach  (11) 


(17) 


yR37rGstE 


Multipliziert   man   die    Gleichungen  (11),  (15),  (16)  und  (17)  mit 
einander,  so  folgt  die  gesuchte  Formel 

Nun  sei 

s  =  0,2,     E=436Kil.-Met,     R  =  6365000  Met., 
so  folgt  als  Wert   der  ursprünglichen  Temperatur   der   Erde  nach  (18) 
3-6365000 


(19) 


43796  Grade. 


5-0,2-436 

Vermöge  der  Formel  (14)  und  des  Wertes  von  t  aus  (19)  erhalt 
mau  folgende  Resultate  (Halbmesser  und  Dichte  der  Himmelskörper 
nach  dem  Anuuaire,  1864) 


Radius 

Mittlere 

Temperatur. 

R. 

Dichte  q. 

Relative. 

Absolute  t. 

Merkur 

0,391 

2,940 

0,449 

196800 

Venus 

0,985 

0,923 

0,895 

39197 

Erde 

1,000 

1,000 

1,000 

43796 

Mars 

0,519 

0,948 

0,255 

11168 

Jupiter 

11,225 

0,238 

29,988 

1313612 

Saturn 

9,022 

0,138 

11,233 

491962 

Uranus 

4,344 

0,180 

3,397 

129326 

Sonne 

112,060 

0,252 

3164,500 

138592000 

Mond 

0,273 

0,557 

0,041 

1795 

VII.  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  mit  zwei 
Veränderlichen. 

336.    Sonderling   der    Veränderlichen.      Die   Differentialgleichungen, 
welche  bisher  integriert  wurden,  hatten  die  Form 

(1)  f(x)dx  =  y(y)dy 

oder  konnten  auf  einfache  Weise  auf  diese  Form  gebracht  werden. 
Diese  Gleichung  besteht  zwischen  zwei  Differentialien,  wovon  jedes  nur 
eine  Variable  enthält.  Man  sagt  deshalb ,  die  Variabein  seien  in  der 
Gleichung  (1)  gesondert  oder  getrennt. 

dy 
Wenn  bei  einer  Differentialgleichung,  welche  die  Grössen  x?y?~i — 

in  beliebiger  Verbindung  enthält,  diese  Sonderuug  bewirkt  werden  kann, 
so  hat  man  nur  jedes  der  Differentiale  (1)  nach  den  in  frühern  Ab- 
schnitten angegebenen  Regeln  zu  integrieren. 
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Diese   Sonderung   kann   sehr  oft   durch   hlosse   Umformung  erzielt 
werden,  so  z.  B.  in  den  Gleichungen 

Ydx-|-Xdy  =  0,    woraus     ^+^  =  0, 
XYdx  +  X,Y,dy  =  0,         „         *  dx  +  ^dy  =  0, 

worin   Y    eine    Funktion    von    y    und    X    eine    Funktion     von    x    be- 
zeichnet. 

Bei  gewissen  Funktionen   lässt  sich   die   Sonderung   der  Variabein 
erzielen  durch  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen.     Wenn  z.  B. 

(2)  dy  =  f(£)dx, 

so  setze  man  —  =  t,  so  kommt 
x 

y  =  xt,       dy  =  xdt-|-t,dx. 
Folglich  durch  Substitution  in  (2) 

xdt-ftdx  =  f(t)dx, 
dx  _        dt 
x    ~~  f(t)  —  f 

337.   Sonderuug  der  Variabelu  bei  liuearen  Differeiitialgleichuugen. 

Man  nennt  eine  Gleichung  von  der  Form 

(1)  dy  +  f(x)ydx  =  y(x)dx 

eine  lineare,  weil  die  abhängig  Variable  y  und  ihr  Differential  dy  nur 
in  der  ersten  Potenz  vorkommen. 

Behufs  der  Sonderung  setze  man 

(2)  y  =  xt, 

worin  X  eine  Funktion  von  x  und  t  eine  neue  Variable  bezeichnet,  so 
erhält  man  durch  Differentiation  von  (2) 

(3)  dy  =  Xdt  +  tdX. 

Führt  man  die  Werte  von  y  und  dy  aus  (2)  und  (3)  in  (1),  so 
kommt 

Xdt  +  tdX-|-Xtf(x)dx  =  SP(x)dx. 

Da  der  Wert  von  X  willkürlich  ist,  so  kann  mau  denselben  so 
wählen,  dass  die  beiden  Glieder,  welche  X  enthalten,  zusammen  =0 
werden.     Dies  gibt  folgende  zwei  Gleichungen 

(4)  dt  +  tf(x)dx  =  0. 

(5)  tdX  =  9>(x)dx. 


Aus  (4)  folgt 
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At=-f(x)dx, 


logt  =  —  ff(x)dx. 

(6)  t=e-/fWdx. 

Setzt  man  diesen  Wert  von  t  in  (5),  so  wird 

(7)  dX  =  y(x)dxe/fWd\ 

Wird  diese  Formel  (7)  integriert,  so  erhält  man  X.  Führt  man 
diesen  Wert  von  X  und  den  von  t  aus  (6)  in  (2),  so  erhält  man  den 
gesuchten  Wert  von  y. 

Es  sei  z.  B.  zu  integrieren 

d  y  -f-  x  y  d  x  =  a  d  x, 

so  ist  f  (x)  =x,  <p  (x)  =a.     Setzt  man  y  =  Xt,  so  wird 

x2  -  — 

x  d  x  = —  ;      t  =  e     2  ; 


logt-  -/ 

r<U;     X=aleTdx. 

t2    r*   x' 


dX  = 

Folglich 

y  =  ae     2    I  e  2  dx 


338.  Sonderung  der  Veränderlichen  bei  homogenen  Differential- 
gleichungen. Eine  Gleichung  heisst  homogen,  wenn  in  ihr  die  Anzahl 
der  Dimeusiouen  der  Veränderlichen  in  allen  Gliedern  dieselbe  ist. 
Homogen  sind  demnach  die  Gleichungen 

xydy-)-x2dx-}-y2dx  =  0, 

dx-f^=Z dy  =  0. 

Fx2  +  y2      y 

Nun  sei  allgemein 

(1)  f(x,y)dx=y(x,y)dy 

eine  homogene  Gleichung.  Man  setze  in  ihr  y  =  xz,  so  wird  x  in  je- 
dem Gliede  der  Gleichung  mit  demselbeu  Exponenten  vorkommen. 
Ist  die  Summe  der  Exponenten  in  jedem  Gliede  =  n,  so  ist  mithin  xn 
ein  gemeinschaftlicher  Faktor  der  Gleichung.  Nach  Entfernung  dieses 
Faktors  werden  die  Vorzahlen  von  dx  und  dy  in  (1)  nur  noch  Funk- 
tionen von  z  sein.     Aus  (1)  folgt  deshalb 

(2)  £-*»• 
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worin  ty  (z)  eine  Funktion  von  z  allein  bezeichnet.      Differeutiiert  man 
y  =  x  z,  so  folgt 

dy  =  xdz-}-zdx. 

Folglich  durch  Substitution  dieses  Wertes  von  dy  in  (2) 

xdz-|-zdx=V(z)dx, 
woraus  sich  ergibt 

dx  _  dz 

~  "  "    xp  (Z)  —  z   " 

In  dieser  Gleichung  ist  nun  die  Sonderung  der  Variabein  voll- 
zogen. Man  integriere  sie  und  führe  den  Wert  von  z  aus  y  =  x  z  ein, 
so  erhält  man  das  Integral  von  (1). 

Es  sei  z.  B.  zu  integrieren 

(3)  (x  —  y)  d  x  =  x  d  y. 
Man  setze  y  =  xz,  so  wird  (3)  zu 

(x  —  x  z)  d  x  =  x  d  y 
oder  nach  Entfernung  des  gemeinschaftlichen  Faktors  x 

(4)  (1  — z)dx  =  dy. 

Aus  y  =  xz  folgt  aber  dy  =  xdz-f-zdx;  hierfür  wird  (4) 

(1  —  z)  d  x  =  x  d  z  -|-  z  d  x;     (1  —  2  z)  d  x  =  x  d  z, 

d x  _        dz  1    d  (—  2  z) 

~Y~  ~~ "   1  — 2  z  ~"  ~~  ~2~  ~T— 2  z  ' 

Folglich  durch  Integration 

log  x  =  —  -  log  (1  -  2  z)  -f  -  log  a, 

worin  —  log  a  die  Konstante  der  Integration  bezeichnen  soll.    Man  kann 

A 

auch  schreiben 


logx 

=  2log 

a 

1  — 2z 

' 

logx2; 

=  log- 

a 
1  — 2z  ' 

x2  — 

a 
1  —  2z  ' 

Führt 

man   schliesslich 

noch  z  = 

y    . 

=  —  ein , 
x 

so  komi 

Integral 

x  (x  —  2  y)  =  a. 

339.    Vollständigkeit    des    Differentials    einer    Gleichung  mit   zwei 
Variaheln.     Es  sei  f  (x,  y)  =  0  eine  Funktion  mit  zwei  Veränderlichen. 
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Man  bezeichne  sie  mit  u,   so  wird  n  =  0  sein.      Durch   Differentiation 
erhält  man 


(1) 


--.(©*?*(£>/.-* 


wobei  die  Grössen  -  —  und  -r  -    die    partiellen    Differentialverhältnisse 
dx  dy 

der  Funktion  in  Hinsicht  x  und  y  sind  (§  257).     Man  setze  nun 

v  '  dx  dy 

so  wird  Gleichung  (1) 

(3)  du  =  Pdx  +  Qdy  =  0. 

Man  differentiiere  P  in  Hinsicht  y  und  Q  in  Hinsicht  x,  so  kommt 
dP  _    d2u  dQ  =   d2u 

dy        dxdy'       dx        dydx' 

Da  nun  aber  - — —  =  - — —  ,  indem  es  gleichgültig  ist ,    ob  man 
dxdy       dydx 

u  zuerst  in  Hinsicht  x,    dann  in   Hinsicht  y    differentiiert   oder   umge- 
kehrt, so  wird  sein 

(4)  dP  =  dQ 
W  dy        dx 

Wenn  ein  Differential  zwischen  zwei  Variabein  so  beschaffen  ist, 
dass  die  Bedingung  (4)  erfüllt  wird,  so  nennt  man  das  Differential  ein 
vollständiges  oder  genaues.  Ein  vollständiges  Differential  kann 
so  aufgefasst  werden,  als  sei  es  durch  unmittelbare  Differentiation  aus 
der  ursprünglichen  Funktion  abgeleitet  worden.  Ein  solches  Differen- 
tial kann  immer  integriert  werden.  Ein  allgemeines  Verfahren  hierzu 
ist  folgendes. 

Man  integriere  zuerst  die  Gleichung 

P  =  — —      oder     d  u  =  P  d  x 
dx 

in  Hinsicht  x,  so  wird  man  erhalten 

(5)  u=fpdx  +  Y. 

Die   Grösse  Y    vertritt  hier   die    Stelle   der  Konstanten,   ist  aber 
allgemein   als    eine   Funktion   von  y   zu   betrachten,    welche    noch    be- 
stimmt werden  muss.     Man  bezeichne  das  Integral  j  PdxmitU,  so  ist 
u  =  ü-fY. 
Diese  Gleichung,  in  Hinsicht  y  differentiiert,  gibt 
du  =  du    .     dY 
dy  ~~~  dy    '    dy  ' 
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Da  nun  aber  auch  — —  =  Q,  so  wird  mithin 

dy 


dtT 

y 

Somit  erhält  man  durch  Integration  in  Hinsicht  y: 


r±«*,-m* 


•JT>-t?>- 


Führt  man  diesen  Wert  von  Y  in  (5),  so  erhält  man  den  Wert 
von  u,  somit  das  gesuchte  Integral. 

340.    Integrierender  Faktor.     Wenn  ein  Differential 

(1)  Mdx  +  Ndy  =  0 

zwischen  zwei  Veränderlichen  x,  y  kein  vollständiges  ist,  so  kann  es 
durch  einen  Faktor  z,  der  im  allgemeinen  eine  Funktion  von  x,y  sein 
wird,  zu  einem  vollständigen  gemacht  werden. 

Denn  nach  der  Bedeutung  von  z  wird  also  das  Differential 

(2)  Mzdx+Nzdy  =  0 

ein  vollständiges  sein,  also  die  Bedingung  erfüllen 
d(Mz)  _  d(Nz) 
dy  dx 

Allein  diese  letzte  Gleichung  gibt,  indem  man  die  Differentiation 
ausführt 

fO\  AT     dZ         I  dM  AT     dZ        I  dN 

(3)  M  -—  +z-v—  =N—  -f-z-j— . 

dy1       dy  dx'       dx 

Wenn  die  Grösse  z,  welche  man  den  integrierenden  Faktor  nennt, 
aus  dieser  Gleichung  (3)  bestimmt  werden  kann,  so  multipliziere  man 
(1)  damit  und  es  wird  diese  Formel  integriert  werden  können. 

Allein  z  lässt  sich  aus  (3)  nur  in  besoudern  Fällen  ermitteln. 
Unter  diesen  Fällen  heben  wir  denjenigen  hervor,  wo  z  eine  Funktion 
von  einer  der  Variabein  x,  y  ist. 

Es  sei  z    eine  Funktion   von  x ,    so    wird  — —  =  0.     Hierfür  folgt 

dy 

aus  (3) 

dM        dN 

(4)  dz  dy         dx      , 

= ^ dx. 

z  N 

Ist  z  eine  Funktion   von  y ,    so    wird  - —  =  0     und    man    erhält 


aus  (3) 

dN        dM 
(5)  dz  dx        dy 


dx 


dy. 
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Wird  der  Ausdruck  (4)    oder   (5)    integriert,    so. erhält  man   den 
integrierenden  Faktor  z. 

Es  sei  zu  integrieren  die  Differentialgleichung 

(6)  (l-f  a|/T+^2)dx-j-2by]Af+^dy  =  0. 

Da  mit  M  die  Vorzahl  von  dx,    mit  N  diejenige  von  dy  bezeich- 
net wird,  so  ist 

dM  dN  _    2bxy 

"dy"  ~       "dx  _ yr+x5' 

Die   Werte   von  — —  und  — —  sind  verschieden.     Die  Formel  (6) 
dy  dx 

ist  also  kein  genaues  Differential.  Gesetzt,  es  gebe  einen  integrieren- 
den Faktor  z  dieser  Gleichung,  welcher  nur  eine  Funktion  von  x  ist, 
so  wird  man  nach  (4)  erhalten 

dz  _  xdx 

~V~  ~  T+x^' 
Somit 

log  z  =  —  -  log  (1  +  x2)  -f  -  log  c, 

wenn  die  Integrationskonstante  mit  —  logc  bezeichnet  wird.  Dies  gibt 
auch 


logz  =  log|/r:px2,       z  =  |/- 


c 


Multipliziert  man  die  gegebene  Gleichung  mit  diesem  Werte  von  z, 
so  kommt 


MFife+a)ds+2bK' 


c  y  d  y  =  0. 


Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

Fe"  [log(x  +  "Kl+T2)  +  ax]  +  by2  Vc  =  c' 

oder  indem  man  mit  ]/~c  dividiert  und  c' :  Vc  mit  h  bezeichnet 

(7)  l0g(x_^yi4.Y2)  +  ax-j-by2-h  =  0. 

Wird  diese  Formel  differentiiert,  so  erhält  man  in  der  That  die 
gegebene  Gleichung  (6).     Somit  ist  (7)  das  Integral  von  (6). 

Man  sieht  übrigens,  dass  in  der  vorgelegten  Gleichung  die  Sonde- 
rung der  Variabein  durch  Division  mit  "K 1  ^f- x2  ausgeführt,  die  Inte- 
gration somit  ohne   einen  integrierenden  Faktor   bewirkt  werden  kann. 

341.  DiflfereutialgleichiiDg  mit  dem  Quadrat  des  Differentialyerhält- 
nisses.     Eine  Differentialgleichung  zwischen  den  Variabein  x,  y  enthalte 
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dy 
das  Differential  Verhältnis  ~r    in  der  ersten  und  zweiten  Potenz,  so  kann 
dx 

diese  Gleichung  auf  die  allgemeine  Form 

(£)■+<&)+«-» 

gebracht  werden ,   wo  P  und  Q  Funktionen    von  x  oder  y  oder  beiden 
Variabein  sein  können. 

Man    löse   Gleichung   (1)    wie    eine   quadratische    in  Hinsicht  -p- 

auf,  so  erhält  man  zwei  Wurzelwerte.      Diese  seien  A  und  B,  so  geht 
die  gegebene  Gleichung  über  in  das  Produkt 

Diese  Gleichung  kann  nur  bestehen,  wenn  der  eine  oder  audere  der 
Faktoren  =  0  ist.  Daher  entstehen  folgende  zwei  Differentialgleichungen 
der  ersten  Ordnung 

(2)  dy  =  Adx;       dy  =  Bdx. 

Lassen  sich  diese  integrieren,  so  multipliziere  man  ihre  Integrale 
mit  einander  und  das  Produkt  ist  das  Iutegral  der  gegebeneu  Gleichung  (1). 

/dy\2 
Als  Beispiel  diene  die  Gleichung  (~p-)   —  a2  =  0,    so    folgt 

durch  Zerlegung  in  ein  Produkt 

Daher  ergeben  sich  die  Gleichungen  der  ersten  Ordnung 

dy  =  adx;       dy=  — adx 

und,  da  a  konstaut  ist,  durch  Integration 

(4)  y  =  ax  +  C;       y  =  —  ax  +  C. 

Diese  Gleichungen  entsprechen  zwei  Geraden;  die  eine  hat  a,  die 
audere  —  a  zur  trigonometrischen  Tangente  des  Winkels ,  den  sie  mit 
der  Abscissenachse  macht.  Die  Linien  liegen  daher  zu  beiden  Seiten 
dieser  Achse  und  bilden  mit  ihr  gleiche  Winkel.  Die  Konstanten  C,C 
sind  die  Stücke ,  welche  sie  auf  der  Ordinatenachse ,  vom  Anfangs- 
punkt aus,  abschneiden.     Hiernach  geht  Gleichung  (3)  über  in 

(y  —  a  x  -  C)  (y  +  a  x  -  C)  =  0 

oder  durch  Ausführung  der  Multiplikation  in 

y2  __  (c  -f  C)  y  -  a2  x2  -  a  (C  —  C)  x  -f  CC  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  das  Integral  der  gegebenen  Differentialgleichung. 
Sie  stellt  eine  Hyperbel  dar  für  jenen  speziellen  Fall,  wo  die  beiden 
Kurven  in  zwei  Gerade  übergehen,  die  sich  für  C'  =  C  im  Mittel- 
punkt schneiden. 
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In  vielen  Fällen  führt  jedoch  die  Auflösung  der  Gleichung  (1)  auf 
zwei  solche  Gleichungen  (2),  bei  welchen  eine  Sonderung  der  Veränder- 
lichen nicht  gelingt.  Mau  kann  alsdann  folgendes  Verfahren  ver- 
suchen. 

Es  werde  Gleichung  (1)  in  Hinsicht  x  oder  y  aufgelöst  und  so- 
dann -r-=-  =  p  eingeführt,  so  erhält  man  den  Zusammenhang  zwischen 
dx 

x,  y  und  p  unter  einer  der  beiden  Formen 

x=<jP(y,p);       y  =  ?(x,p). 

Gesetzt  es  gelinge  die  Herstellung  der  zweiten  dieser  Gleichungeu, 
so  liefert  ihre  Differentiation  eine  Gleichung  der  ersten  Ordnung  zwi- 
schen x  und  p.  Denn  die  Grösse  d  y,  welche  links  noch  vorkommt, 
kann  sofort  durch  pdx  ersetzt  werden.  Mau  ermittele  nun  das  Inte- 
gral dieser  Gleichung  und  eliminiere  p  aus  dieser  Integralgleichung  und 
der  gegebenen  Gleichung,  so  erhält  man  das  gesuchte  Resultat.  Zwei 
Beispiele  mögen  das  Verfahren  erläutern. 

I.    Es  sei  zu  integrieren 

(5)  (|£)2-{-ax-by  =  0. 

Nach  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  angegebeneu  allgemei- 
nen Verfahren  erhält  man  folgende  zwei  Gleichungeu  der  ersten  Ordnung 


4I  =  +  Kb7^^;    Ü-^-Kb7=7i. 

dx  dx 

Da  aber  iu  denselben  die  Sonderuug  der  Veränderlichen  nicht 
direkt  möglich  ist,  so  wende  mau  das  soeben  angegebene  spezielle  Ver- 
fahren au.     Zu  diesem  Zwecke  setze  mau  -j'~  =  p  in  (5),  so  folgt 

b  y  =  p2  -f-  a  x 
also  durch  Differentiation,  nachdem  noch  dy  durch  pdx  ersetzt  worden 

2pdp 


dx 

Diese  Gleichung  kann  aber  integriert  werden.     Man  setze  bp  —  a 
=  b  z,  so  wird 


dp  =  dz; 


bp- 
ie 

a-f-b; 


b 
.  2    fadz    .    ,  •'  1 

dx=^L— +bdzJ 

und  durch  Integration 


2 
-p-[alogz  +  bz]  +  C 


[alog(p-|)  +  bp-a]  +  C. 
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Eliminiert  mau  nun    aus  dieser  und    der   gegebenen  Gleichung  die 
Grösse  p,  so  erhält  mau  das  Integral  von  (5). 

II.     Es  sei  ferner  zu  integrieren 

(6)  ydx  —  xKdx2  +  dy2  =  0. 
Man  erhält  zunächst  durch  Einführung  von  p 

(7)  y  =  xlAf+p2 
uud  durch  Differentiation 

pdp 


dy  =  dx  Kl  +  p2  +  x 


Kl  +  P2 
Daher,  wenn  dy  durch  pdx  ersetzt  wird 

(p-Kl+p2)dx  =  x17Ä=. 

v  i+p2 

Multipliziert  man  noch  auf  beiden  Seiten  mit  p-}~Vl  -f-p2,  so 
geht  die  Gleichung  über  in 

dx  ,  p2dp 

—  =  —  p  d  p  —  —=--> 

Fi+p2 

Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt  unter  Benutzung  von  For- 
mel (5),  §  82 

log  x  =  \  [log  (p  +FITP2)  -  P2  -  P  Kl  +?]  +  C 

Setzt  man   den  Wert  p  =  -^ —    —    aus    (7)    hier    ein ,    so 

erhält  man  das  Integral  von  (6). 

342.  Integration  der  Differentialgleichungen  durch  Reihen.  Bis- 
weilen gelingt  es  eine  Differentialgleichung  durch  eine  konvergeute 
Reihe  zu  integrieren.  Wir  zeigen  das  Verfahren  nach  der  Maclaurin'- 
schen  Reihe  und  nach  dem  Satz  der  unbestimmten  Koeffizienten. 

I.    Die  Maclaurin'sche  Reihe,  §  253,  Formel  (3),  ist 
(1)  f  (x)  =  f  (a)  +  f  (a)  (x  -  a)  + 1"  (a)  -(x^|)-  + . . 

Dafür  schreibt  man  auch  häufig 

v      »-»+(©.«'-'>+(ffi,i^.+-- 

wobei  die  Bedeutung   von  ya,  (  -=     )   , . .    durch  Vergleichung   mit  (1) 
sich  leicht  ergibt. 

Nach  dieser  Reihe  soll  die  Differentialgleichung 

{ö)  dx~2x        y 
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integriert  werdeu.     Mau  erhält  durch  Differentiation   von  (3) 

d2y  _JL   i   JL  d3y  ==    3         _2^ 

dx2  -  2x2  "^  y2    '  dx3  x3  y3~' 

d4y  _  9       .   _6_  d5y  _  J36 2£ 

dx4  ~~  x4    +  y4    '  dx5  "~  x5  y5  ," 

Mau  bezeichne  nun  denjenigen  Wert  von  y ,  welcher  für  x  =  a 
entsteht,  mit  ya  und  führe  diese  gleichzeitigen  Werte  von  x  und  y  in 
die  vorstehenden  Differential  Verhältnisse  ein  und  sodauu  die  entstande- 
nen Resultate  iu  die  Reihe  (2),  so  erhält  man 

In  dieser  Reihe  vertritt  die  Grösse  ya  die  Stelle  der  Iutegratious- 
koustanten. 

Nehmen  wir  an,  es  werde  für  a  =  1  die  Grösse  ya  =  1 ,  so  geht 
die  vorstehende  Reihe  über  in 

(4)  y  =  l  +  }(x-l)-^2(x-l)»  +  iii-(K-l)' 

Diese  Reihe  ist  konvergent  für  Werte  von  x  —  1,  welche  zwischen 
—  1  und  4 1  liegen,  also  für  Werte  von  x  zwischen  0  uud  2. 

IL  Behufs  der  Integration  durch  Reihen  wendet  man  oft 
mit  Vorteil  die  hypothetische  Gleichung 

(5)  y=A-f-Bx  +  Cx2+Dx3  +  .. 

an,  worin  A,  B,  C, . .  konstaute,  von  x  und  y  unabhängige  Faktoren 
bezeichnen,  welche  nach  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten 
bestimmt  werdeu. 

Es  sei  zu  integrieren 

(6)  £-"-* 

Aus  (5)  folgt  ^  =  B  +  2Cx-j-3Dx2  +  4Ex3  +  .. 

dy 
Setzt  man  diese  beiden  Werte  von  — -  einander  gleich,  so  kommt 

y  2  =  a  x  _  ( ß  -[_  2  C  x  +  3  D  x 2  -f  4  E  x 3  + . . ) . 

Ersetzt  man  hierin  y2  durch  den  aus  (5)  hervorgehenden  Wert, 
so  erhält  man 

A242ABx42AC   x242AD  i  x34..  =  ax-(B4-2Cx43Dx2+..) 

4-B2  42BC!     +.. 
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Iu  dieser  Gleichung   raüsseu  die  Vorzählen   gleich    hoher  Potenzen 
der  Variabelu  gleich  sein.     Dies  führt  zu  folgenden  Relationen 

B  =  —  A2,      2AB  =  a-2C,      2AC  +  B2=  —  3D,.. 

C  =  A»  +  y,     D=-A*  +  -^-,.. 

Setzt  man   diese  Werte  B,  C,  D, . .  in  (5) ,   so  erhält  mau   die   ge- 
suchte Reihe 


y  =  A 


+^+-iy-^-^-y+- 


Diese  Formel  ist  das  Integral  von  (6).  Die  unbestimmte  Grösse  A 
bezeichnet  die  Konstante  der  Integration. 

343.    Integration    der    Differentialgleichungen   durch   Konstruktion. 

Es  sei  eine  Gleichuug  von  der  allgemeinen  Form 

gegeben.     Man   soll  durch   Konstruktion   den   Zusammenhang   zwischen 

den  Variabein  x,  y  angeben. 

Damit  die  Aufgabe  bestimmt  wird,  muss  ein  Punkt  B  (Fig.  122) 

durch  seine  Koordinaten  OA  =  a,  AB  =  b,  durchweichen  die  aus  (1) 

hervorgehende   Kurve   BE    gehen  soll,    gegeben 

sein.      Setzt  man  nun   die  Werte  x  =  a,  y  =  b 

in  (1),  so  findet  mau  den  entsprechenden  Wert 

dy 
von  —r~.     Dieser  Wert  ist  die  trigonometrische 
dx 

Tangeute  des  Winkels ,    welchen   die   Kurve  im 

Puukte   B    mit   der    Abscissenachse   Ox   bildet. 

Ist  deshalb   BB'    eine   Tangente   an   die   Kurve 

und  BC  parallel  zu  Ox,  so  ist  jener  Wert  von 

dy 

-™  =  tang  B'  B  C.      Lässt  mau  nun  a   um  eine 
dx 

sehr  kleine  Grösse  Ax  =  AA'  =  BC  zunehmen,  so  wird  der  Zu- 
wachs CB'  der  Ordinate  AB  aus  dem  rechtwinkeligen  Dreieck  CBB* 
sehr  annähernd  erhalten  gleich 

CB'=BCtangCBB'. 

Allein  tang  C  B  B'  ist  berechnet  und  A  x  angenommen ;  also  ist 
auch  die  Ordinate  A'B'  =  AB-j-B'  C  als  gefunden  zu  betrachten. 
Entsprechende  Werte  der  Gleichung  (1)  sind  also 


Fig.    122. 

a  +  Ax;     y  =  b  +  (|£)Ax. 


Setzt  man  dieses  Paar  Werte  in  (1),    so    erhält   man  einen  neuen 

dy 
Wert  von  -=-=-.      Dieser   ist   die    trigonometrische   Tangente    des   Win- 
kels C'B'B",    welchen   die  Tangente  B'B"    durch   den   Punkt  B'   mit 
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der  Abscisseurichtuug  B'  C  bildet.  Lässt  inau  also,  die  Abscisse  um 
die  sehr  kleine  Grösse  A'  A"  =  B'  C  zunehmen ,  so  erhält  man  als 
Zuwachs  C'B"  der  Ordinate 

C  B"=  B'  C  tang  C  B'  B". 

Hieraus  ergibt  sich  der  ganze  Wert  der  Ordinate  A"  B"  =  A'  B' 
-f-  C  B". 

Auf  diese  Weise  kann  man  eine  hinreichende  Anzahl  von  Punk- 
ten der  Kurve  konstruieren.  Folglich  kann  man  auch  für  irgend  einen 
Wert  von  x  den  entsprechenden  von  y  finden.  Die  Resultate  werden 
um  so  richtiger,  je  kleiner  die  Abscissenzuwachse  Ax  genommen 
werden. 

Beispiel.     Man  soll  die  Differentialgleichung 

(2)  2xydy  —  3ydx-f2xdx  =  0 

konstruieren,    uuter    der    Voraussetzung,    dass    die    Kurve   durch   den 
Punkt  x  =  l,  y  =  l  gehe. 
Man  erhält  aus  (2) 

(3)  *I  =  -L._Ji 

{6)  dx         2x         y" 

Für  x  =  1,  y  =  1  wird  ^  =  0,5.  Ist  deshalb  0  A  =  A  B  =  1, 
so  ist  tang  C  B  B'  =  0,5.     Nun  nehme  man  A  x  =  0,05,  so  wird 

C  B'  =  0,05  •  0,5  =  0,025, 

A'B'  =  1  -|-0,025=  1,025. 
Setzt  man  x  =  0A'  =  l,05  und  y=  1,025  in  (3),  so  wird 

41  =  tang  C  B'  B"  =  0,452962. 
dx 

Nimmt  man  daher  den  Zuwachs  A'  A"  =  0,05,  so  wird 

B"  C  =  0,050  •  0,452962  =  0,022648, 

A"  B"  =  1,025-1-0,022648  =  1,047648,  u.  s.  w. 

Das  Integral  dieser  Differentialgleichung  (3)  ist  in  §  342,  For- 
mel (4),  für  die  hier  gemachten  Voraussetzungen  angegeben.  Für 
x— 1,1  erhält  mau  vermittelst  jener  Reihe  y  =  1,047655.  Dieser 
Wert  weicht  von  dem  obigen  von  A"  B"  erst  in  der  fünften  Dezimal- 
stelle ab. 


ergibt  sich,  dass  jeder   Differentialgleichung  f(  x,  y,  — - 


344.    Allgemeines  Integral  einer  Differentialgleichung.     Aus  §  343 

dy\ 

—    =0  eine  Kurve 
Ix/ 

entspricht.      Die  Gleichung  dieser  Kurve  ist  das    Integral   der  gegebe- 
nen Differentialgleichung. 

Allein  da  der  Puukt  B  (Fig.  123) ,  durch  welchen  die  Kurve 
gehen  soll,  beliebig  gewählt  werden  kann,  so  entsprechen  der  Differen- 
tialgleichung unendlich  viele  Kurven  B,  B',  B", . . .      Diese   Kurven  sind 

Autenheimer,   Elementarbuch.  25 
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Fig.  123.  iu  ihrer  Lage  und  im  allgemeinen  auch  in  ihrem 
Laufe  verschieden.  Sie  haben  die  allen  gemeinsame 
Eigenschaft,  dass  ihre  Neigung  zur  Abscisseuachse 
für  irgeud  einen  Punkt  der  Kurven  eine  Funktion 
ist  der  Koordinaten  dieses  Punktes,  d.  h.  sobald  die 
Koordinaten  eines  Puuktes  gewählt  sind,  ist  auch  der 
Lauf  der  Kurve,  welche  durch  denselben  geht,  be- 
stimmt. Das  Integral ,  um  ebenso  allgemein  zu  sein 
wie  die  Differentialgleichung ,  muss  daher  alle  diese 
Kurven  darstellen.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  das  Integral  eine  willkür- 
liche Konstante  enthält,  welche  nicht  in  der  Differentialgleichung  vor- 
kommt und  durch  deren  Wahl  zu  irgend  einer  Kurve  übergegangen 
werden  kann. 

Der  fragliche  Uebergang  ist  aber  auch  in  der  That  durch  eine 
einzige  wirkliche  Konstante  möglich.  Um  das  einzusehen,  ziehe  man 
in  der  Ebene  der  Kurven  eine  Gerade  A  B'  B"  . .  parallel  zur  Achse  0  y, 
im  Abstände  x  =  a  zur  Ordinatenachse.  Alle  Kurven  werden  diese  Ge- 
rade schneiden  und  zwar  in  Punkten ,  welche  verschiedene  Abstände 
von  der  Abscisseuachse  haben.  Sobald  nun  auf  dieser  Geraden  die 
Abstände  AB,  AB', ..  gewählt  sind,  ist  auch  die  entsprechende  Kurve 
bestimmt. 

Das  Integral  mit  der  willkürlichen  Konstauten  heisst  das  allge- 
meine Integral.  Legt  man  den  Konstanten  einen  bestimmten  Wert  bei, 
so  wird  das  Integral  zu  einem  partikulären  (§  84). 

345.   Singuläres  Integral  zu  einer  Differentialgleichung.     Es  sei 

(1)  F(x,y,c)  =  0 

das  Integral  einer  Differentialgleichung  und  die  Grösse  c  die  Konstante 
der  Integration.  Gibt  man  dieser  Konstanten  verschiedene  Werte,  so 
erhält  man  aus  dem  allgemeinen  Integral  (1)  ebenso  viele  partiku- 
läre Integrale.  Diese  stellen  Kurven  (Fig.  124)  derselben  Art  dar, 
die  sich  möglicherweise  schneiden  können.  Lässt  man  in  dem  Falle, 
dass  sie  sich  schneiden,  die  Grösse  c  durch  unendlich 
kleine  Intervalle  sich  ändern ,  so  werden  die  auf- 
einander folgenden  Durchschuittspunkte  B,  B',  B", . . 
der  entsprechenden  Kurven  eine  neue  Kurve  bil- 
den ,  welche  jede  der  andern  Kurven  berührt  und 
deshalb  einhüllende  Kurve  genannt  wird.  Die 
Gleichung  dieser  einhüllenden  Kurve  ist  das  sin- 
gulare   Integral    der    gegebeneu    Differentialglei- 

dy 


chung.     Das  Differeutialverhältnis 


dx 


wie  es  aus 


dem  singulären  und  dem  allgemeinen  Iutegral  (1)  folgt,  erhält  den 
gleichen  Wert  für  den  Berührungspunkt  der  einhüllenden  und  der  ein- 
gehüllten Kurve. 

Um   das   singulare   Integral    aus    dem   allgemeinen    zu   bestimmen, 
gehe  man  von  einer  Kurve  aus,  welche  einem  bestimmten  Wert  von  c 
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entspricht,  lasse  sodanu  c  iu  c  — f—  d c  übergehen,  so  verwandelt  sich 
die  Gleichung  (1)  iu 

(2)  F(x,y,c)  +  ^!^dc  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Kurve  dar,  welche  der  angenommenen 
unendlich  nahe  liegt.  Durch  Vergleichung  von  (2)  und  (1)  folgt,  dass 
der  zweite  Teil  von  (2)  gleich  Null  sein  muss.  Dies  ist  der  Fall, 
wenn  entweder  dc  =  0  oder  wenn  das  Differential  Verhältnis 

(3)  1£^L=0 

de 

gesetzt  wird.  Aus  dc  =  0  folgt,  dass  c  konstant  sei,  was  zu  keiner 
weitern  Relation  führt.  Eliminiert  man  dagegen  die  Grösse  c  aus  (1) 
und  (3) ,  wodurch  man  die  •  Grössen  x,  y  in  beiden  Gleichungen  als 
gleich,  d.  h.  als  Koordinaten  der  Durchschnittspunkte  zweier  Kurven 
ansieht,  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x,  y ,  welche  der  ein- 
hüllenden Kurve  angehört. 

Man  differentiiere  daher  das  allgemeine  Integral  in  Hinsicht  der 
Konstanten  c,  setze  das  entstandene  Differentialverhältnis  =  0  und 
eliminiere  hieraus  und  aus  (1)  die  Konstante  c.  Erhält  man  auf  diese 
Weise  eine  Relation  zwischen  x  und  y,  so  ist  diese  das  singulare 
Integral.  Erhält  man  auf  diesem  Wege  keine  Relation  zwischen  x 
und  y,  so  durchschneiden  sich  die  Kurven  der  partikulären  Integrale 
nicht,  somit  fehlt  auch  ein  singuläres  Integral. 

Bei  Anwendung  dieser  Regel  ist  darauf  zu  achten,  dass  die  Glei- 
chung (1)  nicht  aufgelöst  sei  in  Hinsicht  c,  also  nicht  in  der  Form 

c  +  <jp(x,y)  =  0 

vorkomme.     Denn  in  dieser  Form  erhielte  man 

d[c  +  y(x,y)] 

de 

statt  der  Gleichung  (3).     Es  könnte  also  c  nicht  eliminiert  werden. 

Das  singulare  Integral  nennt  man  auch  die  besondere  Auflösung 
der  Differentialgleichung. 

Beispiel  1.     Es  sei 

(4)  y  =  ax-|-a2 

das  allgemeine  Integral  einer  gewissen  Differentialgleichung  und  a  die 
Konstaute  der  Integration.  Diese  Gleichung  stellt  eiue  gerade  Liuie 
dar.  Lässt  man  a  sich  stetig  ändern  von  — 00  bis  -\-oo,  so  erhält 
man  unendlich  viele  gerade  Linien.  Die  Durchschnittspnnkte  dieser 
Geraden  bilden  eine  Kurve.  Um  die  Gleichung  dieser  Kurve  zu  er- 
halten, differentiiere  man  (4)  in  Hinsicht  a  und  setze  das  Differential- 
verhältnis =  0.     Man  erhält 

(5)  x  +  2a  =  0. 


—     388     — 

Eliminiert  mau  a  aus  (4)  und  (5),  so  folgt 

x2 

(6)  »—- r 

Diese  Gleichung  ist  das  singulare  Integral.  Die  einhüllende  Kurve 
ist  somit  eine  Parabel,  deren  Scheitel  im  Anfangspunkt  liegt  und  deren 
Achse    mit  der   negativen    Richtung  der   Ordinatenachse   zusammenfällt. 

dy 
Das    Differeutialverhältuis    von    (4)    ist   -HL-=a    und     das     von 

dx 

(6)  —-  = —  — .      Für  a  =  —  -  ,    welcher  Wert   aus   (5)   folgt,    sind 

QX  a  £ 

diese  zwei  Differentialverhältnisse  einander  gleich.  Das  Eigentümliche 
des  singulären  Integrals  besteht  hiernach  darin,  dass  sein  Differeutial- 
verhältuis gleich  ist  demjenigen  des  allgemeinen  Integrals  für  einen 
bestimmten  Wert  von  x. 

Beispiel  2.     Es  sei  die  Differentialgleichung 
ydx  —  xdy=  aj^dx2  — }—  dy2 
gegeben.     Mau  dividiere  mit  dx,  so  kommt 
d^ 


*-jA+(£)- 


m  >-xdS 

Setzt  man  -^-  =  p,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 
dx 

y  —  px  =  a  V  l-|-p2 
und  indem  man  differentiiert 

apdp 
dy  —  xdp  —  pdx  =  =-7: — . 

Kl  +  p2 

Da  aber  dy  =  pdx,  so  folgt  hieraus 

Diese  Gleichung  zerfällt,  wegen  des  gemeinschaftlichen  Faktors  dp, 
in  folgende  zwei  Gleichungen 

(8)  dp  =  0,      x  +  1Aap =  0. 

Kl+P2 

Aus  d  p  =  0  folgt ,   dass   p  gleich    einer    konstanten  Grösse  c  sei. 
Setzt  man  c  für  p  in  (7),  so  erhält  man 


(9)  y-cx  =  a"Kl  +  c 


2^ 

Aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (8)  folgt  dagegen 


\ 


l  i 
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wobei  jedoch,  vermöge  der  Bedingung,  welche  in  der.  zweiten  der  Glei- 
chungen (8)  ausgedrückt  ist,  nur  das  untere  Zeichen  genommen  wer- 
den darf.     Hierfür  wird  die  Gleichung  (7)  zu 

™      '+v£*-  vf-*>  y2+xW- 

Nun  können  die  Gleichungen  (9)  und  (10)  als  Integrale  von  (7) 
angesehen  werden.  Gleichung  (9)  enthält  eine  willkürliche  Konstaute, 
welche  der  Gleichung  (10)  fehlt.  Die  letztere  geht  nicht  aus  der 
ersteren  hervor,  indem  man  der  Konstanten  c  einen  besondern  Wert 
beilegt,  d.  h.  es  ist  (10)  kein  partikuläres  Integral  von  (9). 

Um  zu  zeigen,  dass  (10)  ein  singuläres  Integral  zu  (9)  ist,  diffe- 
rentiiere  man  (9)  in  Hinsicht  c  und  setze  das  Differentialverhältnis 
=  0,  so  kommt 


(11) 


VT 


Eliminiert  man  c   aus  (9)  und  (11),    so   erhält   man  in   der  That 

die   Gleichung   (10).      Das   allgemeine   Integral    (9)    uud    das    singulare 

dy 
(10)  geben  denselben  Wert  des  Differential  Verhältnisses  —  —  für 


welcher  Wert   von  c2  aus  (11)    folgt.      Die  Gerade    der   Gleichung  (9) 
berührt  den  Kreis  der  Gleichung  (10). 


VIII.   Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  mit  zwei 
Variabein. 

34G.  Form  der  Gleichungen.     Eine  Gleichung  von  der  Form 
dy      d2y         düy 


/         dy     Vy         *LVo 
1  V'y'   dx'    dx2'"  dx»J 


heisst  eine  Differentialgleichung  der  nte"  Ordnung,  weil  das  höchste 
Differentialverhältnis,  das  in  ihr  vorkommt,  von  dieser  Ordnung  ist. 
Hiernach  wird  die  allgemeine  Form  der  Differentialgleichung  der  zwei- 
ten Ordnung  sein 


=  0, 


wofür  man  auch  schreiben  kann 

f  (x,  y,  d  x,  d  y,  d2  y)  =  0  und  <f  (x,  y,  y',  y")  =  0. 

Gelingt    es,     diese    Gleichung    zu    integrieren,    so    entstellt    eine 
Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung.     Kann  diese  wieder  integriert 
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werden,  so  erhält  man  die  primitive  Gleichung  oder  das  zweite  Integral. 
Da  bei  jeder  dieser  Integrationen,  der  Allgemeinheit  des  Resultates 
wegen,  eine  willkürliche  Konstante  in  die  Gleichung  treten  muss,  so 
wird  das  zweite  Integral  einer  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 
zwei  solche  willkürliche  Konstante  enthalten. 

Die  Gleichung  (1)  kann  in  ihrer  vollen  Allgemeinheit  nicht  inte- 
griert werden.  Die  Behandlung  beschränkt  sich  daher  auf  gewisse  spezielle 
Fälle.     Sie  entstehen,  wenn  eine  oder  zwei  oder  alle  drei  der  Grössen 

x,  v, — —  in  der  Gleichung  fehlen.     Die   zu  integrierenden  Gleichungen 

J    d  x 
sind  also 

f  (y")  =0;     f(x,  y")=0;     f(y,  y")    =0; 

f(y',y")  =  0;     f(x,y'y")  =  0;     f(y,y',y")  =  0; 

f(x,y,y")  =  0;     f  (x, y,  y' y")  =  0. 

Diese  Gleichungen  werden  in  solche  der  ersten  Ordnung  mittels 
gewisser  Substitutionen  verwandelt,  die  im  Folgenden,  soweit  hier  nötig, 
gezeigt  werden.     Am  allgemeinsten  wird  die  Substitution  verwertet 

,  dy  d2y         dp 

(2)  — i-  =  p     woraus    -7—9"  =  ^ — • 

dx        v  dx2        dx 

347.  Integration  der  ersten  Gleichung.     Diese  wird  sein 

d2y 

(i)  d^-a=0' 

worin  a  eine  Konstante  bezeichnet.     Für  d  y  =  p  d  x  geht  sie  über  in 

— —  =  —  a,    oder    d  p  =  —  a  d  x. 
dx 

Folglich  erhält  man  durch  Integration 

p  =  —  a  x  -f-  c. 

Führt  man  hier  den  Wert  von  p  ein,  so  wird 

dy 

-r-^-  =  —  a  x  -J-  c   oder   d  y  =  (ax-j-c)d  x; 

daher  durch  Integration 

(2)  y=  —  -^| — }-cx+c'. 

Diese  Gleichung  (2)  ist  das  Integral  von  (1).  Denn  durch  zwei- 
malige Integration  von  (2)  entsteht  die  Gleichung  (1).  Das  Integral, 
geometrisch  dargestellt,  liefert  eine  Parabel. 

Wird  a  ==  0  vorausgesetzt,  so  entsteht  die  Gleichung  einer  Geraden. 

348.  Integration  der  zweiteu  Gleichung.  Diese  Gleichung  hat  die 
Form 

(1)  -0  +  y(x)  =  °- 
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Setzt  man  d  y  =  p  d  x,  so  geht  sie  über  in 
dp  =  —  9>(x)  dx> 
woraus  man  durch  Integration  erhält 

p=—  JV(x)dx-fc. 

Gesetzt  man  finde    I  <f  (x)  d  x  =  f  (x),  so  wird,  wenn  man  p  durch 

-r=-  ersetzt 
dx 

dy=  —  f(x)dx-}-cdx 
und  durch  Integration 
(2)  V=—  Pf(x)dx-|-cx-|-c'. 

Diese  Gleichung  ist  nun  das  gesuchte  Integral  von  (1). 

d2y 
Beispiel.    Es  sei  <f  (x)  = —  a  x,  also  -r— | ax  =  0,  so  erhält 

man  nach  diesem  Verfahren 

ax3    ,  ,     t 

y  =  -^— -fcx  +  c'. 

349.    Integration    der    dritteu   Gleichung.      Ihre    allgemeine    Form 
wird  sein 

(1)  -^  +  a<f(y)=.0. 

d  y  d2  y 

Setzt  man  -^-  =  p,  also     .      =  d  p,  so  wird 
dx  d  x 

|£+a?(y)=0. 

dy 
Da  aber  d  x  =  — — ,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

pdp  =  —  a^(y)dy, 
woraus  sich  durch  Integration  ergibt 

p2  =  _  2ajy(y)dy+c. 
Bezeichnet  mau    I  <f  (y)  d  y  mit  f  (y),  so  wird 


p  =  ~Kc-2af(y) 
dy 


und  indem  man  p  ersetzt  durch    , 
r  dx 


dx  = 


Tc-2af(y) 

woraus  als  Integral  der  Gleichung  (1)  entsteht 

(2)  -ivAm+c'- 

Beispiel.    Es  sei  <f  (y)  =  +  b2y,  so  erhält  man  folgende  in  den 
Anwendungen  vorkommende  Gleichung 

(3)  S-T»°y  =  0. 

Durch  Einführen  von  p  ergibt  sich 

pdp  =  ±b2ydy;       ^  =  ±^  +  c, 

oder   indem   man   mit  2    multipliziert   und   die   willkürliche   Konstante 
2  c  =  a2  setzt 

p  =  ]/"a2=[-b2y2 
und  hieraus 


(4)  dx 


"Ka2  +  b2y 


Diese  Gleichung  ist  nun  zu  integrieren.  Das  Integral  hängt  aber 
vom  Zeichen  der  Grösse  b2  ab. 

I.  Es  sei  b2  positiv,  so  gibt  die  Integration  von  (4)  nach  §  80 
(5)  x  =  ~   log(by  +  Ka2  +  b2y2)  +  c'. 

Dieses  Integral  der  gegebenen  Gleichung  enthält  die  willkürlichen 
Konstanten  a  und  c'. 

Die  Gleichung  (5)  kann  auch  auf  folgende  Form  gebracht  werden. 
Man  versetze  c'  auf  die  linke  Seite,  multipliziere  mit  b  und  gehe  von 
den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  kommt 

gb  X   -  b   C     =    b    y    _j_    ^^   b2yT 

Nun  ist  aber  ebx~bc'  =  ebx  •  e~bc'  =  m  ex  •  m'  =  Mex,  wo  m,m' 
und  M  Konstante  bezeichnen.     Führt  man  diesen  Wert  ein,  so  wird 

M  ex  -  b  y  =  Ka"2  +  b2  y2 

und  indem  man  diese  Gleichung  quadriert  und  nach  y  auflöst 


M 


J        2  b  2  b  M 

Bezeichnet  man  schliesslich  die  konstanten  Faktoren  von  ex  und  e" 
mit  A  und  B,  so  erhält  man  als  gesuchte  Gleichung 

(6)  y  =  Aex  +  Be-x. 
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II.  Es  sei  b2  negativ,  so  erhält  man  durch  Integration  von  (4) 
nach  §  78 

1  ^        by   i 

x  =  —  Are  sin r-  c. 

b  a 

Hieraus   folgt,    indem    man   die   willkürliche  Konstaute  c  versetzt, 
mit  b  multipliziert  und  vom  Bogen  zum  Sinus  übergeht 

sin  (b  x  —  b  c)  =  — — . 
a 

Allein  durch  Entwicklung  des  Sinus  erhält  man 

y  =  —  (sin  b  x  cos  b  c  —  cos  b  x  sin  b  c) 

und  hieraus,  indem  man  die  konstanten  Faktoren  von  sin  b  x  und  cos  b  x 
mit  A  und  B  bezeichnet,  als  gesuchtes  Integral 

(7)  y  =  A  sin  b  x  -f-  B  cos  b  x. 

Die  Gleichung  (3)  kann  auch  in  folgender  Weise  integriert  werden. 
Man  führe  eine  neue  Variable  z  ein,  welche  der  Bedingung 

(8)  y  =  e/zdx 

entspricht,  so  wird  hieraus  zunächst  das  zweite  Differentialverhältnis 
abzuleiten  sein.  Dabei  beachte  man,  dass  das  Differential  von  I  z  d  x 
gleich  z  d  x  ist.     Man  erhält 

d  x  d  x"         d  x 

somit  durch  Einführen  des  Wertes  von  y  aus  (8)  und  des  vorstehenden 
von    *£  in  (3) 

4^  +  z2=fb2=0. 
dx 

Nun  nehme  man  der  Einfachheit  wegen  z  konstant  an,  so  wird  in 
der  letzten  Gleichung  dz  =  0;  also  geht  sie  über  in 

z2  =  =^b2. 
Hier  sind  wieder  die  beiden  Zeichen  von  b2  aus  einander  zu  halten. 
I.    Es   sei  b2  positiv,   so   wird    z  =  -[-b;    daher    der   Exponent 
von  (8) 

I  bdx  =  bx-|-c   und      —  b d x  =  —  b x -j- c'. 

Es  entstehen  daher  zwei  Werte  für  y,  die  mit  yi  und  y2  bezeichnet 
seien.     Diese  Werte  sind  nach  (8) 

yi  =ebx+c=Aex;       y2  =  e-bx  ■  c'  =  Be~x. 
Jeder  dieser  Werte    ist   ein  partikuläres  Integral  von  (1),   enthält 
jedoch  nur  je  eine  der  willkürlichen  Konstanten  A  und  B.     Daher  wird 
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das  Integral  die  Summe  dieser  partikulären  Integrale  sein.  Diese  Summe 
entspricht  der  Gleichung  (1)  in  der  That  in  allgemeinster  Weise; 
daher  ist 

y  =  Aes-f-Be-x, 
eine  Gleichung,  die  genau  mit  (6)  übereinstimmt. 

IL  Es  sei  b2  negativ,  so  wird  z^^  +  bj^ — 1;  daher 

fb]/"=^Idx=bx"K^l-|-c  und  f-bK^ldx  =  -bxl^i-}-c'. 

Die  beiden  Werte  von  y  sind  daher 

yi  =  e»*V~i  +  c  =  m  eb*V~i.       y2  =  n  e-^"^^1  , 

worin  m  und  n  willkürliche  Konstante  bezeichnen.  Daher  ist  das  all- 
gemeine Integral 

(9)  y^me^^  +  ne-^^. 

Nach  dem  Moi  vre  'sehen  Satze  (§  72)  ist  aber 

bx-j-]^ —  1  sinbx;     e~bx^  _1  =cosbx  —  V—  1  sinbx. 

Daher  durch  Einführen  dieser  Werte  in  (9) 

y  =  (m  -j-  n)  cos  b  x  -j-  (m  —  n)  Y~ —  1  sin  b  x 

und  indem  die  Faktoren  von  sin  b  x  und  cos  b  x  mit  A  und  B  bezeichnet 
werden 

y  =  A  sin  b  x  -f-  B  cos  b  x. 
Diese  Gleichung  stimmt  mit  (7)  überein. 

350.   Integration  der  vierten  Gleichung.      Es   sollen   folgende  zwei 
Formen  integriert  werden. 
I.  Gegeben 

w  &+•&-• 

dy 
worin  a  eine  Konstante  bezeichnet.     Führt  man  p  =  ~-  ein,  so  folgt 

£  +  aP  =  0 

und  durch  Sonderung  der  Veränderlichen  und  nachherige  Integration 

— —  =  —  a  d  x ;       log  p  =  c  —  a  x. 
Geht  man  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  wird 


daher  durch  Integration  als  gesuchte  Gleichung 
(2)  y  =  -i-e«-«  +  c', 

a 

worin  c  und  c'  die  willkürlichen  Konstanten  bezeichnen. 
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IL  Zum  Integrieren  vorgelegt 

d2y 

dx2 
Für  d  y  =  p  d  x  geht  diese  Gleichung  über  in 


lA+GB- 


-~  =  a V 1  -\- P2  oder  adx=  -.,—        —  j 

dx  Ki+p2 

daher  durch  Integration  die  Gleichung 

ax  +  c  =  log(p  +  l/T+p~2), 

worin  c  die  willkürliche  Konstante  bezeichnet.     Geht  man  hier  von  den 
Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  wird 

Man  bringe  p  auf  die  linke  Seite  und  quadriere,  so  kommt 

e2ax  +  2c_  2pe"+c  =  l 

und  indem  man  p  ersetzt  und  mit  eax+c  dividiert 
2  d  y  =  (eax+c  —  e-ax-c)  d  x. 
Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt 

y  =  Ya"(eaS+C  +  e_aX+C)  +  c/- 

Setzt  man   noch  ec  =  A,   so   wird   diese  Gleichung   als  gesuchtes 
Integral  zu 


?=^(Ae"+ie-")+c'- 


351.  Integration  der  fünften  Gleichung.  Diese  enthält  die  Grössen 
x,  y'  und  y"  und  habe  die  Form 

(i)  0+fWjl  +  v(x)=o. 

Setzt  man  d  y  =  p  d  x,  so  geht  sie  in  folgende  der  ersten  Ordnung 
über 

(2)  |Z_j_pf(x)_|_y(x)  =  o. 

Kann  man  diese  Gleichung  integrieren  und  p  durch  x  darstellen, 
so  entsteht  ein  Ausdruck  von  der  Form  p  =  F  (x,  c)  und  daraus,  wenn 
p  ersetzt  wird,  d  y  =  F(x,  c)  d  x;  daher  durch  Integration 


y=jF(x,c)dx  +  c' 


Diese  Gleichung  ist  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung  (1). 
Ist  (2)  integriert  und  lässt  sich  x  durch  p  ausdrücken,  so  erhalte 
man  die  Gleichung  x  =  F  (p,  c).     Daraus  entsteht  durch  Differentiation 

dx  =  F/(p,c)dp. 
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d  v 
Da  aber  dx= — — ,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

d  y  =  p  F'  (p,  c)  d  p. 

Kann  man  diese  Gleichung  integrieren,  so  eliminiere  man  aus  ihrem 
Iutegral  und  aus  dem  von  (2)  die  Grösse  p  und  man  erhält  den  Zu- 
sammenhang zwischen  x  und  y. 

Beispiel.     Es  sei  zu  integrieren 

Durch  Einführen  von  p  erhält  man  sofort 

Folglich  durch  Integration 

x2 
log  (a  -f  p)  +  log  c  =  —  —, 

wo  log  c  die  willkürliche  Konstante  bezeichnet.  Allein  es  ist  log  (a  -f-  p) 
-j-logc  =  logc(a-j-p).  Geht  man  sodann  von  den  Logarithmen  zu 
den  Zahlen  über,  so  wird 


a    dx. 


(4)  c(a  +  {£)  =  e     *;       cdy  =  (e     2-caj 

Lässt  sich  das  Integral  von  e~  2  dx  darstellen,  so  ist  dadurch 
das  Integral  der  Gleichung  (3)  gewonnen. 

Entwickelt  man  die  Exponentialgrösse  nach  §  62  in  eine  Reihe, 
so  kommt 


x2  1  1  1 

2    =1_AX2     I  *       x4_ 


.1' 


-'  d  x  =  x  — 


2  '      '2-4  2-3-8 

1   x3    ,       1      x5  1 


2    3     '2-45  2-3 

Daher  gibt  die  zweite  der  Gleichungen  (4) 


.    1  /         1   x3    .       1      x£ 

(5)       y-»+7ix-ii+2.4 


4    5 


Diese  Gleichung  ist  in   der  That   das  Integral    von  (3),    was  sich 
leicht  durch  Vornahme  der  Probe  ergibt.     Leitet  man  nämlich  aus  (5) 

die  Verhältnisse  -r^-  und  -r-ir   ab    und   setzt    ihre    Werte   in  (3),    so 
dx  dxz 

heben  sich  die  Glieder  gegenseitig  auf. 

352.  Integration  der  sechsten  Gleichung.  Die  Gleichung  habe  die  Form 

(1)  ^  +  Ail+By  =  0. 

Hierin  können  nun  die  Grössen  A  und  B  konstant  oder  auch  Funk- 
tionen von  y  sein,  dürfen  aber  x  nicht  enthalten. 
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I.  Es  seien  A  und  B  konstaut.  Da  in  (1)  die  Grössen  y  und 
ihre  Ableitungen  in  der  ersten  Potenz  vorkommen,  nennt  mau  sie  eine 
lineare  Gleichung. 

Behufs  der  Integration  setze  mau 

(2)  y  =  cemx, 

wo  c  uud  m  konstante  Zahlen  bezeichnen,  so  wird  sein 

dy  mx     d2y         2  mx 

-r^-=cmemx:       ,    ,  =  cmre'     . 
dx  dx2 

Setzt  man  diese  Werte  in  (1),  so  geht  diese  Gleichung  über  iu 

(3)  m2  +  Am-f-B  =  0. 

Hiernach  ist  die  Grösse  m  in  (2)  nur  abhängig  von  A  uud  B.  Die 
Wurzeln  der  Gleichuug  (3)  sind 


Fälle. 


(4)  ffl  =  _A±|/^_B. 

Hier   begründet    nun   die    Grösse    unter    dem   Wurzelzeichen    drei 

A2 
Erster  Fall:  -- B  sei  positiv.      Es  entstehen  zwei  Wurzel- 
werte für  m.      Diese   seien  a  uud  b,     so    entsprechen   ihnen   nach   (2) 
auch  zwei  Werte,  die  mit  y'  uud  y"  bezeichnet   seien;    daher  gibt  (2) 

y'  =  ceas;     y"  =  c'ebx. 

Jeder  dieser  Werte  leistet  der  Gleichung  (1)  Genüge;  dasselbe  ist 
auch  der  Fall  mit  ihrer  Summe 

(5)  y  =  ceax-[-c/ebx, 

welche  mit  ihren  zwei  willkürlichen   Konstanten  c  und  c'   als   das  all- 
gemeine Integral  von  (1)  zu  betrachten  ist. 

A2 
Zweiter  Fall:    — B  sei  negativ.     Es  entstehen  zwei  Wurzel- 
werte von  der  Form 

a  -f  b  V^^l      und      a  —  b  V~  I. 
Daher  werden  die  entsprechenden  Werte  von  y  sein 

y  _  c ea x  .  eb x  V~l .       y//  __  c/  ea  x  .  e-  b  x  V^T 

welche  nach  §  72  übergehen  in 

y'  =  c  eax(cosbx-j-sinbx]^—  l)  ; 
y"  =  c'eax  (cos  bx  —  sinbx  ]/" —  l). 
Daher  die  Summe  y'-j-y"  oder  das  allgemeine  Integral 
y  =  eax  ^c_|_c^  Cosbx-j-(c  —  c')  sinbx]^—  l]. 
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Bezeichnet  mau  min  die  konstanten  Faktoren  von  cos  bx  und  sin  bx 
mit  M  und  N,  so  wird 

(6)  y  =  eax(Mcosbx-f  Nsiubx). 

A2 
Dritter   Fall:    — B  =  0.       Daher    wird    jede    Wurzel    der 

Gleichung   (4)  =  —        uud  die  Gleichung  (5)  gibt  als  Integral 

_  Ax_  _   A^k 

y  =  (c-j-c')e      2   =  c"e      2  . 

Allein  hierin  kommt  nur  eine  willkürliche  Konstante  c"  vor.  Es 
kann  also  dieser  Wert  von  y  nicht  als  das  allgemeine  Integral  von  (1) 
angesehen  werden. 

Man  mache  daher  statt  der  Voraussetzung  (2)  die  folgende 

(7)  y  =  (cx-|-c')emx, 

so  leistet  dieser  Wert  der  Gleichung  (1)  Genüge.     Denn  es  folgt  aus  (7) 

dv 
— 1—  =  c  emx  4-  (c x  +  c')  m  era x, 

d2v 
-t-\  =  2  c  m  eras  -f-  (ex -}- c') m2em\ 

Führt  man  diese  Werte  in  (1),  so  gibt  die  linke  Seite 
(c  x  4- c')  [m2  4- A  m  4- B]  4- c  (2  m  4- A). 

Da   nun   der  Voraussetzung  nach  m  = —  ,  so  werden  die  zwei 

letzten  Klammerfaktoren  =0,  also  wird  die  ganze  linke  Seite  von  (1) 
zu  Null. 

Setzt  man  daher  m  = —  in  (7),  so  wird  das  allgemeine  Inte- 
gral von  (1)  sein 

(8)  y  =  (cx4-c')e~^L. 

II.   Es  seien  A  und  B  Funktionen  von  y.     Man  habe 

Für  dy  =  pdx  wird  diese  Gleichung  sein 

-|f+f(x)p4-y(y)=o. 

dy 
Ersetzt  man  hierin  noch  d  x  durch   — — ,    so  erhält  man 

P 

pdp4-pf(y)dy4-y(y)dy  =  0. 


—     399     — 

Kann  diese   Gleichung   integriert    werden,    so  verfahre    man  damit 
wie  mit  der  Gleichuug  in  §  351. 
Beispiel.     Es  sei  gegeben 

so  wird 

y2 

dp  =  (a  +  y)dy;     p  =  ay+-^  +  c 
und  indem  p  ersetzt  wird 

(2)  dx= ^1 

(Jj  ü  y2-j-2ay  +  2c  ' 

dz 

Dieses  Differential    kann    wie    folgt    auf    die   Form   . — —    ge- 

1  -\-z 
bracht  werden.     Zunächst  ist 

2c  +  2ay-j-y2  =  (2c-a2)-f  (a+y)2 
=  (2c 


•''['+(f&)1 


Nun  setze  man 

a  +  y 


y"2c-a2 
so  wird  d  y  =  d  z  V  2  c  —  a2. 

Führt  man  diese  Werte  in  (2),  so  folgt 
2  dz 


dx  = 


also  durch  Integration  als  gesuchte  Gleichung 

Are  tang  =  -j-  c'. 


"K2c  — a  "K2 

353.    Integration  der  siebeuten  Gleichung.     Diese  Gleichung  sei 
-0+a,f(*)  =  O. 

Man  setze  y  =  ez,  wo  z    eine  Funktion    von  x  sein  soll,    so   wird 

dx         dx  6  5       dx2  dx2  e  +  dx2  e 

und  durch  Einführen  dieser  Werte  in  die  gegebene  Gleichuug 

d2z         dz2 

7x^  +  ^-  +  af(x)==0- 

dz 
Wenn    -—-  =  p  angenommen  wird,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

-^-  +  p2  +  af(x)  =  0, 
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also  in  eine  solche  der  ersten  Ordnung,  die  indessen  nur  in  besondern 
Fällen  integriert  werden  kann. 

354.    Integration   der   achten    Gleichung.       Diese    Gleichung    habe 
die  Form 

Man  suche  sie  auf  eine  der  frühern  Formen  zurückzuführen,    was 
durch  verschiedene  Substitutionen  erreicht  wird. 

I.    Es  sei 

(2)  y  =  uz, 

in  welcher  Gleichung  u  und  z  von  x  abhängige  Grössen  bezeichnen. 
Durch  Differentiation  von  (2)  folgt 

dv  du    .       dz         d2y  d2u    .    ,  du    dz     .        d2z 

dx  dx  dx         dx2  dx2  dx    dx  dx2 

Führt  man  diese  Werte  in  (1),  so  kommt 
/«x     d2z    ,   nfdu  , .  .1  dz    .      Td2u       _.,  .du    .  ,  ."1 

W"dP+*Ldi— ,fWJdr+,Ld?-"wdi+"»wJ-a 

Man  wähle  nun  die  Grösse  u  so,  dass  sie  der  Bedingung 

(4)  £-.f«-0 

dz 

entspricht,    so    verschwindet  in  (3)   das   Glied    mit   dem  Faktor  — - — . 

Aus  (4)  aber  folgt  sofort 

=  f  (x)  d  x ;     log  u  =  I  f  (x)  d  x, 

und  daher,  wenn  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  übergegangen  wird 

(5)  a=e/f«dx. 

Durch  diesen  Wert  von  u  kann  nun  die  Gleichung  (3)  umgeformt 
werden.     Zunächst  folgt  aus  (5)  durch  Differentiation 

i|-  =  f(x)e/'«d«j     -0  =  [f'(x)  +  f(x)2]e/f  W"*. 

Mittels   dieser   Werte   und    derjenigen   aus  (5)  und  (4)   geht   Glei- 
chung (3)  über  in 

(6)  ^  +  [f(x)-f(x)2  +  y(x)]z=0, 

welche  Gleichung  mit  der  des  §  353  übereinstimmt.  Wenn  in  beson- 
dern Fällen  die  Klammergrösse  konstant  wird,  so  stimmt  die  Gleichung 
mit  der  in  §  349  überein. 
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II.   Es  sei  ferner 
(7)  y  =  ue\ 

wo  u  und  v  Funktionen  von  x  sein  sollen.    Die  Differentiation  von  (6)  gibt 

d  y  du.  d  v 

d  x  d  x  d  x 

d2y          v   d2u     .   „   v  du    dv    .      „      d2v     .     „      dv2 

-~^  =  e    -j-sr  +  2  ev \-  e%  u  -r— «-  -4-  e'  u  -5-«-. 

dx2  dx2     '  dx    dx    '  dx2     '  dx2 

Durch  Einführen  des  Wertes  von  y  aus  (7)  und  dessen  Ableituugen 
in  (1)  kommt 

d2u  du    d  v     ,        dv2 

<Ix2  +     clx    d 


v     ,        dv2  /du    .        dv\ 

+  u(^  +  *(x))  =  a 


(9)  -7-r  +  ?(x)  =  o. 


Nun  bestimme  man  die  Grösse  v  dadurch ,  dass  man  die  letzte 
Klammergrösse  zu  Null  macht.     Dies  gibt 

d2v 
dx5 

Diese  Gleichung  stimmt  nun  der  Form  nach  mit  der  in  §  348 
überein.     Mau  erhalte  durch  zweimalige  Integration  von  (9) 

(10)  v=F(x), 

also  auch  durch  Differentiation  dieser  Gleichung 

Mit  Hilfe  dieser  Werte  uud  der  Relation  (9)  geht  nun  Gleichung  (8) 
über  in 

(11)  -0  +2  [F'(x)-  f(x)]  ^  +  [F'(x)2  -  2  f  (x)  F'  (x)]  u  =0. 

Diese  Gleichung  hat  die  nämliche  Form  wie  (l),  allein  die  Klam- 
mergrössen  können  unter  Umständen  auf  spezielle  Formen  führen. 

Gesetzt  man  finde  aus  (11)  als  Integral  u  =  X,  so  erhält  man 
schliesslich,  indem  man  dieseu  Wert  von  u  und  denjenigen  von  v  aus 
(10)  in  (7)  einführt,  das  gesuchte  Integral 

y  =  XeFW. 

Beispiel.     Es  sei  die  Gleichung  zu  integrieren 

Durch  Vevgleichung  mit  (1)  ergibt  sich 

Auten  h  ei  mer ,   Elementarbuch.  26 
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Man  benutze  die  erstere   der    beiden  Substitutionen,    so   wird    der 
Exponent  in  Gleichung  (5) 

I  f  (x)  d  x  =  I  —  n  —  =  —  n  log  x. 
Daher  gibt  Gleichung  (5) 


Mau  kanu  aber  diese  Expoueutialgros.se  noch  umformen.  Nimmt 
man  nämlich  die  Logarithmen,  so  wird  log  u  =  —  u  logx  =  logx~". 
Daher,  indem  mau  wieder  zu  den  Zahlen  zurückgeht 

(12)  u  =  x~u. 

Zur  Bestimmung  der  Klammergrösse  in  (6)  hat  man 

rW_fW»+,W.-^--£+!£Lp!>+'b'-b» 

Daher  geht  Gleichung  (6)  über  in 

deren  Integral  nach  Formel  (7)  des  §  349  ist 

(13)  z  =  Asinbx-{-Bcosbx. 

Da  aber  nach  (2)  sein  soll  y  =  uz,  so  wird  durch  Multiplikation 
der  Gleichuugeu  (12)  und  (13)  das  gesuchte  Integral  seiu 

y  =  x_ "  (A  sin  b  x  -|-  B  cos  b  x). 

355.   Ableitung  des  allgemeinen   Integrals   aus  einem  partikulären. 

Für  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 

(i)  ^+f(x)"dT+yy(x)=0 

sei  ein  partikuläres  Integral  gefunden,  d.  h.  ein  solches,  das  der  Glei- 
chung (1)  Genüge   leistet  und    nur  eiue  willkürliche  Konstante   enthält. 

Es  sei  P  dieses  partikuläre  Integral,  so  wird  P  eine  Funktion 
von  x  sein,  so  beschaffen,  dass,  wenn  die  Grössen  P,  dP  und  d2P 
in  (1)  eingesetzt  werden,    der  Ausdruck   liuks   sich  auf  Null  reduziert. 

Nun  sei  aus  P  ein  allgemeines  Integral  zu  (1)  abzuleiten.  Man 
gehe  von  der  Voraussetzung  aus,  es  lasse  sich  darstellen  durch 

(2)  y  =  P  z, 

worin  der  Faktor  z  eine  Funktion  von  x  bezeichnet,  welche  bestimmt 
werden  soll.     Durch  Differentiation  von  (2)  erhält  man 

dx  ~r  dx  ^     dx' 

Ü_pÜ!    |   sdP    dz  d2P 

dx2-^  dx2 r_h      dx    dx  ^     dx2' 
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dy  ,     d2y 

— —  und  — 

(1  \  d  x 

kommt 


Führt  man   diese   Werte  vou  y,  -    -    und   -j^    in    (1)    eiu ,     so 


Hier  ist   nun   die    erste   Klammergrösse  =0,   weil  P  eiu  Integral 


von  (1)  ist,  ihr  also  Geuüge  leistet.     Daher  muss  sein 


\- 


dz 
Man  setze  nuu  — —  =  p,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 


Pit 


dx+(Slf  +  Pf«)»-° 

und  durch  Sonderung  der  Veränderlichen  in 

Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt 

log  p  +  2  log  P  -  log  k  =  —  ff  (x)  d  x, 

worin  logk  die  Konstaute  der  Integration  bezeichnet.  Das  Integral 
rechts  könne  ausgeführt  werden ;  man  bezeichne  es  mit  F  (x) ,  so 
wird  sein 

(3)  log-^  =  -Jf(x)dx  =  F(x). 

Geht  mau  vou  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über  und  ersetzt  p 

durch  — — ,  so  wird 
dx 

dz  =  kP-2eF(x)dx 
und  daher  der  gesuchte  Wert 

(4)  z  =  k  fp-2eFWdx, 

der  nur  noch  mit  P  multipliziert  werden  muss ,  um  das  allgemeine 
Integral  zu  geben. 

Beispiel.     Für  die  Gleichung  des  §  352 
worin  A  und  B  konstant  sind,  wurde  das  partikuläre  Integral 


(6)  P  =  ce~ 


A  x 
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A2 
für   den  Fall  gefunden,  dass  — B  =  0   ist.      Es   soll   aus    diesem 

Werte  (6)  das  allgemeine  Iutegral  von  (5)  abgeleitet  werden. 
Hier  ist  f(x)  =  A;  daher  nach  (3) 

F(x)=—  fAdx-=-  Ax;    eF(x)  =  e-A\ 

Ferner  folgt  aus  (6) 

p-2  =  -i-eA\ 
c2 

Mithin  nach  (4) 

Z  =  kJ-^-e^.e-^dx  =  ^-x  +  c'. 

Das  gesuchte  allgemeine  Integral  nach  (2)  ist  daher 


G 


Es  stimmt  dasselbe   mit  dem  in  §  352    in  Formel   (7)    angegebe- 
nen übereiu. 

350.    Integration  nach  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten. 

Wie  die  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung,  so  können  auch 
solche  höherer  Orduuug  durch  Reihen  integriert  werden.  Mau  wendet 
hierzu  vorzugsweise  cMe  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten  au. 

Es  sei  folgende  Gleichung  zu  integrieren 
(1)  f(x,y,   %   42O  =  0. 


dx'     dx2. 
Mau  setze  voraus,  das  Iutegral  habe  die  Form 

(2)  y  =  Ao  x"  -j-  Ai  x"+!  +  A2  x"+2  +  A3  x"  +  3  +  . ., 

worin  sowohl  die  Vorzählen  A,  Ai,A2,..  als  auch  der  Exponent  n  als 
konstant,  jedoch  als  noch  unbestimmt  vorausgesetzt  werden.  Die  Diffe- 
rentiation von  (2)  gibt 

(3)  ^   =nAox"-1-f(n-j-l)A1x"  +  (n  +  2)A2x"  +  1-f .. 

(4)|x|-  =  u(u-l)Aox"-i+(n+l)nAix»-1  +  (u-f  2)(n  +  l)A2xn-f-.. 

d  v  d2 y 

Führt  mau  nun  die  Werte  von  y,  und  —  2    aus  (2),  (3)  und 

(4)  in  (1),  so  entsteht  eiue  Gleichung,  welche  es  möglich  macht,  die 
Konstauten  bis  auf  zwei  oder  eine  zu  bestimmen.  Die  unbestimmt 
verbleibenden  Konstanten  sind  dann  diejenigen  der  Integration.  Ver- 
bleiben zwei,  so  ist  das  Resultat  das  allgemeine  Iutegral  von  (1);  bleibt 
nur  eine  Koustaute  unbestimmt,    so  entsteht   ein    partikuläres  Integral 
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I.    Die 


(5) 


eue  Differentialgleichung  sei 
d2y 
dx5 


d  y  d 2  y 

Führt    man  hier   die   obigen  Werte  von  y,  — —  und     ,    „    ein ,    so 

dx  dx2 


kommt 
0=n(n  -  l)Aoxu 

+  (n  +  3)(n  +  2)A3 
4-aAo 


(n  +  1)  n  Ai  x"  -  i  +  (u  +  2)  (n  -f-  1)  A2  x" 


xn+1  +  (u  +  4)(n4-3)A4 
4-aAi 


rn+2 


+  •-- 


Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  fehlt,  so  müssen  die  Vorzah- 
len aller  Potenzen  von  x  auf  der  rechten  Seite  zu  Null  werden. 

Nimmt  man  auch  n  =  0  an,   so  geben  zunächst  die  beiden  ersten 
Glieder 

0-Ao=0;     0-Ai=0. 

Daher  bleiben  Ao   und  Ai   unbestimmt.      Aus    den  folgenden  Glie- 
dern rechts  ergeben  sich  die  Bediuguugeu 

2  •  1  A2  =0;     somit     A2    =0. 

3-2A3   4-aAo=0 

4- 3  A4  4-aAi  =0 

5-4A5    4-aA2=0 

6  •  5  A6    4~  a  A3  =  0 

7-6A7    4-aA4  =  0 

8-7  A8   4~aA5  =  0 

9-8  A9   4-aA6=0 

10-9Aio+aA7  =0 


A3 

— 

2-3" 
a  Ai 

A4 

== 

ITT 

A5 

=  0. 

A6 

| 

a2A0 

2-3-5-6* 

A7 

—  _i_ 

a2Ai 

1 

3- 4-5-6* 

A8 

=  0. 

A9 

a3A0 

2-3-5-6- 

8-9 

A10 

a3Ai 

3-4-B-7-9 

•10 

Setzt  man  diese  Werte  von  n,Ao,Ai   etc.    in  (2),    so    erhält   man 
als  gesuchtes  allgemeines  Integral 

,3Y9 


y  =  Ao(i— 1^-4-^ 


5-6        2  •  3  •  5  •  6  •  8  •  9 

2V7  „3V10 


1   A    (  r  —  ^-A       a  x a3x10 

"i"Al^x       3-4+3-4-6-7        3-4-6-7- 


9-10 


Die  Grössen  Ao  und  Ai  sind  hier  die  Konstanten  der  Integration. 


—     406     — 
II.    Es  sei  ferner  die  Gleichung  zu  integrieren 

Setzt  man  die  Werte  von  y,  -p-  und  -r— y-  aus  (2),  (3)  und  (4) 
hier  ein,  so  wird 

0  =  n(n—  1)Ao    xn~2-f  (n-f-  1)  n  Ai  j  x"-1  +  (n  +  2)(n  +  l) A2 
naAo  (n-j-l)aAil  (n  +  2)aA2 

bAo 

Hier  müssen  wieder  die  Vorzahlen  der  Potenzen  vou  x  gleich  Null 
sein.     Das  erste  Glied  gibt 

n  (n  —  1  -f-  a)  Ao  =  0. 

Soll  daher  Ao  unbestimmt  bleiben,  so  muss  entweder  u=0  oder 
n  =  1  —  a  sein.  Für  diese  Werte  von  n  wird  der  Koefßzieut  des 
zweiten  Gliedes:  für  den  ersten  aAi  =0,  für  den  zweiten  (2 — a)  Ai  =0. 
In  beiden  Fällen  muss  daher  Ai  =  0  sein. 

Für  u  =  0  bleibt  also  Ao  unbestimmt  und  Ai  wird  zu  Null. 
Hierfür  geben  die  folgenden  Glieder 

2(l  +  a)A2+bAo  =  0;  folgl.  A2  = - 


:(l  +  a)' 


3  (2  +  a)  A3  +  b  Ai  =  0 
4(3  +  a)A4  +  bA2=0 
5  (4  +  a)  A5  +  b  A3  =  0 
6(5  +  a)A6+bA4=0 


A3  = 

=  0. 

A4 

b2A0 

2- 

4(1 

+  a)(3  +  a)' 

A5 

=  0. 

Afi 

b3Ao 

2-4.6(l+a)(3+a)(5+a) 


Für  diese  Werte  geht  (2)  über  in 

bx2  b2: 


(7)  y  =  Ao    1 


2(1+»)    '     2.4(l  +  a)(3  +  a) 
b3x6 


2.4.6(l+a)(3  +  a)(5  +  a)  +""/ 

Da  diese  Gleichung  nur  eine  unbestimmte  Konstante  Ao  enthält, 
so  ist  sie  ein  partikuläres  Integral  vou  (6).  Zu  einem  solchen  wird 
das  vorstehende  Verfahren  immer  führen ,  welchen  Wert  von  n  mau 
auch  annehmen  mag.  Es  zeigt  dies ,  dass  das  Integral  noch  andere 
Glieder  enthalten  muss  als  solche,    wie    sie   Gleichung  (2)   voraussetzt. 

Das  allgemeine  Integral  soll  nun  aus  (7)  nach  dem  in  §  355  an- 
gegebenen Verfahren  bestimmt  werden.  Dort  ist  mit  P  das  partiku- 
läre Integral  bezeichnet.     Daher  kann  man  aus  (7)  ableiten 

P-2  =  Ao-2(l  +  «x2  +  /*x*  +  ..), 
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worin  a,  ß, . .  konstante    Faktoren  sind ,   die  sich  durch  a  und  b   aus- 
drücken lassen.     Ferner  ist  im  vorliegenden  Fall 


f(x)  =  -*;        F(x)  =  -J- 


a  (i  x 


x 
daher 

eF(x)  =  e_alogx  =  x— a. 

Da  aber  allgemein 

z  =  k  fp-2eFWdx, 

so  wird 

z  =  kA0-2J(l  +  «x2  +  |Sx44-..)x-adx, 


/.,1-a  y3  — a  x5  —  a  \ 


Setzt  man  diesen    Wert  von  z  in    die  Gleichung  y  =  Pz,  so  wird 
das  gesuchte  allgemeine  Integral  sein 

y_L        2(l  +  a)i"  2.4(l+a)(3+a)        "J 

x[c(^+«|^  +  ..)  +  c]. 


IX.  Aufgaben  über  die  Kettenlinie. 

357.  Allgemeine  Geselle  der  Kettenlinie.  Wenn  eine  vollkommen 
biegsame  Kette  au  beiden  Endpunkten  befestigt  wird,  so  senkt  sie  sich 
vermöge  der  Gewichte,  welche  an  ihren  Teilen  hängen  und  bildet  eine 
Kurve,  welche  Kettenlinie  genannt  wird.  Sie  liegt  in  einer  Verti- 
kalebene ,  welche  durch  die  Aufhäugepuukte  geht.  Die  Form  der 
Kurve  wird  bedingt  durch  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Gewichte 
an  der  Kette   über  ihre  Länge  verteilt  sind. 

Es  sei  CAB  (Fig.  125)  eine  solche  Kettenlinie,  C  eiuer  der  Auf- 
hängepunkte und  A  der  tiefste  Punkt.  Mau  lege  durch  letztem  Punkt 
in  der  Ebene  der  Kurve  zwei  rechtwinkelige  Achsen  Ax,  Ay,  wovon 
Ax  horizontal  ist  uud  bezeichne  mit 

x, y  die  Koordinaten  DE  und  AE  eiues  Kurvenpnnktes  D, 

h,  b  dasselbe  für  den  Aufhängepunkt  C, 

a,  <f  die  Wiukel ,    welche   die  Kurve  in   den    Punkten    C  und  D  mit 

der  horizontalen  Richtung  bildet  und 
P,  Q  die  Spaunungen    der  Kette    in   den    Punkten  C  und  D.     in  der 
Richtung  der  Tangeuten  au  die  Kurve  wirksam. 

Man  zerlege  die  Kräfte  P  und  Q  in  die  horizontalen  Seitenkräfte 
Pcosa,  Qcosy  und  die  vertikalen  Psina,  Qsiny.  Damit  das  Kur- 
venstück CD  keine   horizontale  Bewegung   mache,   müssen  die  Kräfte, 
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welche  an   dessen   Endpunkten   in  horizontaler   Richtung    wirken ,    ein- 
ander gleich  sein,  so  dass  man  hat 

(1)  Q  cos  <£>  =  P  cos  a. 

Da  hierin  P  und  «  konstant  sind,  so  wird  auch  das  Produkt 
Q  cos  (f  konstaut  sein ,  wo  auch  der  Angriffspunkt  D  der  Kraft  Q  ge- 
dacht wird.  Hieraus  folgt,  dass  die  Spannung  der  Kette  in  ho- 
rizontaler Richtung  konstant  ist.  Rückt  der  Punkt  D  abwärts, 
so  wird  </>  kleiner,  also  auch  die  Spannung  Q  kleiner.  Im  tiefsten 
Puukt  ist  </>  =  (),  also  Q  =  Pcos«.  Die  Spannung  der  Kette 
nimmt  somit  von  oben  nach  unten  ab  und  wird  im  tiefsten 
Puukt  ein  Minimum. 

Fig.  125.  Die  Kraft  Psiu«,    welche   das  Kurveustück 

DG  in  C  aufwärts  zieht,  muss  gleich  sein  der 
Kraft  Qsin</>,  welche  in  D  abwärts  wirkt,  ver- 
mehrt um  die  Last  G  des  Kurvenstückes  CD. 
Diese  Last  G  setzt  sich  zusammen  aus  dem  Eigen- 
gewicht des  Kurvenstückes  und  dem  Gewicht, 
das  ausserdem  an  ihm  häugt  oder  auf  dasselbe 
drückt.     Hiernach  muss  sein 

Q  sin  <f  -f-  G  =  P  sin  «. 

Rückt  der  Punkt  D  der  Kurve  entlang  abwärts,  so  vergrössert  sich  G, 
während  <J>,  also  auch  sin  (f  abnimmt.  Im  tiefsten  Punkt  ist  </>  =  0 
und  G  =  Psiu«.  Rückt  umgekehrt  D  aufwärts,  so  nimmt  G  ab  und 
Qsin<f>  zu.     Für  den  Punkt  C  ist  G  =  0  und  Q  =  P. 

Die  Voraussetzungen,  welche  im  Folgenden  gemacht  werden,  be- 
ziehen sich  ausschliesslich  auf  die  Grösse  G. 

358.  Die  parabolische  Ketteuliiiie.  Das  Gewicht  G  sei  der  Länge 
der  horizontalen  Projektion  des  Kurvenstückes  CD  (Fig.  125),  also  der 
Abscissendifferenz  h  —  x  proportional. 

Die  Gesetze  dieser  Kurve  sind  bereits  in  §  132  behandelt.  Es 
entsteht  eine  Parabel. 

359.  Die  gemeine  Kettenlinie.  Das  Gewicht  G  sei  der  Länge  des 
Kurvenstückes  proportional,  mithin  gleichförmig  über  die  Kette  verteilt. 

Auch  dieser  Fall  ist  in  §  132  behandelt;  doch  soll  hier  eine  et- 
was allgemeinere  Darstellung  eingereicht  werden.      Es    seien  (Fig.  125) 

s, s'  die  Längen  der  Kurvenstücke  AD  und  CD  und 
q   das  Gewicht  der  Kette  für  jede  Längeneinheit  derselben ,   also  q  s 
und  qs'  die  Gewichte  der  Stücke  AD  und  CD. 

Daher  wird  hier  G=qs'.  Für  diesen  Wert  geht  (2)  von  §  357 
über   in 

(1)  Qsin  <f-]-qs'  =  Psina. 

Da  die  Länge  der  Kette  s-|-s',  also  ihr  Gewicht  q  (s-|~s')  ist,  so 
erhält  man  für  den  tiefsten  Punkt 

(2)  q  (s  -4-  s')  =  P  sin  «, 
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und  für  den  Punkt  D,  indem  man  diese  Gleichung  von  (1)  abzieht 

(3)  Q  sin  <p  =  q  s, 

d.  h.  die  Vertikalkraft  Qsin^  in  D   ist  gleich   dem  Gewicht  des  Kur- 
venstückes AD. 

Dividiert  man  (3)  durch  Gleichung  (1)  des  §  357,  so  folgt 

,.s  q s 

(4)  tang<f>  =  -^ . 

v  P  cos  a 

Der  Abkürzung  wegen  setze  man 

(5)  -5-^ =  m 

Pcos  « 

in  (4)  und  berücksichtige,  dass  taugy  =  -7^-  ,  so  geht  (5)  über  in 

(6)  *t_... 

In  dieser  Gleichung  kommen  die  drei  Variabein  x,  y  und  s  vor. 
Man  kann  aber  die  letztere  durch  die  beiden  erstem  ausdrücken  durch 
die  Relation  ds2  =  dx2  -\-  dy2.  Zu  diesem  Zwecke  differentiiere  man 
Gleichung  (6),  indem  man  dx  als  konstant  ansieht  und  ersetze  ds, 
so  folgt 

(7)  £±  =mVdX2  +  dy^  =  mdx|/l+^, 

d  v  d2y  d  y 

Nun  setze  man    -r^-=p,   also  auch     ,      =  d  p  und  dx  = , 

dx        r  dx  p 


so  wird 

pdp 


VT+r 


mdy. 


>2 
Das  Integral  dieser  Gleichung  ist  nach  §  80 

(8)  F"r-fp^  =  my  +  C. 

Für  y  =  0  wird  </>  =  0,    also   auch  p  =  0;   daher    die    Konstante 
C  =  l.     Hiernach  wird  die  letzte  Gleichung  zu 

(9)  l/T+^  =  my  +  l. 

Die  Ordinate  des  Aufhängepunktes  C  werde  mit  b  bezeichnet,    so 
wird  für  diesen  Punkt  p  =  tang  a  und  die  letzte  Gleichung  zu 

yr+Tang2^  =  m  b  -4-  1 

oder  indem  man  den  Wert  von  m  aus  (6)  einführt 

P  cos  a  yl  -\-  taug2«  =  q  b  -f-  P  cos  a. 

Allein  es  ist  cos  a  \^1  -|-  tang2a  =  1 ;   daher  wird 

p 

(10)  b  =  —  (1  —  cos  a). 
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Man  quadriere  (9),  so  kommt 

p2==m2y2_|_2my. 

Ersetzt   man    hierin  p   durch    seinen   Wert  und   zieht  die  Wurzel 
aus,  so  ist 

(.1)  dx  =  ±   »  d? 


!/>+£' 


Allein  in  dieser  Gleichung  darf  für  den  Bogen  AC  von  beiden 
Zeichen  nur  das  obere  genommen  werden,  weil  dy  mit  dx  zunimmt. 
Lässt  man  also  das  untere  Zeichen  weg  und  integriert  nach  §  308, 
Formel  (2),  indem  mau  daselbst  A  =  0  nimmt,  so  wird 


x 


l'°8Qr+y+}/y'+*0+c. 


Für  den  tiefsten  Punkt  wird  x  =  0  und  y  =  0,  also  auch 

0  =  —  log  —  -fC. 
m  m 

Durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  der  vorigen  wird 


(12) 


ilD,(.+-,+-|/;.+i) 


Diese  Gleichung  erscheint  aufgelöst  in  Hinsicht  x.  Man  kann 
aber  auch  y  durch  x  ausdrücken.  Zu  diesem  Zwecke  multipliziere 
man  mit  m  uud  gehe  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  ist 


emx  =  1_|_my_|_ 

ml/V 

m 

odei 

auch 

emx_  X 

]/,+ 

m 

Quadriert 

man  diese  Gleichung, 

so  folgt 

rry 

2y 

=  — —  e 
m 

n  X 

und 

daraus  die 

gesuchte  Gleichung 

y=_(e-+e— -2), 

welche  genau  mit  der  in  §  132  übereinstimmt. 
p 
Setzt    man   y  =  b  =  — (1  —  cos  «)  aus  (10)  in  (12),    so   wird  x 

zur  Abscisse  des  Aufhängepunktes.,  welche  mit  h  bezeichnet  werde,  so 
folgt  nach  einigen  Reduktionen 


Pcos 
h=  — 


\    cos «     J 
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Setzt  mau  die  beiden  Werte  von  -j1-  aus   (6)   und    (11)  einander 

dx 

gleich,  so  folgt 


1  /  ,  -    2y       1  /  o  i    Pcosa 
1/j  +  m   =Ky+"T"y' 


Der    Ausdruck    für    den    Krümmungshalbmesser    p    einer    ebeuen 
Kurve  ist  nach  §  291 

K£)T 

?  =  — w — ■ 

dx2 

dv  d2y 

Setzt   man  hierin  die  Werte  von  -p-  aus  (6)  und  von         2    aus 
(7),  so  folgt  unmittelbar 

1       I  2 

Für  s  =  0  erhält   mau   als    Wert  des    Krümmungshalbmessers   im 
tiefsten  Punkt 

.  1  P  COS  a 

p'  =  —  = . 

5         m  q 

Setzt   mau    für  s   die   Länge   der   Kurve   vom    Aufhängepunkt  bis 
zum  tiefsteu  Punkt,  also  nach  (3)  die  Grösse  — ,  so  erhält  man 

q 

als  Krümmungshalbmesser  im  Aufhäugepunkt 


Q 


qcosa 
Daher  die  Proportion 

q'  :  p"  =  cos2«  :  1. 

360.  Porin  einer  Rette,  bei  welcher  der  Querschnitt  proportional 
der  Spannung  sich  ändert.  Die  Kette  habe  nur  ihr  eigenes  Gewicht 
zu  tragen,  soll  aber  in  allen  Querschnitten  einen  gleichen  Grad  der 
Sicherheit  gegen  das  Zerreissen  besitzeu;  also  wird  jede  Flächenein-' 
heit  der  Querschnitte  gleich  stark  gespannt  sein  müssen.     Es  seien 

z,  z'  die  Querschnitte  der  Kette  in  C  und  D  (Fig.  125), 
q  das  Gewicht  der  Volumeueiuheit  der  Kette, 

so  müssen  der  Voraussetzung   nach  die  Querschnitte   in  C  und  D   sich 
verhalten  wie  die  Spannungen  P  und  Q.     Daher 

Q 
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Allein  aus  der  Gleichuug  (1)  des  §257  folgt  Q:  P  =  cos  a  :  cos  <f; 
folglich  wird 

r-v  ,  COS« 

(1)  z'  =  z — . 

cos  (f 

Wir  uehmea  hier  den  Aufhängepnukt  C  als  Anfangspunkt  der 
Koordinaten,  lassen  x  zunehmen  um  dx,  so  rückt  der  Querschnitt  in  D 
abwärts  um  den  Weg  d  s'.  Längs  dieses  Weges  kann  der  Querschnitt  z' 
als  konstant  betrachtet  werden ;  es  entsteht  daher  während  dieses  Vor- 
ganges das  Vohuneuelemeut  z'ds'.  Dieses  ist  daher  mit  Rücksicht 
auf  (1)  gleich 

cos  a   ,    . 
z —  — ds. 
cos</> 

Allein  es  ist  ds'2  =  dx2-|-dy2  und  cos  <p  —  — 7 ;  daher  das  Ele- 
ment d  v  des  Volumens 

(2)  dv  =  zcos«fl-f  ^Odx. 

Multipliziert  man  den  Wert  (2)  mit  q,  so  erhält  mau  das  Gewicht 
des  Volumenelementes;  integriert  mau  sodann,  so  entsteht  das  Gewicht 
des  Ketteustückes  CD  von  der  Länge  s'.  Dieses  Gewicht  ist  aber 
nichts  anderes  als  die  Grösse  G  der  Gleichung  (2)  des  §  357.  Da- 
her wird  diese  Gleichuug  im  vorliegenden  Fall 

Q  sin  (p  -\-  q  z  cos  a  I  (  1  -f-  -p2  )  d  x  =  P  sin  ct. 

Versetzt  man  das  zweite  Glied  von  links  nach  rechts  und  dividiert 
mit  Q  cos  <J>  =  P  cos  a,  so  wird 

P  sin  a  —  q  z  cos  a  I  f  1  -f-  -^-y  )  d  x. 

(3)  tang  (f  =  — . 

Pcosa 

Für  <p  =  0  wird 


f 
Psin«  =  qzcosa      f  l-{-        2   jd: 


zum  Gewicht  des  Kettenstückes    vom  Auf'hängepuukt    bis   zum  tiefsten 
Punkt. 

dy 
Setzt  man  taag(f  =  -~-  in  (3)  und  differentiiert  man  sodann,  so 

folgt,  da  P  sin  a  und  P  cos  a  konstant  sind 

Nun  setze  man 
(5)  p-^m     und      ^  =  P, 
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d2y 
so   wird         ;    =  dp;  daher  geht  (5)  über  in 


dp  , 

-  =  —  mdx. 


1  +  P2 

Hieraus  folgt  durch  Integration 

Are  taug  p  =  —  m  x  -\-  C. 
Für  x  =  h  ist  aber  p  =  0 ;  daher  gibt  die  letzte  Gleichung 

0  =  —  m  h  -J-  C. 
Man  erhält  daher  durch  Subtraktion 

Are  tang  p  =  ra  (h  —  x). 
Geht  man  vom  Bogen  zur  Taugeute  über,  so  gibt  diese  Gleichung 
(6)  p  =  tang  m  (h  —  x). 

Für  x  =  0  wird  aber  p  =  tanga;  daher 
tang  a  =  taug  m  h 
uud  hieraus  a  =  mh  oder 

(7,  — f 

Setzt  man  die  beiden  Werte  von  m  aus  (5)  und  (7)  einander 
gleich,  so  folgt 

(8)  «  =  Jip— • 

Allein  hz  ist  das  Volumeu  eines  Prismas  von  der  Lange  h  uud 
dem  Querschnitt  z,  also  qhz  das  Gewicht  desselben.  Das  Verhältnis 
dieses  Gewichtes  zur  grössteu  Kettenspannung  P  gibt  daher  den  Bo- 
geu  «. 

Für  p  =  -~-  gibt  Gleichung  (6) 

(9)  d  y  =  taug  m  (h  —  x)  d  x. 

Um  diese  Gleichung  zu  integrieren,  beachte  man,  dass 

/»  f*  siuxdx 

I  tang  x  d  x  =  I  —         --  =  —  log  cos  x, 
J  J      cosx 

und  da  tang  m  (h  —  x)  d  x  = tang  m  (h  —  x)  d  ( —  m  x),  so  gibt  (9) 

y  =  —  log  cos  m  (h  —  x)  -j-  C. 

Für  x  =  h  wird  y^b;  daher  die  Konstante  C  =  b.  Hierfür 
wird  die  letzte  Gleichung 

b  —  y  = log  cos  m  (h  —  x), 
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oder  aucli,  indem  man  den  Wert  von  m  aus  (7)  einführt 

(10)  b  —  y  = log  cos — - — «. 

h  —  x 
Dies   ist   die   gesuchte  Gleichung   der    Kurve.       Darin    ist — 

ein  echter  Bruch,  dessen  Wert  für  x  =  0  auf  1  steigt.  Daher  ist  der 
Cosinus  zu  uehmen  von  einem  Wiukel ,  der  kleiner  als  a  ist.  Der 
Logarithmus  davon  ist  negativ,  weshalb  b  — y  positiv  erscheint,  wie 
es  sein  soll. 

Für  x  =  0  wird  auch  y  =  0.     Hierfür  gibt  Gleichung  (10) 

(11)  «= —log  cos«. 

Durch  Gleichsetzen  der  beiden  Werte  von  a  aus  (8)  und  (11)  ge- 
langt man  zu  folgender  Relation 

qbz 
log  cos  a  = *=; — , 

welche  ähnlich  wie  (8)  aufgefasst  werden  kann. 

Sind  b  und  h  gegeben,  so  kaun  aus  (11)  die  Grösse  «  berechnet 
und  hierauf  mit  Hilfe  von  (10)  die  Kurve  konstruiert  werden. 

Um  das  Volumen  v  der  Kette  zu  finden,  hat  man  nur  Gleichung  (2) 

zu  integrieren.      Zu    diesem  Zwecke   führt    man    vorher   den    Wert  von 

dy 
-~  aus  (9)  ein,  so  folgt 

(12)  v  =  z  cos  a  I  [1  -|-  tang2m  (h  —  x)]  d  x. 

Nun  ist  i  tang2x  d  x  =  tang  x  —  x,  wie  man  sich  durch  Differen- 
tiation überzeugt,  daher  auch 


/ 


tang2m  (h  —  x)  d  x  =  —        taug  m  (h  —  x) 


Daher  gibt  (12) 

zcos  a 


tang  m  (h  —  x)  -\-  C. 

Für  x  =  0  wird  auch  v  =  0 ;  daher 

z  cos  a    ±  .in 

0  = tang  mh  +  C 

m 

und  durch  Subtraktion,  indem  man  noch  m  mittels  (7)  ersetzt 

,    cos  a  (~  h  —  x    1 

v  =  zh tang a  —  tang  — - —  a  . 
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Dehnt  mau  x  bis  h  aus,    so    erhält    man   das   Voiumeu  der  Kette 
vom  Aufhängepunkt  bis  zum  tiefsteu  Punkt.     Dieses  ist  daher 

siuot 

v'  =  zh . 

a 

Zur  Bestimmung  der  Länge  benutzt  man  die  Gleichung 


ds' 


\fi+% 


von  der  schon  bei  Ableitung  von  (2)  Gebrauch  gemacht  worden.    Führt 
dy 


mau  den  Wert  von  — , ■■  -  aus  (9)  ein,  so  folgt 


"Kl -j- tang2m  (h  —  x)dx 

/^o7x"=ilogf 


dx 


cosm(h — x) 

Allein  es  ist  nach  §  309,  Formel  (2) 

d  x  1  ,      1  -j-  sin  x 

cos  x        2      "1  —  sin  x' 
Daher  auch 

t 1  1  -|-  sin  m  (h  —  x) 

2m    °g  1  —  sin  m  (h  —  x) 

Für  x  =  0  wird  auch  s'  =  0;  mithin  wird 


0  = 
und  durch  Subtraktion 


1      ,       1-f-sinmh 

log  — 

2  m  1  —  sin  mh 


, 1     r       1  -f-  sin  m  h  1  -|-  sin  m  (h  —  x) 

2  m  |_        1  —  sinmh  1  —  sinm(h  —  x)  J' 

Ersetzt  man   m   durch   seineu  Wert   aus  (7),    so   erhält  man  als 
gesuchte  Bogenlänge  der  Kurve 


h 
2« 


.     .    h— x      „ 
i    i     •  1  -r-  sin  — : —  et 

1  +  sin«       ,  h 

log  .     — : log  — : — 

6  1-sra«  *  .    h  — X 

1  —  sin — ; —  a 


Für  x  =  h   entsteht  hieraus    die   Länge  s"    der   Kurve    vom    Auf- 
hängepunkt bis  zum  tiefsten  Punkt.     Daher 

..         h  1-f-sin« 

s    =  — —  losr  — ! . 

2«      ö  1  —  sin  a 

dy  ,  d'2v 

-j —  aus   (9)    und   denjenigen   von   — ~- 

aus  (4)  in  den  Ausdruck   für   den   Krümmungshalbmesser  (§  291) ,   so 
folgt  unmittelbar  für  irgend  einen  Kurveupunkt 


W 


1  -j-  tang: 


h-x 


a; 


416 


Kl  +  tang2a, 


ferner  für  deu  Aufhäugepuukt,  wo  x  =  0  ist 
,_  h 
^  a 

und  endlich  für  den  tiefsten  Punkt,  wo  x  =  h  wird 


301.  Form  eines  von  oben  belasteten  Tuches.  Ein  Tuch  sei  an 
zwei  parallelen,  vertikal  stehenden  Wänden  längs  horizontaler  Liuien 
festgehalten  und  zwischen  deu  Wänden  durch  eine  Masse  belastet, 
deren  Teile  lose  neben  einander  liegen  (wie  trockener  Sand,  Wasser  etc.), 
so  dass  die  obere  Begrenzung  dieser  Masse  eine  horizontale  Ebene  bilde. 
Das  Tuch  soll  in  gespanntem  Zustande  so  geformt  sein,  dass  Vertikal- 
ebenen,  senkrecht  zu  den  Wänden  gedacht,  dasselbe  längs  kongruenter, 
gleich  tief  liegender  Kurven  schneiden.  Man  soll  die  Form  dieser 
Kurven  bestimmen  unter  der  Voraussetzung ,  dass  das  Gewicht  des 
Tuches  und  seiner  Steifigkeit  nicht  in  Betracht  komme. 

Es  gelte  die  bisherige  Bezeichnung.  Es  sei  also  CAB  (Fig.  126) 
die  Kurve,  AE  =  y  die  Ordinate  und  DE  =  x  die  Abscisse  des  Kur- 
venpunktes  D,  so  wird,  wenn  die  Vertikale  AF  =  b,  die  Vertikale 
D  H  =  b  —  y  sein. 

I.  Die  auf  dem  Tuche  liegende  Last  reiche  von  unten 
bis  zum  Punkte  C.  Daher  wird  das  Kurvenstück  CD  einen  Kör- 
per tragen    von   der  Form   eines    Prismas.     Grundfläche   desselben   ist 


Fig.  126. 


Kfra 


die  Fläche  CDH  und  Höhe  der  Abstaud 
zweier  Vertikalebeueu ,  welche  senkrecht  zu 
deu  Wänden  steheu.  Ebenso  liegt  auf  dem 
Kurvenstück  DA  ein  Prisma  von  der  Grund- 
fläche DAFH  und  gleicher  Höhe. 

Mau  nehme  die  Höhe  dieser  Prismen 
=  1  an  und  bezeichne,  wie  in  der  letzten 
Aufgabe,  mit  q  das  Gewicht  der  Volumeu- 
eiuheit  der  Masse,  so  ist  das  Gewicht,  das 
auf  CD  drückt  =qX  Fläche  CDH;  das- 
jenige, das  auf  DA  drückt  =q  X  Fläche  DAFH.  Daher  gibt  Glei- 
chung (2)  des  §  357 

q  X  D  A  F  H  -j-  q  X  D  CH  =  P  sin  «  und 

(1)  Qsiuy  =  qXDAFH. 

Lässt  man  x  zunehmen  um  dx,  so  beschreibt  die  Vertikale  DH 
ein  Flächenelement  von  der  Breite  d  x  und  der  Höhe  b  —  y,  also  vom 
Inhalt  (b  —  y)dx.  Diese  Grösse  ist  das  Differential  der  Fläche  ADHF; 
folglich  das  Integral  von  (b  —  y)  d  x  die  Fläche  ADHF.  Hierfür  geht 
(1)  über  in 


Q  sin  <f  =  q 


> 


y)dx. 


—     417      — 

Dividiert  rnau  diese  Gleichung  durch  Qcosy  =  Pcos«  (§  357), 
so  folgt 

(2)  tM«¥=T^r/(b-^)<lx- 

Für  (f  =  0  muss  auch  die  Fläche  D  A  F  H  sich  auf  Null  reduzieren, 
also  I  (b  —  y)  d  x  =  0  sein ;  für  <f  =  «  aber  dehnt  sich  diese  Fläche 
über  A  C  F  aus.     Daher  muss  sein 

(3)  Fläche  ACF=  P(b-y)dx. 

o 
Man  setze  in  Gleichuug  (2) 

(4)  tangy  =  ~     und     in  =-5 — , 

d  x  P  cos  a 

so  geht  sie  über  in 


dy 


lnJ(b-y)dS. 


Die  Differentiation  dieser  Gleichung  gibt,  da  d  x  konstant  ist 

(5)  ^X  =  m(b-y)dx. 

d  y  d  ^  y 

Führt  man  -~  =  p,  also      ,       =  d  p  ein  und  ersetzt  d  x  durch 
dx  dx  r 

— — ,  so  wird 
P 

p  d  p  =  m  (b  —  y)  d  y. 
Folglich  durch  Integration 

4-^-4) 

Für  y  =  0  wird   auch  p  =  0;   daher   ist   die  Konstante   der  Inte- 
gration weggelassen.     Man  multipliziere  mit  2 ,    ziehe   die  Wurzel   aus 

dy 
und  ersetze  p  durch  — ~-,  so  folgt 

d  x 

(6)  dxfr-  dy 


yib 


y  — y 


welche  Gleichung  folgendes  Integral  liefert 

x  V  m  =  Are  sin  — 1-  C. 

b 

Für  x  =  h  wird  y  =  b.     Hierfür  gibt  die  letzte  Gleichung 
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Daher  durch  Subtraktion 

(h  —  x)  Y^m  =  Are  sin  — r— ^- , 

oder  auch,  wenu  man  vom  Bogen  zum  Sinus  übergeht 

(7)  b  -  y  =  b  sin  (h  -  x)  V~m. 

Für  den  tiefsten  Punkt  wird  x  =  0  und  y  =  0;  ihm  entspricht  also 
die  Gleichung  1  =  sin  h  K  m,  welcher  der  Bogen  —  Genüge  leistet. 
Es  muss  daher  sein 

(8)  hKm=j. 

Führt  man  den  Wert  von  m  aus  (4)  hier  ein,   so  ergibt  sich  als 
Spannung  des  Tuches  in  horizontaler  Richtung 

Pcos«  =  q^--J  . 

Setzt  mau  aber  deu  Wert  von  Y  m  aus  (8)  iu  (7),  so  erhält  mau 
als  gesuchte  Gleichung  der  Kurve 

,„s  ,  ,       •      A   —   X        7T 

(9)  b  — y=bsni 


Iu  der  Figur  ist  h  —  x  =  C  H  und  b  —  y  =  DH.  Nimmt  mau 
deu  Punkt  C  zum  Anfangspunkt  der  Koordinaten  und  bezeichnet  die 
genannten  Werte  mit  x'  und  y',  so  geht  Gleichung  (9)  über  iu 

X       TT 

(10)  y'  =  bsm  —  —. 

dy 
Aus  (G)  folgt,  indem  man  —  -  durch  taug  <p  ersetzt 

(11)  taug <f  =  -^  ]/"2by-y2 
und  hieraus  für  y  =  b,  da  <f  in  a  übergeht 

7T        b 

tang«=¥.¥. 

Diese  letzten  Werte  könuen  ebenso  aus  (9)  oder  (10)  abgeleitet 
werden. 

Reduziert  man  die  obere  Grenze  des  Integrals  (3)  auf  x,  so  erhält 
man  als  Ausdruck  für  die  Fläche  AD  HF 

o  o 

und  hieraus  als  Wert  der  ganzen  Fläche  A  C  F 

2bh 


/ 


(b  -  y)  d  x  = 


TT 
0 
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Nun    ist  bh   das    um    die  Fläche    beschriebene  Rechteck;    folglich 

7T 

die  Fläche         =  0,63G  . .  von  diesem  Rechteck. 

Das  Gewicht  der  Masse,  welche  das  Tuch  auf  eine  Länge  =1, 
der  Wand  nach  gemessen,  zu  tragen  hat,  wird  erhalten,  wenn  mau 
diese  Fläche  mit  q  multipliziert.  Mithiu  wird  z.  B.  das  Gewicht  der 
Masse  CDH  nach  (12)  sein 

qj(b-y)dx  =  q— -Li-cos^— TJj. 

X 

Die  Länge  der  Kurve  ergibt  sich  wie  folgt.  Es  ist  das  Bogen- 
element 


V 


4--^- 


Aus  (9)  folgt  aber  durch  Differeutiation 

d  y        tt  b        /h  —  x  7r  \ 

Folglich  wird  das  Bogenelement 


(13)  ds 


^V^+W^Wf)- 


Um  dieses  Differential  zu  integrieren,  wende  man  die  Methode 
der  Quadratur  au ,  iudem  man  Flächenelemente  von  der  Form  u  d  x 
an  einander  reiht  und  zwar  mit  der  Grundlinie  d  x  und  der  Höhe  u 
=  der  Wurzelgrösse  in  (13).  Dadurch  entsteht  eine  Fläche,  ähnlich 
derjenigen  auf  S.  346,  mit  der  Grundlinie  h,  zwei  Endordiuaten  und 
einer  Kurve.     Die  erste  Eudordinate  entspricht  der  Abscisse  x  =  0  und 

hat  einen  Wert  =  1 ;  die  letzte  wird  -  -\/  1  -j-  ( -r-r-  )      für  x  =  h. 

7T 

Der   Abscisse   x  =  —  h    entspricht    ein    Bogen    =  —  ;    allein    es    ist 

T 
COS  —  = 

4 
Ordinate  ist  nun  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Höhen  aller  Flächen- 
elemente.    Denn  geht   man   von   dieser  Ordinate   aus    um    eine  Grösse 

h'<^—  h  rückwärts  und  vorwärts,  so  trifft  man  auf  Ordinaten,  die  um 

gleichviel  abweichen  von  der  mittleren  und  zwar  im  positiven  und  nega- 
tivem Sinne,  was  sich  aus  der  Eigenschaft  der  Funktion  leicht  nach- 
weisen  lässt.      Daher  ist  die  Fläche    gleich   einem   Rechteck    mit   der 

Grundlinie  h  und  der  Höhe  1/  1  -J-  —  f  — —  J  ;  also  das  Integral  von 
(12),  d.  h.  die  Kurvenlänge  vom  Aufhängepunkt  bis  zum  tiefsten  Punkt 


Bogen    =  - 
=  1/  — ;  also  wird  diese  Ordinate  =  1/  1  — ] — —  ( -r-r-  ]  .    Diese 


-1A+K0 
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Der  Ausdruck  für  den  Krümmungshalbmesser  einer  Kurve  ist 
ds3 


? 


d  xd2y 


Nun  gibt  Gleichung  (5)  d2y  =  m(b  —  y)d  x2;  daher  wird 
1         ^ds \3 
?  — m(b_— y)VdxJ  ' 
Da  aber  gemäss  der  Figur  dx  =  dscos^,  so  ist  auch 

r       m(b  — y)cos3<£< 

Hier  kann  nun  cos  <f  nach  (11)  durch  taug  (f<  ausgedrückt  werden. 
Es  ist  nämlich 


cos2?' 


1+tang2*  '+(Jr)VT-* 


Mittels   dieses  Wertes    und    dem    von    m  aus  (8)    erhält   man  aus 
(14)  den  gesuchten  Krümmungshalbmesser 


2h\ 


b+i-hd'»*-*! 


\  TT  y  o  —  y 

Für  y  =  0   erhält  mau    als  Krümmungshalbmesser   der  Kurve   im 
tiefsten  Punkt 


1 ^2h\2 
bUJ' 


und  für  y  =  b  als  Krümmungshalbmesser  im  Aufhängepuukt  p  =  oo. 

IL    Die   Last   reiche   um    a   über    die    Ebene   CF   hinauf. 
Dadurch  wird  die  Höhe  des  Flächenelementes  in  DH  =  a-fb  —  y  und 

daher  die  Fläche  über  dem  Bogen  A  D  =  I  (a  -(-  b  —  y)  d  x.    Also  geht 

Gleichung  (5)  über  in 

d2y  _ 


m(a-fb  — y)dx 


und  Gleichung  (6)  in 


dxKm- 


V~2(a  +  b)y-y«' 
deren  Integral  ist 

x  Km  =  Are  sin 1— : h  C. 

a-}-b 

Für  x  =  0  wird  y  =  0  und  die  letzte  Gleichung  gibt 
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Folglich  durch  Subtraktion 

!/--       ir        .       .      a-f-b  — y 

x  V  m  = Are  sin  — ?—. — — . 

2  a-f-b 

7T 

Versetzt   man  — =■  und  geht  vom  Bogen  zum  Sinus  über,  so  wird 

a 


a-f-b  —  v 

—  sin 


(i-,Vü). 


a  +  b 
woraus  als  gesuchte  Gleichung  der  Kurve  folgt 

(15)  a-j-  b  —  y  =  (a-j-b)  cosxj^m. 
Für  x  =  h  wird  y  =  <b.     Dafür  gibt  (15) 

(16)  coshVm=^— ?--, 

a-f-b 

eine  Gleichung,  aus  welcher  y  m  bestimmt  werden  kann.  Dabei  ent- 
spricht dem  Bogen  hKm  eine  Anzahl  Grade.  Mau  kann  nun  für 
numerische  Rechnungen  die  Grösse  y  m  in  Graden  ausdrücken  und 
diese  mit  x  multiplizieren,  so  erhält  man  die  Anzahl  Grade,  deren 
Cosinus  zu  benutzen  ist,  um  mittels  (15)  die  entsprechende  Ordinate 
zu  erhalten.     Da  ferner 

tang  (f  =  "Km  ]/"2  (a  4-  b)  y  —  y2, 
so  ergibt  sich  zur  Bestimmung  des  Bogens  a  die  Gleichung 

(1 7)  tang  a  =  "Km  K(2a+b)b! 

Die  Fläche,    vertikal  über  dem  Bogen  AD  gelegen,   ist  uuter  Be- 
nützung von  (15) 

/(a-f-b  —  y)dx  =  (a-|-b)      cos  x  ym  d  x  =  ^r~=-  siux  Km, 
J  y  m 

o  o 

und  daher  die  Gewichte  der  Massen  über  den  Bogen  AD  und  AC: 

(18)  q   .."TL-  sin  xKm       und       q     ~L_   sin  h  Km- 

y  m  y  m 

Das  Bogenelement  der  Kurve  ist  mit  Rücksicht  auf  (15) 
d  s  =  d  x  1/  1  +  -|^-  =  d  x  1/  l  -f-  (a  -f- b)2  m  sin2x  Km. 
Daher  das  Integral  nach  dem  auf  S.  419  angewendeten  Verfahren 


h|/l+(a-fb)2msin2--^- 


d  y  d2  y 

Aus  den  Werten  von  -r^-  und  — -i-  erhält  man  als  Krümmungs- 
dx  dx^ 

halbmesser  der  Kurve 

=  [l+m(2(a  +  b)y-y2)F 
?  m  (a  -\-  b  —  y) 
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Für  a  =  0  gehen  die  unter  II.  aufgestellten  Gleichungen  über  in 
die  bezüglichen  der  Voraussetzung  I. 

362.  Form  eiues  von  uuteu  belastete»  Tuches.  Das  Tuch  sei  wie 
in  der  vorigen  Aufgabe  angebracht,  die  Last  jedoch  von  unten  angehängt, 
so  dass  dieselbe  bis  auf  eine  wagerechte  Ebene  A'  C  (Fig.  127)  reiche. 
Statt  dass  die  homogene  Masse  den  Raum  ADCF  über  dem  Tuch 
ausfülle,  nehme  sie  jetzt  den  Raum  C  D  A  A'  C  ein,  wo  C  C  und  A  A' 
als  vertikale  Ebenen  zu  denken  sind. 

Im  übrigen  gelte  die  bisherige  Bezeichnung.  Es  seien  also  A  der 
Anfangspunkt,  AE  =  y  und  ED  =  x  die  Koordinaten  des  Kurven- 
puuktes  D  und  Abstand  AA'  =  a.  Man  ziehe  DD'  vertikal,  so  ist 
I)  D'  =  a  -f-  y-  Geht  sodann  x  in  x  -\-  d  x  über,  so  beschreibt  D  D'  das 
Flächeuelement  (a-j-y)dx  vom  Gewicht  q(a-j-x)dx;    folglich  ist  das 

Gewicht  der  Last  A  D  D'  A'  =  q  J  (a  -\-  y)  d  x.   Daher  nach  (2)  des  §  357 


Q  sin  (f  =  q  J(a  +  y)  d : 


Fig.  127. 


■vnn 


fi) 


Dividiert    man    mit   Gleichung    (1)   des 
357,  so  folgt 

*"**=-■ el 

Setzt  man  wieder  zur  Abkürzung 


-/(.+,)  di 


Pcos  a 


dy 


und  schreibt  -p-   für   taug«/*,    so   geht   (1) 


über  in  folgende  Gleichung 

-ji-  =  mj  (a-f  y)dx, 
woraus  durch  Vornahme  der  Differentiation  folgt 
(2) 


d2y 
dx 

=  m  (a  -f-  y)  d  x. 

ur  p  = 

dy 
dx 

,  also  d  x  = 

^-  gibt  Gleic 

pdp  = 

=  m  (a  4-  y)  d  y. 

lithin 

durch 

Integration 

wird. 


(3) 


p2  =  m(2ay-{-y2). 
Die  Konstante  der  Integration  fällt  weg,  weil  für  y  =  0  auch  p  =  0 

Diese  Gleichung  gibt,  wenn  p  ersetzt  wird 


d  x  ym  =  -=-. 


dy 


K2ay  +  y2 
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also  auch,  indem  man  integriert 

(4)  x  Vm  =  log  (a  +  y  +  V  2a~y~Ty2)  +  C. 

Zur  Bestimmung  der  Konstanten  C   nehme   man    x  =  0,   so   wird 
y  =  0;  daher 

O  =  loga  +  C, 

und  durch  Subtraktion  folgende  Gleichung  der  Kurve 


(5)  x 


Km=loga  +  y  +  |/~2ay  +  y- 


Für  y  =  b  wird  x  =  h.  Hierfür  liefert  (5)  zur  Bestimmung  der 
Grösse  m  die  Gleichung 

V—       l  i        a  +  b  +  V  2ab  +  b2 

(6)  Km  =  -log-  —^—  —. 

Diese  Gleichung  kann  auch  auf  folgende  Form  gebracht  werden 

(7)  y  =  -|[e*^-}-e-sV^_2]. 

Ans  (3)  folgt,  da  -— =  taug^  ist,  tang  ff  =  Y~  m  V~2  a  y  -|-y2 
und  daher  für  die  Aufhängestelle  C 

(8)  tang  a  =  |/"m  V{2  a-)-b)  b~, 

eine  Relation,  mittels  welcher  der  Winkel  «  bestimmt  werden  kann. 
Die  Fläche  A  D  D'  A'  wird  unter  Beuützuug  von  (7) 

(9)  J(a  +  y)dx=|J(e^+e-^)d.x  =  ^(e^»_  e-*V^). 

Die  Konstante  der  Integration  ist  =0,  weil  für  x  =  0  die  rechte 
und  linke  Seite  der  Gleichung  verschwinden. 

Diese  Fläche  kann  aber  auch  noch  wie  folgt  gefunden  werden. 
Setzt  man  den  Wert  von  dx  aus  (3)  in  deu  Ausdruck  (a-(-y)dx  für 
das  Flächenelement,  so  wird  dieses  gleich 

(io)  (a+y)dy  _ 

ym]A2ay  +  y2  ' 
Nun  ist  nach  §  308 

^  =  log(a  +  y  +  V  2ay  +  y2), 


ay  +  Y 


J     Käay  +  y'  ^y  J     Kl 

s  Integral  von  (10)  als  gesuchte  Fläcl 

f(a  +  y)dx=1^-y2ay  +  y2, 

J  Km 


ad  y 


iy  +  y2 

Folglich  das  Integral  von  (10)  als  gesuchte  Fläche 
(11) 
ein  Ausdruck,  der  etwas  einfacher  erscheint  als  der  obige. 
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Hiernach  wird  das  Gewicht  der  am  Bogen  A  C  angehängten  Last  sein 

(12)  Psin«  =  -^]/~2ab-}-b2. 

V  m 

Für  den  Krümmungshalbmesser  der  Kurve  ergibt  sich  mit  Hilfe 
von  (2)  und  (3) 

[l+m(2ay  +  y2)P 
Q  m(a-fy) 

Im  tiefsten  Punkt  ist  y=0;  daher  der  Krümmungshalbmesser  daselbst 

(13)  P'  =  —  • 
'  p        am 

Für  den  Aufhäugepunkt  isty=b;  daher  der  bezügliche  Krümmungs- 
halbmesser 

„       [l-fm(2ab  +  b2)p 
?    '  m(a-j-b) 

Für  den  speziellen  Fall,  da  a  =  0  ist,  d.  h.  die  untere  Be- 
grenzung der  aufgehäugten  Masse  durch  den  tiefsten  Punkt  der  Kurve 
geht,  wird  nach  (8) 

tang  «  =  b  Km ; 
ferner  nach  (12)  das  am  Bogen  AC  hängende  Gewicht 

Psin  a  =       _ 
V  m 

und  endlich  als  bemerkenswert  der  Krümmungshalbmesser  p'  im  tief- 
sten Punkt  nach  (13)  unendlich  gross,  d.  h.  dieser  Punkt  und  die  beiden 
benachbarten  Punkte,  welche  um  -\-  d  x  und  —  d  x  von  ihm  abstehen, 
liegen  in  gerader  Linie. 

Dagegen  werden  die  Gleichungen  (5),  (6),  (7)  und  (9)  unbrauchbar. 
Um  eine  allgemeine  Gleichung  der  Kurve  zu  erhalten,  welche  auch  auf 
den  genannten  speziellen  Fall  angewendet  werden  kann,  bestimme  man 
die  Konstante  C  in  (4)  so,  dass  man  x  =  h  und  y  =  b  einführt.  Dadurch 
geht  (4)  über  in 

h  Vm  =  log  (a  -f-  b  +  K~2  a  b  4-V2)  -j-  C 
und  daher  durch  Subtraktion  die  gesuchte  Gleichung 

(x  —  h)  V  m  =  log  — — — ',- 

a  +  b-f  K2ab  +  b2 

Wird  hierin  a  =  0  angenommen,  so  erhält  man  als  Gleichung  der 
Kurve  für  den  speziellen  Fall 


(x-h)|/~m  =  log(£). 


Es  werde  die  Kurve  CDA  durch  eine  starre  Linie  ersetzt  und  um 
C  F  als  Achse  gedreht,  so  dass  sie  vertikal  über  C  F  zu  liegen  komme. 
Dabei  gehe  die  Last  mit,  so  wird  sie  von  oben  die  Kurve  zusammen- 
drücken und  zwar  mit  den  gleichen  Kräften,  mit  welchen  sie  vorher 
verstreckt  wurde.    Die  Kurve  bildet  dann  die  Drucklinie  eines  Gewölbes. 
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X.   Aufgaben  über   die  elastische  Linie. 

363.  krümm ii ns;  der  elastischeu  Liuie  im  allgemeinen.  Wird  ein 
prismatischer  Stab  von  elastischer  Beschaffenheit  gebogen,  so  dehnen 
sich  die  Fasern  desselben  auf  der  einen  Seite  aus  und  verkürzen  sich  auf 
der  andern.  Wo  die  Ausdehnungen  in  die  Verkürzungen  übergehen, 
liegt  eine  neutrale  Schicht,  welche  keine  Läugenäuderuug  erfährt.  Die 
neutrale  Schicht  ist  eine  Cylinderfläche.  Ein  ebener  Schuitt  durch 
diese  Fläche,  senkrecht  auf  deu  Kanten  der  Cylinderfläche,  heisst 
elastisch e  Linie. 

In  den  §  202  und  203  sind  die  Biegungsverhältnisse  betrachtet, 
welche  an  einem  Stabe  von  rechtwinkeligem  und  kreisförmigem  Quer- 
schnitt eintreten,  der  am  einen  Ende  eingespannt  und  am  andern 
durch  eine  Kraft  verbogen  wird,  welche  senkrecht  zur  Läugeurichtuug 
des  Stabes  einwirkt.  Es  wurden  daselbst  folgende  Gleichungen  abge- 
leitet. 

E 

für  den  rechtwinkeligen  Stab      .     .     .     pPx=-— -bh3, 

für  den  Stab  mit  Querschnitt  Fig.  71     ?Px  =  -|-b(h3—  h'3), 

F 
für  den  cylindrischen  Stab    ....     pPx  = — -Trd*, 

64 

F 

für  den  hohlen  Cyliuder ^Px  = 7r(d+  —  d'4) 

und  die  Grössen  rechts  Momente  der  Elastizität  genannt.  Da 
diese  nur  vom  Modul  E  und  den  Querschnittsdimeusionen  abhängen, 
so  bleiben  ihre  Werte  dieselben,  wie  auch  der  Stab  in  Anspruch  ge- 
nommen wird.  Daher  gilt  auch  das  in  diesen  Gleichungen  enthaltene 
Gesetz  allgemein  für  irgend  einen  Teil  eines  gebogenen  Stabes  mit  ir- 
gend eiuem  Querschnitt,  wenn  nur  unter  q  der  Krümmungshalbmesser 
der  elastischen  Linie  an  einem  bestimmten  Punkte  und  unter  Px  das 
statische  Moment  der  Kraft  verstanden  wird,  das  diese  Krümmung 
veranlasst.  Dabei  kauu  Px  auch  als  eine  Summe  von  statischen  Mo- 
menten aufgefasst  werden,  deren  Glieder  gleiche  oder  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben. 

Das  Moment  der  Elastizität  kann  für  jeden  Querschnitt,  der  auf 
eine  gesetzmässige  Weise  geformt  ist,  abgeleitet  werden.  Wir  setzen 
dasselbe  daher  im  Folgenden  als  bekannt  voraus,  bezeichnen  es  mit  M 
und  erhalten 


(1)  ?.Px  =  M. 
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Nun  ist  der  Krümmungshalbmesser  der  Kurve  nach  §  291 


(2) 

Allein 
muugen  vor;  daher 


MW 


sehr    schwache    Krüm- 


(3) 


r  d2y 

dx2 
in    den  Anwendungen  kommen   nur 

ist  die  Grösse  -r-=-  im  Zähler  rechts  gegenüber  der 

Einheit  sehr  klein.  Unter  dieser  Voraussetzung  entwickele  man  die- 
sen Zähler  nach  dem  binomischen  Satze  in  eine  Reihe  und  vernach- 
lässige   die  Glieder   von    der    vierten   oder    zweiten   Potenz    der  Grösse 

dv 
— —  an.     Für  letzteres  erhält  man  aus  (2)  als  Annäherungsausdruck 

d2y         1 
dx2  ""   g>  ' 

364.  Elastische  Linien  eiues  Stabes,  der  in  horizontaler  Lage  am 
einen  Ende  eingespannt  und  am  nnderii  heiastet  ist.  Es  sei  AB 
(Fig.  128)  die  elastische  Linie,  A  die  Befestigungsstelle  und  B  der 
Aufhäugepuukt  der  Last  P. 

Man  lege  durch  B  zwei  rechtwinkelige  Achsen  Bx  und  By  in  der 
Ebene  der  Kurve,  wovon  die  erstere  horizontal,  die  letztere  vertikal 
aufwärts  gerichtet  ist.     Es  seien 

x,  y  die  Koordinaten   BD  und  CD  eines  Kurvenpuuktes  C, 

L,  u  dasselbe  für  den  Kurveupunkt  A. 

«,  (f   die   Neigung  der   Kurve  iu   B   und   C  zur   Achse  B  x. 

Denkt  man  sich  den  Stabteil  AC  von  veränderlicher  Länge  fest 
eingemauert,  ohne  dass  er  seiue  Form  ändert,  so  ragt  das  Stück  CB 
über  die  Mauer  hervor  und  wird  somit  gedreht  um  C  mittels  der 
Kraft  P  am  Hebelsarm  x,  also  mit  dem  Momente  Px.  Daher  gilt  un- 
mittelbar die  Gleich uug  (l)  des  vorigen  Paragraphen,  woraus  folgt 

(!)  P=^T- 


Für  x  =  0  wird  p  =  oo,  d.  h.  der  Stab  ist 
am  freien  Ende  geradlinig.  Wächst  x,  so  nimmt  g 
ab;  die  Krümmung  nimmt  also  von  B  nach  A 
hin  zu.  Der  kleinste  Krümmungshalbmesser  wird 
erhalten,  wenn  man   L  für  x  iu   (l)   einführt. 

Setzt  man  den  Wert  von  n  aus  (1)  in  Glei- 
chung (3)  des  letzten  Paragraphen,  so  folgt 

d2y 

dx2 


(2) 


M 


=  P: 


Nun  ist  aber 


m 
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dv 

Wenn  aber  x  zunimmt,  nimmt  -7^-  ab;   deshalb    haben   die  Diffe- 

dx 

rentiale  dieser  zwei  Grössen  entgegengesetzte  Zeichen.  Mau  wird  des- 
halb in  der  Gleichung  (2)  das  Zeichen  rechts  ändern ,  so  dass  man 
hat 


m 


(3)  M ^ — ^— =  _px. 

dx 

Multipliziert  man  mit  dx  und  integriert,  so  kommt 
dv  P\2 

Für  x  =  L  wird  wegen  der  horizontalen  Lage   des  Stabes    an  der 

dy 

befestigten   Stelle  -r—  =  0,     Hierfür  erhält  man  aus  (4) 

0--  PL2  ■ 


2       ' 
Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  kommt 

(5)  M^T  =  !(L2-x2)- 

Multipliziert  man  mit  dx  und  integriert,  so  erhält  man  als  Glei- 
chung der  elastischen  Linie 

(6)  Mv  =  y(L2x"  v) 

Die  Konstante  der  Integration  ist  weggelassen ,  weil  für  x  =  0 
auch  y  =  0  ist. 

Setzt  man  x  =  L  in  (6) ,  so  wird  y  =  u.  Mithin  hat  man  zur 
Bestimmung  der  grössten  Senkung 

PL3 

dy 
Da   -~  =  tang  (f,  so  folgt  aus  (5) 

tangy  =  ^(L2-x2);     taug  «  =  W 

365.  Stab  der  vorigen  Aufgabe,  der  noch  eine  über  seiue  Länge 
gleichförmig  verteilte  Last  zu  tragen  hat.  Es  gelte  die  bisherige  Be- 
zeichnung und  Fig.  129. 

Die  Last,  welche  über  die  Länge  gleichförmig  verteilt  ist,  sei 
per  Längeneinheit  =  p ;  so  ist  die  Last,  welche  auf  dem  Kurvenstück  B  C 
liegt  =  p  x,  da  x  für  B  C  genommen  werden  kann.  Den  Angriffspunkt 
dieser  Last  px  kann  man  in  der  Mitte  von  BC  voraussetzen;    also  ist 

das  statische  Moment  dieser  Last  in  Bezug  auf  C  als  Drehpunkt  =  —  px2; 
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somit  das  gesammte  statische  Moment,  welches  den  Stab  um  C  zu 
drehen  strebt  =  Px-|-  — px2.  Setzt  man  dasselbe  an  die  Stelle  von 
Px  in  die  Gleichung  (1)  des  §  363,  so  kommt 

M 


9  = 


Px+*px2 


Wenn  x  =  0 ,  so  wird  o  =  ad ;  also  bleibt  der  Stab  am  freien 
Eude  geradlinig.  Die  grösste  Krümmung  nimmt  er  am  befestigten 
Ende.     Für  diese  Stelle  wird  der  Krümmungshalbmesser 

M 

Fig.  129.  9  — ! • 

PL  +  |pL2 

Wenn  p  =  0,  so  werde  q  =  (?' ;  weun  P  =  0, 
so  werde  g  =  g" ;  deshalb  wird  sein 

M  „  M 

Setzt  man  die  LastpL,  welche  gleichförmig  über  die  ganze  Länge 
verteilt  ist,  gleich  der  Last  P  am  freien  Ende  voraus,  so  wird 

1     „ 

d.  h.  es  wird  die  Krümmung  des  Stabes  am  befestigten  Ende  zweimal 
grösser,  wenn  die  Last  am  freien  Ende  wirkt,  als  wenn  sie  gleichför- 
mig über  die  ganze  Länge  verteilt  ist. 

Vertauscht   mau   iu   Gleichung    (3)    des    vorigen    Paragraphen    das 

Moment  Px-\-  ~^px2  mit  Px,   so  erhält  man  als  Differentialgleichung 

der  Kurve 


dy\ 
dx) 


(1)  M— ^-=_PX-Tpx;. 

Multipliziert  man  mit  dx  und  integriert,  so  kommt 

dx  2  6     ~ 

dy 
Für  x  =  L  wird-~-  =  0;  hierfür  gibt  die  letzte  Gleichung 
dx 

Durch  Subtraktion  folgt 

(2)  m|^  =  |(L2-x2)  +  |(L3-x3). 
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Multipliziert   man  mit  dx    und  integriert,    so   erhält   maD   als  ge- 
suchte Gleichuug  der  elastischen  Linie 


(3) 


m-Kl-"t)+K^-t> 


Die  Konstante  der  Integration  ist  weggelassen,  weil  für  x  =  0 
auch  y  =  0  wird. 

Für  die  grösste  Senkuug  u  =  A  F  des  Stabes  erhält  man  aus  (3), 
indem  man  x  =  L  und  y  =  u  setzt 

fA\  PL3        pL* 

Ist  keine  Last  am  freien  Ende  aufgehängt,  so  wird  P  =  0.  Ist 
dagegen  p  =  0,  so  gehen  alle  vorstehenden  Formeln  in  die  betreffen- 
den der  letzten  Aufgabe  über. 

Wenn  die  gleichförmig  verteilte  Last  gleich  der  am  freien  Ende 
ist,  so  wird  p  L  =  P  und  somit  die  Senkung  aus  (4) 

=  PL3        PL3=  11   PL3 
U—  3M"^8M~  24     M    ' 

Beträgt  somit  die  Senkung  8  gleiche  Teile,  wenn  nur  die  Last  am 
freien  Ende  hängt,  so  bewirkt  die  ebenso  grosse  jedoch  gleichförmig 
verteilte  Last  für  sich  allein  3  solcher  Teile. 

Soll  die  Last  pL  gleiche  Senkung  wie  P  hervorbringen,  so  muss 
nach  (4)  sein 

PL3        pL*  3 

W  =  "8M'     al8°     P  =  TpL' 

3 
d.  h.  es  muss  in  diesem  Falle  die  Last  am  freien  Ende    --   sein    von 

8 

der  gleichförmig  verteilten  Last. 

Es  sei  «  der   Winkel ,    welchen    die  Tangente   an    die   Kurve    am 

dy 
freien   Ende   mit  der   horizontalen  Richtung  bildet ,   so   ist  tg  a  =  —-7 

für  x  =  0.     Für  diese  Werte  erhält  man  aus  (2) 

PL2        pL3 

Für  p  =  0  werde  a  =  u'  und  für  P  =  0  werde  a  =  a".  Hier- 
für erhält  man  aus  der  letzten  Gleichuug 

4       PL2  ,.       pL3 

tg«=-2M  5     tg*    =W- 
Setzt  man  nun  p  L  =  P  voraus,  so  wird 
tg  a'  =  3  tg  ix". 

Also  wird  die  Tangente  des  Winkels  «  am  freien  Ende  dreimal 
grösser  in  dem  Fall,  wenn  die  Last  an  diesem  Ende  hängt,  als  wenn 
dieselbe  Last  gleichförmig  über  die  ganze  Länge  verteilt  wird. 
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360.  Stab,  der  von  zwei  gleich  hoch  gelegenen  Stützen  getragen 
und  durch  eine  gleichförmig  verteilte  und  eine  konzentrierte  Last  ge- 
bogen wird.  Die  Stützen  A,A'  (Fig.  130),  an  den  Enden  des  Stabes 
angebracht,  liegen  in  eiuer  horizontalen  Linie  ADA'.     Es  seien: 

P  die  in  F  konzentrierte  Last  in  den  horizontalen  Abständen  AD  =  a, 

A'  D  =  a'  von  den  Stützen, 
p  die  über  den  Stab    gleichförmig   verteilte   Last  per   Längeneinheit, 

das  Gewicht  des  Stabes  inbegriffen, 
x,  y  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  AC,  BC  eines  Kurveupnnktes  B, 
x',  y'  die  Koordinaten  A'C',B'C'  eines  Kurvenpuuktes  B', 
u  die  Senkung  DF  des  Aufhängepunktes, 

ß  der  Winkel,    welchen  die  Tangente  an  die  Kurve   durch  den  Auf- 
hängepunkt mit  der  horizontalen  Richtung  AA'  bildet, 
L  =  a-j-a'  die  Entfernung  der  Stützen, 
Q,  Q'  die  Pressungen  auf  die  Stützen  A,  A'. 

Denkt  man  sich  die  Stütze 
in  A  weg  und  den  Druck, 
welchen  sie  auszuhalten  hat, 
durch  die  Kraft  Q,  welche 
aufwärts  wirkt,  ersetzt,  so 
entsteht  ein  Hebel,  der  seiuen 
Drehpunkt  in  A'  hat.  Daran 
wirkt  Q  am  Hebelsarm  L, 
P  am   Hebelsarm   a'    und   pL 

Da  nun  das  statische  Moment  von  Q  gleich  sein 


Fig.  130 


am  Hebelsarm 


muss  der 
hält  man 


2 
Summe 


L. 
der 


Momente   der  abwärts  wirkenden  Kräfte,    so  er- 


Q  L  =  P  a' 


PLS 


(1) 


Q  =  P 


+  yPL. 


(2) 


Ganz  ebenso  findet  man 

Q'  = 


PL. 


L  ^  2 

Hiernach  kann  mau  die  Kräfte  Q,  Q'  als  bekannt   betrachten. 

Denkt  man  sich  das  Kurvenstück  A'B  eingemauert  und  AB  her- 
vorragend, so  wirkt  am  letztern  die  Kraft  Q  aufwärts  am  Hebels- 
arm x  und  die   Last   p-AB    oder   annähernd   px 


ist  das  statische  Moment 

1 


Last   p-AB    oder 
abwärts.     Somit 
ziehuug  auf  B  als  Drehpunkt 
statt  Px  in  die  Formel  (1)  d 

(3)  p  =  - 


annähernd   px   am    Hebelsarm 
dieser  beiden  Kräfte 


2 
in  Be- 


Qx- 

§  363, 

M 


P  v 


Setzt  man  diesen  Wert 


so  kommt 


Qx~ -^rPx 


(4) 
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Ganz  ebenso  findet  man  für  das  andere  Kurvenstück 

M 

9  = 1 * 

Q'*'-~P*'2 


Für  x  =  0  und  x'  =  0  erhält  man  q  =  gO  und  q'  =  zr  ,  d.  h. 
die  elastische  Linie  ist  an  ihren  Enden  geradlinig. 

Lässt  man  x'  wachsen  bis  x'  =  a',  so  nimmt  p'  fortwährend  ab. 
Also  hat  das  kürzere  Karvenstück  seine  stärkste  Biegung  im  Auf- 
hängepunkt. 

Lässt  man  x  wachsen  bis  x  =  a,  so  nimmt  q  bis  zu  einer  ge- 
wissen Stelle  hiu  ab.  Um  die  Abscisse  dieser  Stelle  zu  findeu ,  be- 
zeichne  man   den   Nenner  Qx <rPx2  des  Wertes  von  Q  in  (3)  mit  z, 

so  erhält  man  durch  Differentiation 

fK-s  dz        n  d2z 

(6)  77=Q-"X;    !?■  —  '■ 

Wenn  nun  Q  ein  Minimum   werden  soll,   so  niuss  z    ein  Maximum 
sein.     Dies  ist  nach  (5)  der  Fall  für 
dz 


woraus  folgt 


dx         ^-PX  =  °< 


Q  _  Pa'  _._  L 
p  _   pL     '    2 


Dieser  Wert  von  x  ist  grösser  als  — .     Also    wird    die   Stelle  der 

stärksten  Biegung  nie  zwischen  der  Stütze  A  und  der  Mitte  der  Kurve 
liegen.  Sie  wird  aber  zwischen  die  Mitte  der  Kurve  und  den  Auf- 
häugepuukt  des  Gewichtes  P  kommen,  wenn  dieser  Wert  von  x  klei- 
ner als  a  ist.  Sie  wird  in  den  Aufhängepunkt  fallen,  wenn  dieser 
Wert  von  x  gleich  oder  grösser  als  a  wird. 

An  der  Stelle  des  Stabes,  wo  der  Krümmungshalbmesser  der 
elastischen  Linie  ein  Minimum  ist,  werden  die  Fasern  auf  der  kon- 
vexen Seite  am  stärksten  verstreckt  und  auf  der  konkaven  am  stärk- 
sten zusammengedrückt;  es  befindet  sich  also  hier  der  gefährliche 
Querschnitt. 

Bei  einer  schwachen  Biegung  des  Stabes  hat  man    auch   hier  wie 
in  den  beiden  vorhergehenden  Aufgaben  nach  (3)  von  §  363  zu  setzen 
d2y  _  1 
dx2         g  ' 

Deshalb  aus  (3)  und  (4),  da  dx  und  —  -  sich  entgegengesetzt  ändern 


i'i 
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Multipliziert  mau  (6)  mit  dx  und  integriert,  so  kommt 

dy 
Setzt  man   hierin  x  =  a,  so  wird  -~-  =  —  tg  /S.       Das    negative 

Zeichen  ist  hier  deshalb  zu  nehmen ,  weil  der  Aufhängepunkt  F  zwi- 
schen der  Stütze  A'  und  dem  tiefsten  Punkt  der  Kurve  liegt,  weil  also 
die  Ordinate  y  vom  tiefsten  Punkt  an  gegen  F  hin  abnimmt,  während 
x  wächst.     Für  den  Punkt  F  wird  daher  die  Gleichung  (8) 

Zieht  man  diese  Gleichuug  von  (8)  ab,  so  folgt 

(9)  MJ^  =  |(a2-x2)-|(a3-x3)-Mtg/S. 

Wird  hier  mit  dx  multipliziert  und  sodann  integriert,   so    kommt 

(10)  My  =  |(a2x-^)-|(a3x--^)-Mxtg0. 
Ganz  ebenso  findet  man  aus  (7) 

(ll)My'  =  -|-(a'V-^-)-|-(a'V-4i)  +  M/tg^ 

Die  Formeln  (10)  und  (11)  sind  die  Gleichungen  der  Kurven- 
äste AF  und  A'F. 

Setzt  man  x  =  a  in  (10)  und  x' =  a'  in  (11),  so  werden  y  und 
y'  zu  u.     Deshalb  erhält  man 

/     n  Qa3         pa4  .    0  Q'a'3         pa'4     . 

<12>  »= w— lw-^ß'  1=ir-  8M-+atgff- 

Aus  diesen  beiden  Werten  von  u  folgt 

W  gP  3ML  8ML 

Vermöge  dieser  Gleichung  ist  die  Richtung  der  Kurve  im  Auf- 
hängepunkt bestimmt.  Wenn  a  =  a',  so  wird  auch  Q  =  Q'  und 
tgß=0;  d.h.  wenn  die  Last  P  in  der  Mitte  zwischen  den  Stütz- 
punkten aufgehäugt  ist,  so  fällt  der  tiefste  Punkt  mit  dem  Aufhänge- 
puukt  zusammen. 

Wenn  aber   a  grösser  ist  als  a',  so  erhält  man  den  tiefsten  Punkt 

dy 
aus  der  Gleichung  (9),  indem  man  -~-  =  0  setzt.     Dies  gibt 

0=|-(a2-x2)-|-(a3-x3)-Mtgp. 

Der  Wert  von  x,  welchen  diese  Gleichung  liefert,  ist  die  Abscisse 
des  tiefsten  Punktes. 
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Wenu  der  Aufhängepunkt  des  Gewichtes  P  io  der  Mitte  zwi- 
schen den  Stützpunkten  liegt,  so  sind  die  Kurvenäste  zu  beiden 
Seiten  der  grössten  Ordinate  symmetrisch  und  mau  erhält  aus  (1), 
(3),  (10),  (12) 

Q  =  Q'  =  y(P  +  pL), 

2M 


*       r        Px  +  pLx-px2' 

-i-T^+'«(y-T)-^(¥-> 

(U)  "  =  3^M(8P  +  5L")- 

Die  letzte  Gleichung  (14)  ist  geeignet,  um  den  Modul  E  der 
Elastizität  eines  Materials  durch  Versuche  zu  bestimmen. 

Man  mache  die  Versuche  mit  einem  rechtwinkeligen  Stabe  und 
bezeichne  seine  Höhe  mit  h  ,  seine  Breite  mit  b ,  und  den  Modul  der 
Elastizität  mit  E,  so  ist  nach  §  202  das  Moment  der  Elastizität 

K-- £bk». 

Führt  man  diesen  Wert  von  M  in  (14),  so  erhält  man 

E=ü2¥k(8P+5L>"- 

Bei  Versuchen  betrachtet  man  die  Grösse  p  als  das  Gewicht  der 
Längeneinheit  des  Stabes,  der  angewendet  wird. 

367.  Prismatischer  Stab,  am  einen  Ende  in  horizontaler  Lage  ein- 
gespannt, am  andern  in  gleicher  Höhe  unterstützt  und  in  einem  Punkte 
belastet,  Das  Stück  A'A  des  Stabes  (Fig.  131)  sei  eingespannt  (ein- 
gemauert), das  Ende  B  unterstützt,  so  dass  BAA'  in  horizontaler 
Richtung  liegen.  Die  Last  P  sei  im  Punkte  D  angebracht;  dadurch  wird 
sich  der  Stab  biegen  und  eine  Kurve  AD B  bilden.  Um  ihre  Gleichung 
abzuleiten,  nehme  man  die  Abscissen  längs  der  Wagerechten  AB  und 
die  Ordinaten  darauf  senkrecht  an.     Es  seien 

L  die  Stablänge  AB  zwischen  der  Einmauerung  und  der  Stütze, 
x,  y  die  Koordinaten  Ac,  Cc  des  Kurvenpunktes  C,  zwischen  A  und 

D  gelegen, 
a, u  die  Koordinaten  Ad,  Dd  des  Aufhäugepunktes  D, 
x',  y'  die  Koordinaten  d  e,  E  e  des  Kurvenpunktes  E,  zwischen  D  und 

B  gelegen, 
p,  p'  die  Krümmungshalbmesser  der  Kurve  in  C  und  E  und 
ß  der  Winkel ,  welchen  das  Kurvenelement  in  D  mit  der  Abscissen- 
richtung  bildet. 

Man  ersetze  den  Widerstand  der  Stütze  in  B  durch  eine  Kraft  Q, 
welche  daher  aufwärts  gerichtet  ist,  so  wird  das  Gleichgewicht  am 
Stabe  fortbestehen. 

Ante ii heimer,  Eleraentarbuch.  28 
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Nun  denke  mau  sich  das  Stück 
A.C  des  Stabes   eingemauert,  so  ragt 
noch  das  Stück  cB  hervor,   das  durch 
die    Kräfte    Q  und  P   in   entgegenge- 
setzter   Richtung    gedreht    wird    um 
G   als    Drehachse.       Dabei    wirkt    P 
abwärts    am  Hebelsarm    cd  =  a  —  x 
und  Q   aufwärts    am   Hebelsarm    cB 
=  L  —  x.     Daher  ist   das  resultierende   statische  Moment   =  P  (a  —  x) 
—  Q  (L  —  x).     Setzt  man  diesen  Wert  in  Gleichung  (1)  des  §  363  an 
Stelle  von  Px,  so  folgt 


(1) 


P  (a  —  x)  —  Q  (L  —  x)  ' 

Daher  hängt  der  Krümmungshalbmesser  vom  Verhältnis  der  Kräfte 
P  und  Q  ab,  das  im  Nachfolgenden  bestimmt  wird. 

Mit  Hilfe  dieses  Wertes  von  o  gibt  Gleichung  (3)  des  §  363 

d2y 


M 


.2  =P(a-x)-Q(L-x). 


Wird  mit  dx  multipliziert  und  integriert,  so  kommt 


(2) 


M-^"=P 
dx 


-Q    Lx- 


x2\ 

"2-;- 


Eine   Konstante    der  Integration    ist   nicht   nötig ,    weil   für  x  =  0 
auch  y  =  0  wird. 

Für  den   Aufhängepunkt  D    wird  x  =  a  und  —^-  =  tangp;  daher 


yPa2-yQa(2L-a). 


(3)  M  tang  ß 

Das  Integral  von  (2)  gibt  als  Gleichung  der  elastischen  Linie  A  D 

Aucb  liier  fällt  die  Konstante  der  Integration  weg,  weil  für  x=0 
und  y  =  0  die  Gleichung  verschwindet. 

Für  den  Punkt  D  gehen  x  in  a  und  y  in  u  über;  daher 

(5)  Mu  =  |Pa3-yQa2(L--0 

Man  denke  sich  nun  die  Eiumauerung  des  Stabes  von  C  bis  E 
fortgesetzt,  so  reicht  über  die  Mauer  hinaus  noch  das  Stück  EB.  Das- 
selbe wird  durch  die  Kraft  Q  um  E  als  Achse  gedreht  am  Hebelsarm 
eB  =  L  —  a  —  x'.  Das  statische  Moment  dieser  Kraft  ist  daher 
=  Q  (L  —  a  —  x').  Setzt  mau  dasselbe  in  Gleichung  (1)  des  §  363 
für  Px,  so  folgt 

(6)  e=-Q(L_a_x<v 
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Da  die  Krümmungsmittelpunkte  für  die  Kurvenelernente  iu  AuudE 
auf  entgegengesetzter  Seite  der  elastischen  Linie  liegen,  so  haben  £> 
und  q'  entgegengesetzte  Zeichen,  weshalb  q'  in  (6)  negativ  angenom- 
men ist. 

Mit  Hilfe  von  (6)  gibt  Gleichung  (3)  des  §  363  für  das  Kurven- 
stück DB 

dV 
M-Vr  =  —  Q  (L  —  a  —  x')  d  x', 
dx 

woraus  durch  Integration  folgt 

(7)  M^  =  -Q(L-a)x'-f-^-+C. 

dy' 
Für   x'  =  0    wird         t  =  tang  ß.     Hierfür  geht  (7)  über  in 

M  tang  ß  =  C 
und  durch  Subtraktion  in 

(8)  M-|^-  =  -Q(L-a)x'+-5|^+Mtang^. 
Diese  Differentialgleichung  liefert  folgendes  Integral 

My'  =  -Q(L-a)-^+-2|^+Mx'tang0  +  C. 

Für  x'  =  0  wird  y'  =  u ;  daher  M  u  =  C  und  somit  die  gesuchte 
Gleichung  der  Kurve 

(9)  My'=-Q(L-a)^+-^  +  Mx'tang0  +  Mu. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  x'  =  L  —  a  ,  so  wird  y'  =  0,  ent- 
sprechend dem  Punkte  B.     Dafür  gibt  (9) 

(10)  O=-yQ(L-a)3  +  M(L-a)tang0-|-Mu, 

Diese  Gleichung  kann  beuutzt  werden,  um  Q  zu  bestimmen.  Zu 
diesem  Zwecke  eliminiere  man  Mtangß  und  Mu  aus  ihr  mittels  (3) 
und  (5),  so  folgt 

,  a2  (3  L  -  a) 


(ii)  Q  =  P: 


2  V 


Im  Punkte  A  ist  x  =  0 ;    hierfür  wird   der  Krümmungshalbmesser 
nach  (1) 

M 
?~   Pa-QL  " 

Nun   ist   der  Nenner  dieses   Bruches   positiv,    wie   sich   mit   Hilfe 
von  (11)  ergibt.     Daher  ist  auch  q  positiv. 

28* 
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Im  Punkte  D  dagegen  ist  x  =  a ;  also  der  Krümmungshalbmesser 
nach  (1) 

Daher  ist  dieser  Krümmungshalbmesser  negativ.  Es  ändert  also  q 
sein  Vorzeichen,  weuu  x  von  0  in  a  übergeht.  Im  Augenblick  des 
Ueberganges  zeigt  die  Kurve  einen  Wendepunkt.  Für  diesen  muss  der 
Neuner  in  (1)  zu  Null  werden.  Allein  aus  P  (a  —  x)  —  Q  (L  —  x)  =  0 
folgt  als  Abscisse  des  Wendepunktes 

Pa-Qb 
x~       P-Q      " 

Von  A  bis  zum  Wendepunkt  nimmt  der  Krümmungshalbmesser 
zu,  von  da  bis  zum  Punkte  D  wieder  ab. 

Setzt  man  x'  =  0  in  (6) ,  so  erhält  mau  als  Krümmungshalbmes- 
ser der  Kurve  in  D  denselben  Wert  wie  oben  in  (12). 

Von  D  aus  in  der  Richtung  nach  B  hin  wird  der  Nenner  in  (6) 
kleiner,  weil  x'  zunimmt;  daher  wird  der  Krümmungshalbmesser  grös- 
ser und  wird  in  B,  wo  x'  =  L  —  a  ist,  unendlich  gross. 

Die  Kurve  hat  einen  tiefsten  Punkt;  derselbe  kann  vor  oder  hin- 
ter dem  Aufhängepuukt    der   Last   liegen.       Befindet   er  sich    auf  dem 

dy' 
Stück  DB,  so  muss  für  ihn  das  Differentialverhältuis  ^—  =  0  werden. 

dx' 

Hierfür  folgt   aus  (8) ,    wenn    der    Wert    von   M  taug  ß   aus   (3)   einge- 
führt wird 

0  =  -Q(L-a)x'  +  ^+^l--|a-(2L-a). 

Löst  man  diese  quadratische  Gleichung  auf,  so  erhält  man  als 
Abscisse  des  tiefsten  Punktes,  diese  von  d  aus  gezählt 


x'  =  L-a±j/(L-a)2--|a2  +  a(2L-a) 
und  nach  Umformung  als  Abscisse,  von  A  aus  gezählt 


x'  +  a  =  L    1 


V>-m 


Von  den  beiden  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  entspricht  nur  das 
negative  dem  Sinn  der  Aufgabe,  weshalb  auch  nur  dieses  im  letzten 
Ausdruck  beibehalten  ist.  Wird  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen 
negativ,  so  liegt  der  tiefste  Punkt  auf  dem  Kurvenstück  AD  und  er 
kann  dann  mit  Hilfe  der  Gleichung  (2)  bestimmt  werden. 

868.  Biegung  eines  prismatischen  Stabes,  der  in  der  Längenrirh- 
tung  zusammengedrückt  wird.  Der  Stab  sei  eine  Säule,  A  H  (Fig.  132) 
die  vertikale  Richtung  derselben,  H  der  Unterstützungspnukt  und  A 
der  Angriffspunkt  der  Last  P.  Diese  Last  erteile  dem  Stab  eine 
Biegung.     Gesetzt  eine  Bieguug  würde  nicht  eintreten,    so   würden  alle 
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Fasern,  welche  man  sich  als  materielle  gerade  Linien,  parallel  zur 
Längenrichtung,  denken  kann,  um  gleichviel  verkürzt.  Sowie  aber  die 
Biegung  eintritt,  verkürzen  sich  die  Fasern  auf  der  konkaven  Seite 
noch  mehr,  während  die  auf  der  konvexen  sich  wieder  ausdehnen. 
Wie  stark  auch  die  Zusammendrückung  auf  der  eiuen  und  die  Aus- 
dehnung auf  der  andern  Seite  sein  mag  (immer  eine  schwache  Biegung 
vorausgesetzt),  so  bleibt  der  Wert  des  Elastizitätsmomentes  M  derselbe. 
Es  sei  ACFH  die  Krümmung  der  elastischen  Linie  des  Stabes. 
Man  bezeichne  mit 

a  die  Höhe  der  Säule  im  gebogenen  Zustande,   also  die  Länge  AH, 
x,  y  die  Koordinaten  AB,  BC  eines  Punktes  C  der  Kurve, 
q  den  Krümmungshalbmesser  der  Kurve  in  C,  und 
u  =  DF    die    grösste    Ausweichung    oder     auch    die    Pfeilhöhe    der 
Kurve. 
Denkt  man  sich  den  Kurventeil  CH  eingemauert,  so  wird  die  Last 
den  hervorragenden   Teil    AC  um  C   herum   abzudrehen   streben,    mit 
einem  statischen  Moment  =Py.     Deshalb  wird  nach  §  363  sein 


(1) 

e 

•Py  = 

=  M, 

d2y 
dx2 

1 

7' 

woraus  folgt , 

da  y 

und 

dy 
dx 

sich 

entgegengesetzt  ändern 

M 

d2y 
dx2 

=  -Py. 

p 

Setzt  man  —  = 

=  c2, 

multipliziert  mit  2dy 

und 

integrie 

so 

kommt 

Fig. 

132. 

(£)-°- 


wobei  C  die    Koustante   der  Integration   bezeichnet.      Für  y  =  u   wird 

dy 

-;-  =  0,  da  die  Tangente  durch  den  Punkt   F   der  Kurve   parallel  zu 
dx  r 

AH  liegt.     Für  den  Punkt  F  wird  daher  die  letzte  Gleichung 
0  =  C-c2u2. 
Mithin  erhält  man  durch  Subtraktion 

c2  (u2  -  y2). 

v.  u  a  y 

und  hieraus 

C  d  X  =  -=-; : =-. 

W  -  y2 

In  dieser  Gleichung  ist  das  Vorzeichen  von  dx  und  dy  gleich- 
genommen, weil  für  den  Bogen  AF  die  Grössen  x  und  y  sich  in  glei- 
chem Sinne  ändern.     Das  Integral  der  letzten  Gleichung  ist 

y 

c  x  =  Are  sin  — . 
u 


m 
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Die  Konstante  der  Integration  ist  weggelassen,  weil  für  y  =  0 
auch  x  =  0  wird.  Geht  man  von  dem  Bogen  zum  Sinus  über,  so 
folgt  als  Gleichung  der  Kurve 

(2)  y  =  usincx. 

Setzt  man  hierin  y  =  0,  so  bezeichnet  x  die  Abscisse  aller  Durch- 
schnittspunkte der  Kurve  mit  der  Abscissenachse.  Man  erhält  für 
diese  Punkte 

0  =  u  sin  c  x. 

Diese  Gleichung  erfordert,  dass  entweder  u  =  0,  wodurch  der 
Stab  geradlinig  bleibt  oder  dass  der  Bogen  ex  ein  Vielfaches  von  tt 
ist.     Bezeichnet  daher  n  irgend  eine  ganze  positive  Zahl,  so  muss  sein 

n7r 

(3)  cx  =  n7r;      x  = . 

Diese  Gleichung  gibt    für  x    so  viele  Werte,    als  n  Einheiten  ent- 
hält.     Für   n  =  0  wird  auch   x  =  0.     Dieser   Wert    von    x   entspricht 
dem  Anfangspunkt  A  (Fig.  133).      Für  n  =  l   werde  x  =  AD, 
Fig.  133.  T 

Iso  ist  A  D  =  — .      Für   n  =  2    werde    x  =  A  G ,     so    wird 


AG  = ,    woraus  folgt,  dass  AD  =  DG.     Ganz  ebenso 

c 

folgt  DG  =  GH, Man    sieht,    dass   die   Abscissenachse 

von  der  Kurve  in  gleiche  Teile  geteilt  wird. 


13  5 

Setzt  man   der  Reihe  nach  x  =  — AD,  —AD,  —AD,.. 


in  (2) ,  so  wird  y  abwechselnd  -j-  u  und  —  u ,  d.  h.  die  Kurventeile 
weichen  nach  entgegengesetzter  Seite  gleichweit  von  der  Abscissen- 
achse ab  und  zwar  in  ihren  Mitten,  weil  für  y  =  u  in  Formel  (2)  der 

ir           3ir      5ir 
Bogen  ex  =  —  , ä~  >  ~~ä~  » • " 

Bezeichnet  n  in  Formel  (3)  die  Anzahl  aller  Biegungen  AD, DG, . ., 
so  wird  x  =  a  und  man  erhalt 
(4)  ac  =  n7r. 

Hat  die  Kurve   nur   eine  Biegung ,   so  ist  n  =  1    und    man   erhält 
aus  (4) 


P 


(&)  C=^=M' 

Um  die  Ausweichung  u  zu  bestimmen,  berechne  man  die  Länge  s 
der  Kurve.     Man  erhält  aus  (2) 
dy 

—r-^  =  CU  COS  CX. 

dx 
Hierfür  wird  das  Element  eines  Bogens  der  Kurve 

ds  =  dx|/l+(|^)2  =  dx(l  +  c2u2cos2cx)^. 
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Entwickelt  man   nach  dem    binomischen    Satze   und  vernachlässigt 
die  Glieder  von  der  vierten  Potenz  der  Grösse  u  an,  -so  wird 

2„2 


ds  =  d  x(  1-| —  cos^cx  ) 


Um  die  ganze  Länge  s   der  Kurve   zu  erhalten ,    muss   diese  Glei- 


n»r 


cliung  von  x  =  0  bis  x  =  a  = (Formel  4)  integriert  werden.  Nun  ist 

cos2c  x  =  —  (1  -j-  cos  2  ex), 

ß2  jj2  g2  jj2  \ 

1 —  cos  2  c  x  j 


und  da 


so  wird 


,0 

U7I 

r 

I    cos  2  c  x  d  x  =  0, 

o 

s  =  a(l-f 


4 

woraus  die  gesuchte  Ausweichung  folgt 


c  y     a 


Wenn  der  Stab  sich  nicht  biegt ,  so  wird  s  =  a,  also  u  =  0,  wie 
es  sein  soll. 

Setzt  man  den  Wert  von  P  aus  (5)  in  (1),  so  erhält  mau  als 
Krümmungshalbmesser  der  Kurve 


An  den  Endpunkten  ist  y  =  0,  also  q  =  oo.  Den  kleinsten  Krüm- 
mungshalbmesser erhält  mau  für  y  =  u.  Also  nimmt  die  Krümmung 
des  Stabes  von  den  Endpunkten  nach  der  Mitte  hin  zu. 


XI.   Aufgaben  über  fortschreitende  Bewegungen. 

369.    Differeiitialformelii    der   ßeweguug.       Diese    Formeln    wurden 
für  irgend  eine  Bewegung  bereits  in   §  153  abgeleitet.     Es  ist  hiernach 

(1)  dx=vdt;     dv  =  gdt;      vdv  =  gdx, 

wobei  x  den  in  der  Zeit  t    durchlaufenen   Weg   und    v  und  g   die   Ge- 
schwindigkeit und  Beschleunigung  nach  der  Zeit  t  bezeichnen. 

Nimmt  man  t  als  die  unabhängig  Veränderliche,  also  dt  als  kon- 
stant an,    so  erhält  man   durch  Differentiation   der  ersten  Formeln  (1) 

d2x  =  dvdt. 
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Setzt  man  hierin  den  Wert  von  d  v  aus  der  zweiten  der  For- 
meln (1),  so  folgt 

»  £~. 

Es  ist  mithin  die  Beschleunigung  g  gleich  dem  zweiten  Differen- 
tialverhältnis des  Weges  in  Hinsicht  der  Zeit. 

Es  bewege  sich  ein  Punkt  in  einer  ebenen 
Kurve  EC  (Fig.  134),  deren  Gleichung  für 
rechtwinkelige  Koordinatenachsen  gegeben  sei. 
Die  Koordinaten  eines  Kurvenpunktes  C  seien 
x,  y,  der  Bogen  EC  =  s.  Es  nehme  x  um 
dx  =  Cn'  zu,  so  ändert  sich  y  um  dy  =  nn' 
und  s  um  ds  =  Cn.  Der  Weg  s  werde  in  der 
Zeit  t  durchlaufen.  Nach  dieser  Zeit  sei  die 
Geschwindigkeit  =  v.  Man  zerlege  die  Ge- 
schwindigkeit v,  deren  Richtung  in  das  Kurven- 

d  x  d  v 

dement  ds  fällt,  in  die  zwei  Seitengeschwindigkeiten  v— —  und  v^— 

ds  ds 

ds 
parallel  und    senkrecht   zur   Abscissenachse.      Da  nun    aber  v  = 

vermöge  der  ersten    der  Gleichungen  (1),    so  erhält  man    als  Seitenge- 
schwindigkeit 

dx 
in  der  Richtung  der  Abscissenachse  =  -r— , 

dy 
in  der  Richtung  der  Ordinatenachse  =  —rr-> 

und  somit  nach  Formel  (2)  als  Beschleunigung 

parallel  zur  Abscissenachse    .     .     . 

d2y 
parallel  zur  Ordinatenachse    .     .     .  =-772  • 

370.  Beweguug  eines  Körpers  iu  einer  Geraden,  welche  die  Nittel- 
puukte  zweier  Himmelskörper  verbiudet.  Die  Himmelskörper  ziehen 
sich  an,  als  wenn  ihre  Massen  in  ihren  Mittelpunkten  AB  (Fig.  135) 
vereinigt  wären.     Es  seien 

a=AB  der  Abstand  dieser  Mittelpunkte, 

b  =  BC  der  Abstand   eines   Körpers    in    der   Geraden  AB,  der  von 
beiden   Himmelskörpern   nach   dem   Gesetze   der   Gravitation   an- 
gezogen wird, 
x  =  CD  der  Weg,  welchen  dieser  Körper  in  der  Zeit  t  in  der  Rich- 
tung von  C  nach  D  durchläuft, 
vo,  v  die  Geschwindigkeiten   des  Körpers    am  Anfang  und   Ende  der 

Zeit  t,  also  in  den  Punkten  C  und  D, 
g,  g'  die  Beschleunigungen,    welche  die  Himmelskörper   in  A  und  B 
im  Abstände   1    von    ihren   Mittelpunkten    aus   dem   beweglichen 
Körper  beizubringen  vermöchten. 


d2x 
dt2; 
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Nach  dem  Gesetze  der  Gravitation  sind  die  Beschleunigungen, 
welche  von  A  und  B  aus  in  den  Abständen  AD  =  a  —  b  —  x  und 
B  D  =  b  -j-  x  bewirkt  werden 


^r 


g 


(a_b_x)2'      (b-J-x)2- 

Diese  Beschleunigungen  haben  entgegen- 
gesetzte Richtungen.  Die  erstere  wächst  mit  t, 
die  letztere  nimmt  ab.     Daher  wird  sein 

d2x  _ 

^2 


Fig.    135. 


_g_ 

b  — x 


dt2        (a-b-x)2        (b-j-x)2* 
Behufs  der  Integration  dieser  Gleichung  setze  mau 
BD  =  b  +  x  =  z,     dx  =  dz,     d2x  =  d2z, 
so  geht  die  vorstehende  Gleichung  über  in 


(1) 


d2z 


^r 


dt2         (a-z)2         z2  * 

Man  multipliziere  mit  2 dz   und  beachte,    dass   alsdann   die  linke 

/  dz\2 
Seite  das  Differential  von  (  -r—  1     ist,  so  erhält  man  durch  Integration 

In  dieser    Gleichung   ist  C    die    Konstante    der   Integration    und 

dz        d  x 

=  -rr  die  Geschwindigkeit  v.     Mithin  ist 


dt 


r2=_^+n:+c. 


a  —  z  z 

Für  z  =  b  =  BCwird  v  zu  vo.  Für  diese  Werte  wird  die  letzte 
Gleichung 

2g        I  2g'     ,    n 


Vif 


(2) 


-b  '     b      ' 

Mithin  erhält  man  durch  Subtraktion  der  beiden  letzten  Gleichungen 

1         1 


v2=v+2g(_±___LF)+2g-(. 


Auf  der   Geraden  AB    gibt   es  eine  Stelle  E,    wo   die  Anziehung 
beider  Himmelskörper  gleich  gross  ist.     Mau  setze  den  Abstand 

BE  =  c,     A  E  =  a  —  c, 

so  müssen  die  Beschleunigungen,    welche  beide  Himmelskörper  an  die- 
ser Stelle  hervorbringen,  gleich  gross  sein,  so  dass  man  hat 


(a  -  c)5 
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Diese  Gleichung  ist  in  Hinsicht  c  eine  quadratische.  Es  entspre- 
chen also  der  Grösse  c  zwei  Werte.  Der  eine  davon  bestimmt  die 
Stelle  E  zwischen  A  und  B,  der  andere  eine  Stelle  in  der  Verlänge- 
rung AB  auf  Seite  des  kleineren  Himmelskörpers.  Der  erstere  dieser 
Werte  ist 


(3) 


Vi 


Setzt  man  diesen  Wert  von  c  statt  z  in  (2),  so  erhält  man  die- 
jenige Geschwindigkeit  v,  mit  welcher  das  Bewegliche  die  Stelle  E 
passiert. 

Es  bezeichne  uo  den  kleinsten  Wert  von  vo,  welchen  das  Beweg- 
liche in  C  haben  muss,  um  die  Gleichgewichtslage  in  E  gerade  noch 
erreichen  zu  können.  Vertauscht  man  daher  vo  mit  uo  und  z  mit  c 
in  (2),  so  muss  v  —  0  werden.     Dies  gibt  die  Relation 

(4)         U0,=2g(_J:¥__i_)+2g.(i_i). 

Ist  vo  kleiner  als  uo,  so  erreicht  das  Bewegliche  die  Stelle  E 
nicht,  sondern  kehrt  nach  B  zurück.  Ist  vo  grösser  als  uo,  so  geht 
der  Körper  über  E  hinaus  nach  A  hin. 

Es  sei  A  der  Mittelpunkt  der  Erde,  B  der  des  Mondes.    Daher  ist 

w  < -.«:.»  c=  i+Vtü  °°'1035a- 

Man  denke  sich  nun,  es  werde  ein  Körper  von  der  Oberfläche  des 
Mondes  aus  mit  einer  solcheu  Geschwindigkeit  uo  in  der  Richtung  B  A 
abgeworfen,  dass  er  die  Gleichgewichtslage  in  E  gerade  erreichen  kann. 

Nun  sei  r  der  Halbmesser  der  Erde,  so  ist  sehr  annähernd 

3 


Halbmesser 

des 

Mondes 

=  i7r; 

Abstaud 

AB  = 

=  60r. 

Allein 

für  b  = 

3 

~  11 

r;    g': 

"  75' 

i  =  60  r ; 

c  = 

=  0,1035 

60  r 

gibt  (4) 

(6) 

U02  = 

=  0,04489 

r 

Nun  bezeichne  G  die  Beschleunigung  auf  der  Erdoberfläche.  Da 
die  Grössen  G  und  g  den  Abständen  r  und  1  vom  Mittelpunkt  der 
Erde  entsprechen,  so  erhält  man  nach  dem  Gesetze  der  Gravitation 

G:g  =  l2:r2, 

(7)  g  =  r2G. 

Führt  man  diesen  Wert  von  g  in  (6),  so  folgt 

(8)  u02  =  0,04489 -2  Gr. 
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Wird  dieser  Körper  mit  einer  Geschwindigkeit,  welche  uo  nur  um 
uueudlich  wenig  übertrifft,  vom  Monde  aus  abgeworfen,  so  dass  er  mit 
einer  unendlich  kleinen  Geschwindigkeit  die  Stelle  E  überschreitet,  so 
wird  er  gegen  die  Erde  hin  fallen. 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  dieser  Körper  die  Grenze  der 
Atmosphäre  erreiche,  sei  =  u.  Die  Höhe  der  Atmosphäre  ist  höch- 
stens =  0,01  r.     Führt  man  nun  in  Formel  (2)  die  Werte  ein 

v0  =  uo;     a==60r;     z  =  58,99  r;     b  =  — r;     %'=^, 
so  geht  v  in  u  über  und  man  erhält 

a2  =  Uo2_j_ 0  92470- -M 
r 

Setzt  man  hierin  den  Wert  von  uo  aus  (8)  und  den  von  g  aus  (7), 
so  wird 

(9)  u2  =  0,96959 -2  Gr. 

Durch  Vergleichung  von  (8)  und  (9)  folgt  das  Verhältnis 

(10)  —  =  4,6475, 

uo 

d.  h.  der  Körper,  welcher  auf  der  Geraden  BA  die  Gleichgewichtslage 
mit  einer  unendlich  kleinen  Geschwindigkeit  passieren  würde,  träfe  die 
Grenze  der  Atmosphäre  mit  einer  etwas  mehr  als  4V2  mal  grössern 
Geschwindigkeit  als  diejenige  ist,  mit  der  er  abgeworfen  würde.  Setzt 
mau  noch 

G  =  9,808  Met.;     r  =  6365000  Met., 

so  folgt  aus  (9)  und  (10) 

uo  =  2367  Met. ;     u  =  11003  Met. 

Die  Höhe  der  Atmosphäre  beträgt,  der  obigen  Voraussetzung  ge- 
mäss, höchstens  0,01  r  =  63650  Met.  Würde  nun  jeuer  Körper  die 
Atmosphäre  gleichförmig  durchfallen,  so  würde  er  hierzu  nahe  6  Sekun- 
den Zeit  brauchen. 

371.  Beweguug  eines  Körpers  iu  einer  Kurve,  die  in  einer  verti- 
kalen Ebene  liegt,  infolge  seiner  Schwere.  Die  Kurve  AB  (Fig.  136) 
gehe  durch  den  Anfangspunkt  A  der  rechtwinkeligen  Achsen  Ax,  Ay. 
Es  sei  Ax  horizontal  und  Ay  vertikal  abwärts  gerichtet.  In  horizon- 
taler Richtung  wirkt  keine  Kraft  auf  den  Körper ,  also  ist  die  Be- 
schleunigung in  dieser  Richtung  =  0.  In  vertikaler  Richtung  wirkt 
die  Schwere  auf  ihn.  Die  konstante  Beschleunigung  durch  die  Schwere 
sei  =  g,  so  sind  die  Formeln  für  die  Beschleunigung  in  der  Richtung 
der  Achsen 

(1)  -d^=0;     TF=g- 
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Man  multipliziere   die   erste  Formel   mit  dx,    die   zweite   mit   dy 
und  addiere  sie,  so  erhält  man 


(2) 


(3) 


Fig.    I 


dxd2  x-|-dyd2  v  , 

~dt» '-=^y- 

Nun   ist  aber   der    Zähler   links    als   Differen- 
tial von 

|(dx2-f-dy2)={ds2. 

Also  kann  man  statt  (2)  schreiben 
1    d(ds2) 


dt2 


gdy. 


Allein  es  ist  ~~r~  =  v;  mithin  erhält  man  für  (3) 
|d(v2)  =  gdy. 

Multipliziert  man  mit  2  und  integriert,  so  kommt 

(4)  v2  =  2gy-j-C. 

Beginnt  die  Bewegung  im  Anfangspunkt,  so  ist  für  diesen  Punkt 
v  =  0  und  y  =  0,  also  auch  die  Konstante  C  =  0.  Ist  daher  BC  =  y, 
so  erhält  man  aus  (4) 

(5)  v=K2~g^  =  K2g.BC. 

Beginnt  die  Bewegung  in  einer  Tiefe  CC'  =  yo  unter  dem  Anfangs- 
punkt, so  ist  in   (4)  v  =  0  für  y  =  yo  ;  hierfür  folgt  aus  (4) 

0  =  2gy0-r-C. 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  (4)  ab,  so  wird 

(6)  v  =  V2 g  (y  -  yo)  =  V^^V. 

Man  sieht  aus  den  Formeln  (5)  und  (6),  dass  die  Geschwindig- 
keit an  jener  Stelle  der  Kurve  dieselbe  ist,  wie  wenn  das  Be- 
wegliche die  vertikale  Höhe  des  durchlaufeneu  Bogens  frei  durchfallen 
hätte. 

372.  Anwendung  des  eben  nachgewiesenen  Gesetzes  auf  die  Bewe- 
gung in  der  Cykloide.  Die  Cykloide  liege  in  einer  Vertikalebeue,  ihre 
Gruudliuie  BC  (Fig.  137)  sei  horizontal,  so  wird  der  Scheitel  A  der 
tiefste  Punkt  der  Kurve  seiu.  Mau  lege  die  Abscissenachse  Ax  hori- 
zontal, die  Ordinateuachse  Ay  vertikal  aufwärts.  Der  Rollkreis  be- 
wege sich  von  der  Mitte  B  der  Grundlinie  längs  des  Weges  BC,  so 
dass  BC  =  Bogen  CD  werde.  Es  seien  CMF  und  DME  zwei  Durch- 
messer von  der  Länge  =  2  a ,  so  wird  Bogen  C  D  =  Bogen  E  F  =  a  <f 
sein,  wenn  (p  den  Rollwinkel  im  Bogenmass  bezeichnet.     Ferner  seien 
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x  =  EG  und  y  =  AG  =  FN  die   Koordinaten    eines  Kurvenpunktes  E, 
so  wird  sein,  da  C  F  vertikal  liegt 

(1)  x  =  EN-r-  CB. 

Allein  es  ist 

EN  =  KElP-NM2  =  ]/~a2-(a-y)2  =  K2ay-y2, 


C  B  =  E  F  =  a  (f  =  a  Are  cos 


MN 
ME 


Are  cos 


Setzt   man   diese   Werte   in    (1),    so    erhält 
man  als  Gleichung  der  Cykloide 


a-y 


Fig.  13: 


(2) 


=  V2 


ay 


a  Are  cos 


s»| 

Wird   diese  Gleichuug   differeutiiert ,    so   er- 
gibt sich  nach  einigen  einfachen  Reduktionen 

(3)  dA=    2a~y 

dy        "K2ay-y2 

In  einem  Kurveupunkt  H,    dessen    Ordinate   AI  =  h  sei,    beginne 

die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  in  der  Cykloide  infolge  seiner 

Schwere.     Die  Zeit  zum  Durchlaufen  des  Bogens  HE  =  s  sei  t;    in  E 

habe  er    die    Geschwindigkeit    v,    so    wird    diese   Geschwindigkeit    die 

gleiche  sein,   wie  wenn  er    die  Vertikale  IG  =  h  —  y   frei   durchfallen 

hätte.     Es  ist  daher 

v2  =  2g(h-y). 

d  s 
Da  aber  v  =  — -  ,  so  geht  diese  Formel  über  in 

(4)  (-|l)2  =  2g(h-,). 

Um  hieraus  ds  zu  entfernen,  benutze  man  die  Relation 


ds2  =  dy2  +  dx2  =  dy2  (  1-|- 


dx 
und  setze  hierin  den  Wert  von   — —    aus  (3), 

dy 

,  2        2ady2 
ds2= — . 


dy2 
o  folgt 


Führt  mau  diesen  Wert  von  ds  in  (4),  so  kommt 


_2ad_y^_  = 
ydt2 


2g(h-y), 


oder    indem    man    die    Veränderlichen   sondert   und    die    Quadratwurzel 
auszieht 


(5) 


dt=- 


V 


a  dy 


a    *   '  c. 
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Von  deu  beiden  Vorzeichen,  welche  die  Grösse  rechts  allgemein 
haben  sollte,  wurde  nur  das  negative  beibehalten,  weil  bei  der  Bewe- 
gung längs  des  Bogeus  HE  die  Zeit  t  zunimmt,    während  y  abnimmt. 

Das  Integral  von  (5)  ist  nach  Formel  (8)  des  §  78 

t^-l/^csio-^+C. 

Für  t  =  0  ist  y  =  h ;  folglich 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  folgt 

(6)  t  =  |/|[|-A,.Csin.^]. 

Um  die  Zeit  T  zu  erhalten,  welche  das  Bewegliche  nötig  hat,  um 
in  den  tiefsteu  Punkt  zu  gelangen,    muss    in    (6)    die   Ordinate  y   von 

TT 

y  =  h  bis  y  =  0   abnehmen.     Hierbei  geht  der  Arcus  sinus  von  -f-  — 

durch  die  Null  iu —    über.       Diese    Grenzwerte    von    Arcus   sinus 

heben  sich  daher  auf  und  man  hat 


■-Vi- 


Man  sieht  hieraus,  dass  in  der  Formel  für  die  Fallzeit  T  die 
Länge  des  Bogeus  HA  nicht  vorkommt.  Es  ist  deshalb  die  Zeit  zur 
Erreichung  des  tiefsten  Punktes  dieselbe,  welcher  cykloidische  Bogen 
durchlaufen  werde.  Eine  Kurve,  welche  diese  Eigenschaft  besitzt, 
heisst  tautochron. 

373.  Horizontaler  Wurf  eiues  Körpers  im  leeren  Raum.  Es  werde 
ein  Körper  im  leeren  Raum  mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  V  in 
horizontaler  Richtung  abgeworfen.  Von  da  an  sei  er  nur  der  Einwir- 
kung der  Schwere  ausgesetzt.  Die  Bahn  AB  des  Körpers  (Fig.  138) 
wird  in  einer  vertikalen  Ebene  liegen,  welche  durch  die  anfäng- 
liche Richtung  der  Bewegung  geht.  Diese  Richtung  sei  die  Abscissen- 
achse  Ax  und  A  der  Anfangspunkt  der  Bewegung.  Man  nehme  die 
Ordinatenachse  Ay  vertikal  abwärts  und  bezeichne  mit  v  die  Ge- 
schwindigkeit nach  der  Zeit  t,  mit  x,  y  die  Koordinaten  eines  Kurven- 
punktes B  und  mit  g  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere,  welche 
wir  als  konstant  voraussetzen,  so  hat  man 


Fig.  138.  d2x        rt         d2y 

(1)     -dt*  =0;    Tt*  =g- 

um  diese  Formeln  integrieren  zu  können,    setze  man 


d  x  dy 

TT- z;      dt 
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so  gehen  die  Formeln  (1)  über  iu 

cl  z  (1  a 

Multipliziert  mau  hier  mit  dt  uud  integriert,  so  kommt 
z  =  C ;      u  =  g  t  -|-  C, 
oder  indem  man  die  Werte  von  z  und  u  wiederherstellt 

Für  den  Anfangspunkt  der  Bewegung  ist 

t  =  0;       if  =  V;      if=0. 

dt  dt 

Hierfür  erhält  man  aus  (2)  €  =  V  und  C  =  0.  Deshalb  gehen 
die  Formeln  (2)  über  in 

Es  sind  mithin  V  und  gt  die  Geschwindigkeiten  des  Körpers 
parallel  zu  den  Achsen  Ax  und  Ay.  Vermittelst  des  Parallelogramms 
der  Geschwindigkeiten  (unter  Anwendung  des  pythagoräischen  Lehr- 
satzes) erhält  man  daher 

v2  =  V2_J_g2t2< 

Man  sieht  aus  dieser  Gleichung,  dass  die  Geschwindigkeit  v  in 
der  Richtung  der  Bahn  vom  Anfangspunkt  aus  im  Wachsen  begriffen 
ist,  da  die  Zeit  t  zunimmt. 

Multipliziert  man  (3)  mit  dt  und  integriert,  so  kommt 

(4)  x  =  Vt;     y  =  I  t2. 

Die  Konstanten  der  Integration  sind  weggelassen,  weil  für  t  =  0 
auch  x  =  0  und  y  =  0  wird. 

Eliminiert  man  aus  den  beiden  Formeln  (4)  die  Zeit  t,  so  erhält 
mau  als  Gleichung  der  Kurve 

_        g  2 

y—  2V2  x  • 

Die  Bahn  ist  mithin  eine  Parabel,  deren  Scheitel  im  Anfangspunkt 
und  deren  Achse  in  der  Ordinatenachse  liegt. 

374.  Schiefer  Wurf  eines  Körpers  im  leeren  Raum.  Es  werde  ein 
Körper  in  schräger  Richtung  AD  (Fig.  139)  aufwärts  geworfen  uud 
sodanu  der  Einwirkung  der  Schwere  überlassen.  Die  Bahn  AEF  des 
Körpers  liegt  in  einer  Vertikalebeue,  welche  durch  die  Anfangsrichtung 
der  Bewegung  geht.  Man  nehme  iu  dieser  Ebeue,  vom  Anfangspunkte  A 
aus,  die  beiden  Achsen  Ax,  Ayän,  wovon  die  erstere  horizontal,  die  letz- 
tere vertikal  aufwärts  geht.     Es  seien 
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Anfaug   der    Beweguug 
in    der 


V,  v  die  Geschwindigkeiten    des   Körpers   am 

und  nach  der  Zeit  t, 
x,  y  die   Koordinaten   AB,  BC   eines    Kurvenpunktes  C,   der 

Zeit  t  erreicht  wird, 
a  der  Winkel,  welchen   die  Anfangsrichtung  der   Beweguug   mit  der 

Achse  Ax  bildet  und 
g  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere, 

so  rnuss  im  Sinne  der  Aufgabe  sein 

d2x  _d2 

dt2  —    ;       dt 


-1. 


x  cry 

*        3;      — 2-=-g. 


d  x  d  y 

- ; —  =  z ;     — -  - 
dt  dt 

so  gehen  die  Formeln  (1)  über  in 

dz        n       du 

TT  =  0;     dt=-g- 


Mau   setze 


Multipliziert  man  mit  dt  uud  integriert,    so 
kommt 


(2) 


z  = 
dx 
dt 


—  g  t  -f-  C',  also 


dt 


gt  +  C. 


Man  zerlege  die  Anfangsgeschwindigkeit  in  die  horizontale  Seiten- 

dx 

geschwindigkeit  V  cos  a  uud   die  vertikale  V  sin  «.      Da  nun  aber  -r— 

dy 
die  horizontale   uud  —  -  die  vertikale   Seitengeschwindigkeit   nach  der 

Zeit  t  bezeichnen,  so  erhält  man  aus  (2)  für  t  =  0 
V  cos  et  =  C ;     V  sin  «  =  C. 
Setzt   man   diese  Werte   der  Konstauten  C,  C   in  (2) 

d  x        T7  d  y 

— —  =  V  cos  a ;     —- 
dt  'dt 

Diese  Seitengeschwindigkeiten  sind  die  Seiten  eines  Rechtecks, 
dessen  Diagonale  die  Geschwindigkeit  v  (in  der  Richtung  der  Tangente 
an  die  Bahn)  ist.  Man  erhält  deshalb  nach  dem  pythagoräischen 
Lehrsatze 

r2f2 


so   kommt 


(3) 


V  sin  a  —  gt. 


(4)  v2  =  V2  —  2Vgtsin«-f-g* 

Dieser  Wert  von  v  ist  wegen  der  Einwirkung  der  Schwere  ver- 
änderlich. Um  das  Minimum  von  v  zu  bestimmen,  differentiiere  man 
diese  Gleichung,  indem  man  t  als  unabhängig  und  v  als  abhängig 
Variable  betrachtet,  und  setze  den  ersten  Differeutialqnotienten  =0, 
so  erhält  man 


gsina-f-g2t 


dt 


0. 
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Hieraus  folgt,    da  der  Neuner  v  uicht  unendlich    gross  sein  kann, 
dass  der  Zähler  verschwinden,  also 

—  V  g  siu  a  -f-  g2 1  =  0 

sein    muss.      Bezeichnet   man   den  hieraus  hervorgehenden  Wert   von  t 
mit  T,  so  ist 

(5)  T  =  JjhJL. 


Für    diesen   Wert    von   T    wird    die   Geschwindigkeit   v    zu   einem 
Minimum,  weil  das  zweite  Differentialverhältuis 


d2v  _    I    g 
dt2  """*"   x 


positiv  ist.      Führt  man   T  für  t  in  (4),    so   erhält  man   den  kleinsten 
Wert  der  Geschwindigkeit 

v  =  V  cos  a. 

Mithin  ist  diese  kleinste  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  der  Bahn 
gleich  der  konstanten  horizontalen  Seiteugeschwindigkeit  des  Körpers 
(Formel  3). 

Multipliziert  man  (3)  mit  d  t  und  integriert,  so  kommt 

(6)  x  =  Vcosa"t;       y  =  Vsiu«-t—  -JU2. 

In  diesen  Wegformeln  sind  die  Konstanten  der  Integration  weg- 
gelassen, weil  für  t  =  0  auch  x  =  0  und  y  =  0  werden. 

Die  Ordinate  y  wird  in  den  Punkten  A  und  F,  wo  die  Kurve  die 
Abscissenachse  schneidet,  zu  Null.  Setzt  man  nun  y  =  0  in  der  zweiten 
der  Gleichungen  (6),  so  muss  alsdann  t  die  Zeit  bezeichnen,  welche 
diesen  zwei  Punkten  entspricht.     Man  erhält  zunächst 


=  t(Vsina  —  -J-t  J. 


Das  Produkt  rechts  wird  nun  aber  zu  Null,  wenn  der  eine  oder 
andere  der  Faktoren  zu  Null  wird.  Setzt  man  den  ersten  Faktor  t  =  0, 
so  entspricht  diese  Zeit  dem  Punkte  A;  setzt  man  aber  den  zweiten  =0, 
so  findet  man  als  Zeit 

2  V  sin  a 

(7)  t0  =  ^^' 

Die  Länge  AF,  welche  die  Kurve  auf  der  Abscissenachse  ab- 
schneidet, heisst  Wurfweite.  Also  bezeichnet  to  die  Zeit  zum  Durch- 
laufen der  ganzen  Kurve  A  E  F  über  der  Abscissenachse. 

Eliminiert  man  t  aus  den  beiden  Formeln  (6),  so  erhält  man  als 
Gleichung  der  Bahn 

„„2 

(8)  y  =  x  tang  a 


2  V2  cos2« 

Autenheimer,    Elementarbuch. 
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Tu  den  Punkten  A  und  F  der  Bahn  wird  die  Ordinate  zu  Null. 
Setzt  man  daher  y  =  0  in  (8),  so  bezeichnet  x  die  Abscisse  dieser 
zwei  Punkte.     Für  diese  wird  daher 


0  =  x  (tang  a  -  -—^—J) 
\  2  V2  cos2«  J 


V2  cos2a  J 

Macht  man  den  ersten  der  Faktoren,  nämlich  x,  gleich  Null,  so 
entspricht  er  dem  Punkte  A;  macht  man  aber  den  zweiten  zu  Null, 
so  erhält  mau  als  Abscisse  des  Punktes  F 

,..  2  V  sin  «cos« 

(9)  xo  =  - 


g 

Es  bezeichnet  daher  x«   die  Wurfweite  A  F. 

Die  Gleichung  (8)  zeigt,  dass  die  Wurfbahn  eine  Parabel  ist,  deren 
Achse  vertikal  liegt. 

Um  den  Scheitel  oder  höchsten  Punkt  E  der  Bahn  zu  finden,  kann 
mau  nur  den  halben  Wert  von  xo  aus  (9)  als  Abscisse  AG  derselben 
betrachten  uud  denselben  in  (8)  einführen,  so  erhält  man  die  Ordi- 
nate G  E  des  Scheitels. 

Es  kann  aber  auch  die  Abscisse  des  höchsten  Punktes  wie  folgt 
aus  (8)  abgeleitet  werden.  Zu  diesem  Behüte  bestimme  man  deujeuigen 
Wert  von  x,  welcher  y  zu  einem  Maximum  macht.     Mau  erhält  aus  (8) 

-^-tane«-— ^-X—         ^J— - S_ 

dx        ianS«        V2cos2«'       dx2  V2cos2«- 


Setzt  man  das  erste  Differeutialverhältuis  =0,  so  folgt,  indem 
man  x  mit  X  vertauscht 

(10)  X=VW<*"«. 

g 

Für  diesen  Wert  von  x  wird  y  ein  Maximum,  weil  das  zweite 
Differeutialverhältuis  negativ  ist.  Somit  ist  X  =  AG  die  Abscisse  des 
höchsten  Punktes.  Setzt  man  diesen  Wert  von  x  iu  (8)  uud  vertauscht 
y  mit  Y,  so  erhält  man  als  Ordinate  G  E  des  höchsteu  Punktes 

(11)  Y=-^. 


Führt  man  den  Wert  von  X  aus  (10)  in  die  erste  der  Formeln 
(6)  ein,  so  findet  man  für  t  gerade  den  Wert  T,  welcher  in  Formel  (5) 
dargestellt  ist.  Mithin  ist  T  die  Zeit  zur  Erreichung  des  höchsten  Punktes 
und  es  ist  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  iu  diesem  Punkt  ein 
Minimum.  Es  nimmt  somit  die  Geschwindigkeit  vom  Anfangspunkte 
aus  bis  zum  höchsten  Punkte  ab. 

Wenn  der  Parabelpunkt  C  in  der  Zeit  T  —  t'  erreicht  wird,  so 
muss ,  wegen  der  gleichföi  inigen  Bewegung  in  horizontaler  Richtung, 
ein  Punkt  C  der  Bahn,  der  mit  C  gleichen  Abstand  von  der  Achse 
EG  hat,  erreicht  werden  in  der  Zeit  T -f  t'.  Setzt  man  diese  beiden 
Zeiten  für  t  iu  Formel  (4),   so  erhält   mau  gleiche   Werte  für  v,  d.  h. 
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die  Geschwindigkeiten  des  Körpers  in  gleicher  Tiefe  unter  dem  höchsten 
Puukt  der  Bahn  sind  gleich.     Diese  Werte  sind 

v  =  JAv2  cos2a  +  g2 1'2. 
Da  aber  2  sin  a  cos  a  =  sin  2  a,  so  ist  die  Wurfweite  nach  (9)  auch 

V2sin2« 

xo  = . 

g 

Man  denke  sich  hierin  die  Grössen  V  und  g  konstant,  dagegen  a 
veränderlich,  so  wird  auch  xo  veränderlich.  Für  2  «  =  90°  ist  sin  2  a 
=  1,  also  xo  ein  Maximum.  Wird  somit  ein  Körper  unter  einem 
Winkel  von  45°  zum  Horizont  abgeworfen,  so  ist  unter  sonst  gleichen 
Umständeu  seine  Wurfweite  grösser  als  für  jeden  andern  Winkel. 

Denken  wir  uns  zwei  Wurfwiukel,  welche  gleich  weit  über  und 
unter  45°  liegen,  etwa  um  ß,  so  ist  für  den  einen  Winkel 

sin  2  a  =  sin  2  (45  -f  ß)  =  sin  (90  +  2/3) 

und  für  den  andern 

siu  2  «  =  siu  2  (45  —  ß)  =  sin  (90  —  2  ß). 

Allein  diese  beiden  Werte  von  sin  2  a  sind  gleich  gross;  also  ist 
auch  für  beide  Winkel  45-J-ß  und  45  —  ß  die  Wurfweite  gleich  gross. 

375.  Schiefer  Wurf  eines  Körpers  in  der  Luft.  Der  Luftwiderstand 
sei  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional  und  wirke  in  der 
Richtung  der  Tangente  an  die  Bahn.  Wegen  der  letztern  Voraussetzung 
wird  die  Bahn  A  C  (Fig.  140)  des  Körpers  eine  ebene  Kurve  sein  und 
in  der  Vertikalebene  liegen,  welche  durch  die  Anfaugsrichtuug  der 
Bewegung  geht.  Es  gelte  die  Bezeichnung  der  vorigen  Aufgabe. 
Ausserdem  sei 

s  =  AC  der  Bogen  der  Kurve,    welcher  vom  Anfangspunkt  bis  zum 

Punkte  mit  den  Koordinaten  x,  y  reicht, 
u  =  V  cos  a  die  horizontale  Geschwindigkeit  im  Anfangspunkt, 
m  die  Beschleunigung,  welche  der  Luftwiderstand  dem  Körper  in  der 
Richtung  der  Bahn  eutzieht,  bei  der  Geschwindigkeit  =  1. 

d  s 
Die  Geschwindigkeit  im  Punkte  C  ist  =  -r— ,  also  die  Beschleu- 
nigung,  welche   in    diesem    Punkte    dem   Körper    in    der  Richtung    der 

2 


Tangente  an  die  Bahn  entzogen  wird  =  m  f  -j—  j  .    Man  zerlege  sie  in 
tal 

/ds  V  dx  /ds\2  dy 

Ut7  77;     mUtJ 


eine  horizontale  und  vertikale  Seitenbeschleuniguug,  so  wird  mau  dafür 
erhalten 

Fig.  140. 


ds 

Die  erstere  bewirkt,  dass  die  Bewe- 
gung in  horizontaler  Richtung  verzögert 
wird;  daher  die  Beschleunigung  in  dieser 
Richtung 
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(!)  -jTr  =  — m 


d2x  _  d  s    dx 

<lt2       _m"dT"dT 


Die  letztere  hat  das  entgegengesetzte  Zeichen  von  d  y,  so  dass  in 
vertikaler  Richtung  sein  muss 

,  .  d2y  ds    clv 

(2)  TF  =  -g-mlu^T- 

Man  betrachte  t  als  die  unabhängig  Variable,  also  d  t  als  konstant, 

dividiere  Gleichung  (1)  mit  —  :-  und  beachte,  dass  nunmehr  der  Zähler 
d  t 

.   -    links   das  Differential    des  Nenners  —— 
d  t2  dt 

Differential  dieser  Gleichung 

ms  +  C 


2    links   das  Differential    des  Nenners  -j^-  ist,   so    erhält   man   als 


-(£) 


Um    die  Konstante  C  zu  bestimmen,    sei  s  =  0,   so  wird  die  Ge- 
schwindigkeit —  —  zur  Anfangsgeschwindigkeit  in  horizontaler  Richtung, 

also  zu  u.     Diese  Werte  geben  logu  =  C.     Folglich  durch  Subtraktion 
dieser  Gleichung  von  der  vorstehenden 

dx 

i       dt 

log =  —  m  s, 

oder  indem  man  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  übergeht 

(3)  .  -L-.T-.. 

Man  multipliziere  die  Gleichungen  (l)  und  (2)  mit  d  t2,  so  kommt 
d2x  =  —  mdsdx;       d2y  = —  gdt2  —  mdsdy 
und  hieraus  durch  Elimination  von  m  d  s 

d2y  =  -gdt2-|-^7d2x, 

woraus  folgt 

]42       /dyd2x-dxd2y\  . 

gdt=C-L^^ — )dx- 

Die    Grösse    in    der    Klammer    ist    das    Differential    von ^- ; 

dx 

daher  wird  sein 

(4)  gdt2  =  -dxd(|0 

Führt  man  den  Wert  von  d  t  aus  (3)  hier  ein,  so  kommt 

<5)    «'-•"—» yi+(&)x&> 
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Gesetzt,   die  Bahn   weiche   nur  wenig  von  der  horizontalen  Achse 

/dy  Y 
A  x  ab,  so  dass  man  s  mit  x  verwechseln  und  (  — —  J    gegen  die  Ein- 
heit   vernachlässigen    kann.      Unter    dieser    Voraussetzung    gehen    die 
Formeln  (3)  und  (5)  über  in 

(6)  dt  =  —  emxdx. 

v  '  u 

(7)  ge2mxdx  =  -u2df-|j^-\ 
Das  Integral  von  (6)  ist 

t=— ^—  emx-f  C. 


Um  die  Konstante  zu  bestimmen,  setze  man  x  =  0,  so  wird  auch 
t  =  0.     Dies  gibt 

o  =  — L—  +  C. 

mu 
Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  erhält  mau 

(8)  t= (e,ux— 1). 

mu 


Die  Integration  der  Formel  (7)  liefert 


2m 

Zur   Bestimmung    der   Konstanten   C    hat   man    die   gleichzeitigen 

dy 
Werte  x  =  0,  -p-  =  tang  cc.     Hierfür  wird  die  Gleichung 


—  a»tanga  +  a 


9  -  =  —  u-  laug  «  -f-  \j. 

dy 
Folglich  durch  Subtraktion  und  Autlösung  in  Hinsicht  -^=- 

(9)  jl  =  tillga  +  -_^(i_e-). 

Multipliziert  man  mit  d  x  und  integriert,  so  kommt 

Für  x  =  0  wird  auch  y  =  0,  so  dass  diese  Gleichung  wird 

0=-    ,     \    9   +C. 
4m2u2     ' 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  kommt 

(10)  y=/tg«-f        g       V  «    2(e2"-l). 

\  2mu2y  4m2u2  v 
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Die  Gleichung  (10)  bestimmt  die  Bahn  und  (8)  die  Zeit. 

d  v 
Für   den   höchsten  Punkt    der  Bahn    ist  -r-=-  =  0.      Hierfür   folgt 

dx  ° 

aus  (9),  wenn  x  mit  x'  vertauscht  wird 

<mx<       *    ,    2mu2  x 
e-rax  =  H tg«, 

oder  indem  man  die  Logarithmen  nimmt 
1     ,      f 


x 

2m 


log(jL  +  — —  tgaj. 


Dieser  Wert  von  x'  ist  die  Abscisse  A  D  des  höchsten  Punktes  E. 

Setzt  man  in  (10)  y  =  0,  so  wird  x  zur  Abscisse  derjenigen 
Punkte  A  und  F,  in  welchen  die  Bahn  die  Abscissenachse  schneidet. 
Mau  bezeichne  diesen  Wert  von  x  mit  x",  so  erhält  mau 

(11)  ftg«  +  irg-2-V/=    .     2    2(e2mx"-l). 
V  2muV  4  m^  uz 

Diese  Gleichung  liefert  zwei  Werte  von  x".  Der  eine  x"=0 
entspricht  dem  Anfangspuukt  A,  der  andere  gibt  die  Wurfweite  AF. 

Kennt  man  in  einem  besondern  Fall  x",  «  und  u,  so  kann  ver- 
mittelst (11)  der  Wert  von  m  berechnet  werden.  Ebenso  könnte  m 
aus  (8)  ermittelt  werden,  wenn  man  entsprechende  Werte  von  x  und  t 
durch  Beobachtung  finden  würde. 

Weicht  die  Bahn  von  der  Horizontalachse  so  wesentlich  ab,  dass  s 

/  d  v  V 
nicht  mit  x  verwechselt  und  (  — —  J    nicht  gegen  1  vernachlässigt  wer- 
den   kann,    so    werden   die  Differentialformeln    der  Bewegung   sehr  zu- 
sammengesetzt. 

d  y 
Man  setze  -^-  =  p  in  (5),  so  erhält  man 

(12)  -  -g-^  d  s  =  d  p  KIT?- 
Das  Integral  ist  nach  §  76  und  82,  Formel  (9) 

(13)  b-|^  =  T^T+P1  +  |lc,«(p  +  ^r+P2)' 

worin  b  die  Konstaute  der  Integration  bezeichnen  soll.     Um  sie  zu  be- 

dv 
stimmen,  setze  man  s  =  0,  so  wird  p  =  -j —  =  tg«.     Folglich  ist 


g___ 

2  m  u2 


~  tg  a  Vi  +  tg2«  +  y  log  (tg  a  +  Vi  -f-  tg2«). 


Diese   Gleichung    bestimmt    den   Wert    von    b.      Der   Einfachheit 
wegen  wollen  wir  jedoch  für  diesen  Wert  das  Zeichen  b  beibehalten. 
Nun  ist 


d  s  =  d  x 


y1+(ÄLy^vr+?. 
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Setzt  man  diesen  Wert  von  d  s  in  (12),  so  folgt 

—  ge2ms  d  x  =  u2d  p. 
Eliminiert  man  hieraus  and  aus  (13)  die  Grösse  e2ms,  so  kommt 

dp  


(14)  mdx 


Multipliziert  man  hier  mit  -rr  =  P>  so  wird 


Pl/l  +  p2-Hog(p  +  yT4-p2)-2b 

=  P> 
pdp 


(15)  ffld^pfTT?  +  log(p  +  riTp2)_2b- 

Aus  (4)  folgt 

gdt2  =  —  dxd  p. 

Setzt    man    hierin    den    Wert    von    d  x    aus   (14)    und    zieht    die 
Quadratwurzel  aus,  so  erhält  man 

(16)  Kn^g-dt  =  ^  HilP—  -t< 

[2b-pKl+P2-log(p4-yi  +  p2)]2 
Hier  ist  deswegen  das  negative  Zeichen  der  Quadratwurzel  beibe- 
halten, weil  für  die  aufsteigende  Bewegung  p  ab-  und  t  zunimmt,  also 
d  p  und  und  d  t  ungleiche  Zeichen  haben  müssen. 
Da  ferner 

dx2  +  dy2 


"-(40' 


dt2        ' 

so  erhält  man  den  Wert  von  v2,  wenn  man  hierin  die  Werte  von  d  x, 
dy  and  dt  aus  (14),  (15)  und  (16)  einführt.     Es  wird 

(171  v2  =  -*- L+Pj =  = 

m      2b-pKl  +  p2-log(p-fKl  +  p2) 

Die  Formeln  (14),  (15)  und  (16)  könueu  nur  durch  Annäherungs- 
methoden integriert  werden.  Eine  dieser  Methoden  besteht  in  der 
Reiheuentwickelung.  Sie  ist  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung  der 
Konvergenz  der  Reihen  zulässig. 

Eine  andere  Methode  besteht  darin,  dass  man  diese  Differential- 
gleichungen nach  §  343  konstruiert.  Mau  betrachtet  für  alle  drei 
Kurven  p  als  Abscisse,  so  wird  x  die  Ordinate  der  Kurve  (14),  y  die- 
jenige von  (15)  und  t  die  von  (16).  Alle  drei  Kurven  gehen  durch 
den  Punkt  x  =  0,  y  =  0,  t  =  0,  p  =  tga.  Sind  nun  für  aufeinander 
folgende  Werte  vou  p  =  tg  a  bis  p  =  0  die  entsprechenden  Werte  von 
x, y,t  gefunden,  so  erhält  man  den  aufsteigenden  Ast  der  Kurve  und 
die  Zeit  zur  Erreichung  irgend  eines  Puuktes  dieser  Kurve.  Sodann 
bestimmt  mau  für  Werte  vou  p,  welche  von  0  aus  abnehmen,  d.  h. 
negativ  werden,  den  absteigenden  Ast,  etc. 

Man  erhält  auf  diese  WTeise  eine  Kurve,  deren  Aeste  nicht  mehr 
symmetrisch  sind  zur  Vertikalen  ED  (Fig.  140),  welche  durch  den 
höchsten  Punkt  geht.     Die  Wurfweite  ist  nicht  mehr  so  gross  wie  für 
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die  Bewegung  im  leeren  Raum ,  ihr  Maximum  tritt  auch  nicht  mehr 
für  einen  Winkel  a  von  45°,  sondern  für  einen  kleinern  ein.  Der  ab- 
steigende Ast  neigt  sich  rascher  gegen  die  Abscissenachse  als  der  auf- 
steigende.    Man  denke  sich  die  absteigende  Bewegung  bis  ins  Unendliche 

dv 
möglich,    so  wird  das  Verhältnis  —  —  =  p    immer   grösser  und  zuletzt 

unendlich  gross.  Für  diese  Bewegung  ist  aber  p  negativ.  Vertauscht 
man  deshalb  — p  mit  -j-  p  in  (14),  so  kommt 

(18)       mdx=  _dp 


-PyTTP-l-log(-p  +  y"l+p2)-  2b' 

14°-  Nun    ist    aber    log  1  =  0;    also    auch 

log(l  -j-p2  —  p2)  =  0;  alleiu 

i+p2_p2=(jAiqzp_p)(y-r+p+p). 

Folglich 

iog(KIT?-p)+iog  (Ki+i^+p)  =  o. 

Hiernach  wird  (18)  zu 

-.,,-_.  dP 


PK  i  +  p2  +  iog(Ki  + 

p2-fp)-f-2b 

Denkt  man 
tauscht  und  log  1 
kann,  so  wird 

sich  hierin  p  so  gross,   dass 
;Kl  +  p2  +  p)-f  2b  gegen 

pKl-fp2  mit  p2 
p2  vernachlässigt  w( 

m  d  x  =  — |-. 
P2 

Das  Integra 

1  dieser  Gleichung  ist 

(19) 

m  x  =  -  —  +  C. 
P 

Es  erfolge  die  Bewegung  in  dem  sehr  steilen  Kurventeile  G  H. 
Hierbei  gehe  die  Abscisse  AG'  =  x'  über  in  AH'=x  und  es  verwandele 
sich  p'  in  p,  so  sind  x'  und  p'  entsprechende  Werte  des  Punktes  G. 
Man  erhält  für  denselben  aus  (19) 

m  x'  =  —  -V  -4-  C. 
P 

Also  durch  Subtraktion  und  Division  mit  m 

G<H<=s-s<  =  J-rjL_JA 

m  V  p         p  J 

Da  p  ins  Unendliche  wächst,  so  nähert  sich  die  Grösse 

m  w      py 
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mehr  und  mehr  der  konstanten  Grenze 

x  =  x  -\ — • 

m  p 

Also  nähert  sich  auch  der  absteigende  Ast  mehr  und  mehr  einer 
vertikalen  Geraden,  welche  diesen  endlichen  Abstand  von  der  Ordinaten- 
axe  hat.  Diese  vertikale  Gerade  ist  mithin  eine  Asymptote  dieses 
Astes. 

Nimmt  man  auch  in  (17)  die  Grösse  p  negativ  und  so  gross,  dass 
der  Nenner  des  zweiten  Bruches  rechts  mit  p2  vertauscht  werden  kann, 
so  erhält  man 


l/1 


y    m 


Somit   istl/— —  die    Grenze,    welcher    sich   die    Geschwindigkeit 
y    m 
des  Körpers   bei   der  absteigenden  Bewegung   mehr   und   mehr   nähert. 
An  dieser  Grenze  ist  der  Luftwiderstand  gleich  der  Schwerkraft. 

376.  Wärmeleitung  iu  einem  prismatischen  Stabe.  Einem  dünnen 
prismatischen  Stabe  werde  am  einen  Ende  Wärme  mitgeteilt.  Diese 
Wärme  pflanzt  sich  im  Stabe  fort  und  vermindert  sich  durch  Verluste 
an  die  umgebende  Luft.  Man  soll  das  Gesetz  der  Temperaturabnahme 
von  einem  Ende  des  Stabes  nach  dem  andern  hin  bestimmen. 

Das  Ende  A  des  Stabes,  Fig.  141,  nehme  von  irgend  einer  Wärme- 
quelle her  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Wärmemengen  auf,  so  dass  sich 
die  Wärme  über  den  Querschnitt  in  A  gleichförmig  verteile;  ferner 
werde  die  Temperatur  der  umgebenden  Luft,  etwa  durch  Hinzuströmen 
neuer  Luft,  konstant  auf  Null  erhalten.  Nach  einer  gewissen  Zeit  muss 
in  der  Bewegung  der  Wärme  durch  den  Stab  der  Beharrungszustaud 
eintreten,  so  dass  die  Temperatur  in  einem  und  demselben  Querschnitt 
des  Stabes  konstant  bleibt.     Es  seien 

q  der  Querschnitt  des  Stabes,  FiS-  141- 

u  der  Umfang  dieses  Querschnittes,  B 

T.  t  die  Temperaturen  in  A  und  m  und  BS 

x  =  Am    der    veränderliche    Abstand    eines    Quer-   ^^BHB 

Schnittes  durch  den  Stab  von  der  Wärmequelle  aus. 
Die  Temperatur  t  ist  eine  Funktion  von  x.  Nimmt  x  um  d  x  = 
m  n  zu,  so  vermindert  sich  t  vermöge  der  Abkühlung  um  d  t.  Zwischen 
den  Querschnitten  in  m  und  n  liegt  ein  Prisma  von  der  Länge  d  x.  Wegen 
dieser  geringen  Länge  kann  angenommen  werden,  es  bewege  sich  die 
Wärme  gleichförmig  längs  des  Weges  d  x.  In  diesem  Falle  ist  aber  die 
durch  den  Querschnitt  in  m  per  Zeiteinheit  gehende  Wärmemenge  pro- 
portional dem  Querschnitt  q,  der  Differenz  d  t  der  Temperaturen  in  m 
und  n  und  verkehrt  proportional  der  Länge  d  x  des  Prismas.  Be- 
zeichnet k  eine  von  der  Natur  des  Stabes  abhängige  Konstante,  so  ist 
also  die  in  der  Zeiteinheit  durch  den  Querschnitt  in  m  gehende  Wärme- 
menge 
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Lässt   man  hierin  x  in  x-|-dx,    also   t  in  t — dt  übergehen,    so 
erhält  mau,  da  d  x  konstant  angenommen  wird 


kq 


d(t-dt)  /dt         d2 


dx 


,      /dt         d2t\ 

kqld7-^7j 


als  Ausdruck  für  die  Wärmemenge,  welche  durch  den  Querschnitt  in  n 
gleichzeitig  geht.     Die  Differenz 

dieser  Wärmemenge  ist  offenbar  gleich  derjenigen  Wärme,  welche  die 
Oberfläche  des  Prismas  m  n  durch  die  Abkühlung  in  gleicher  Zeit 
verliert. 

Nun  ist  aber  dieser  Wärmeverlust  proportional  der  sich  abkühlen- 
den Oberfläche  udx  und  der  Temperatur  t  des  Prismas.  Wenn  also 
h  den  Wärmeverlust  bezeichnet,  welchen  ein  Prisma  von  derselben 
Substanz,  von  der  Oberfläche  1,  bei  der  Temperatur  von  1  Grad,  in 
der  Zeiteinheit  erleidet,  so  ist  der  Wärmeverlust  des  Prismas  m  n  in 
derselben  Zeit  =  h  u  t  d  x.     Mithin  erhält  man  folgende  Gleichung 

q  k  — —  =  h  u  t  d  x , 


(3)  ^2=^7t. 


jdH  =  uh 
dx2         qk 


Würde  man  die  Wärme   als   eine  Flüssigkeit  betrachten,   so  wäre 

im  Ausdruck  (1)  die  Grösse  k  die  Geschwindigkeit  und  im  Aus- 

d2t 
druck  (3)  die  Grösse    k  — — ^    die  Beschleunigung  der  Wärmebewegung 

im  Stabe.  Diese  Beschleunigung  wäre  daher  der  Temperatur  t  propor- 
tional. Wenn  auf  eine  und  dieselbe  frei  schwebende  Masse  Kräfte 
einwirken,  so  verhalten  sich  diese  Kräfte  wie  die  Beschleunigungen, 
welche  sie  hervorbringen.  Bei  der  in  Frage  liegenden  Wärmebeweguug 
vertritt  also  die  Temperatur  die  Stelle  der  Kraft, 

Multipliziert  man  Gleichung  (3)  mit  d  t,  so  kommt 

m  dtdn        uh    *a* 

(4)  a—  =  —z-  •  t  d  t. 

dx2  qk 

Man  setze  zur  Abkürzung 

uh 
qk 

und  beachte,  dass  d  td2 t  =  —  d  (d  t)2,  so  ergibt  sich  durch  Integra- 
tion von  (4) 

dtv    ..f+b, 


m 
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indem  mau  mit  b   die  Konstante   der  Integration  bezeichnet.      Hieraus 
folgt 

/K,  ,  dt 

(5)  dx  = zr-r  =-. 

Kb-f-mU2 

Von  den  beiden  Vorzeichen,  mit  welchen  hier  die  Quadratwurzel 
behaftet  ist,  inuss  nur  das  negative  genommen  werden,  weil  t  abnimmt, 
wenn  x  wächst.     Das  Integral  von  (5)  ist  nach  Formel  (3)  des  §  80 

x  =  -—  log[mt  +  V  b+m2r2]  +  c. 

Um  die  Konstante  c  zu  bestimraeu,  setze  man  x  =  0.  Dadurch 
wird  t  zu  T.     Für  diese  Werte  erhält  mau  also 

0=-  —  log[mT4-"Kb4-m2T2]-j-c. 

Zieht  mau  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,  so  kommt 
mT  +  ]/~b-|-m2T2 


x  =  —  log 


in 


in 


Man  multipliziere   mit  m    und  gehe  von  den  Logarithmen   zu   den 
Zahlen  über,  so  wird 


t  +  V  b  +  m2t2  ' 
d  gehe  von  den 

&m^_  mT  +  ]/T+m2T2 

mt  +  "|/"b-|-m2t2  ' 

Der  Zähler  rechts  ist  eine  konstaute  Grösse.     Bezeichnet  man  sie 
mit  a,  so  erhält  mau  hieraus 


V  b-f-m2  t2=  — mt  +  ae-rax. 

Wird  diese  Gleichung  quadriert,  so  heben  sich  die  Glieder  mit  t2 
auf  und  es  wird 

b  =  —  2mate-mx+a2e-2mx. 

Dividiert  man  mit  dem  Faktor  von  t  und  bezeichnet  mit  A  und 
B  die  konstanten  Faktoren  der  vorkommenden  Expouentialgrössen,  so 
erhält  man 

(6)  t  =  Ae-mx+Bem\ 

Um  die  Werte  der  Konstanten  A  und  B  zu  ermitteln,  setze  man 
zunächst  x  =  OD.  Dadurch  muss  die  Temperatur  t  anendlich  kleiu 
werden.  Der  erste  Teil  rechts  in  (6)  wird  hierbei  in  der  That  unendlich 
klein,  während  der  zweite  unendlich  gross  ausfällt.  Folglich  muss  B  =  0 
sein.     Hiernach  folgt  aus  (6) 

t  =  Ae-,nx. 

Setzt  man  hierin  x  =  0,  so  muss  t  in  T  übergehen;  folglich  ist 
A  =  T.  Somit  wird  die  Temperatur  t  in  der  Entfernung  x  von  der 
Wärmequelle  sein 

(7)  t  =  Te-mx. 


Mau  dividiere  diese  zwei  Gleichungen  durch  einander  und  nehme  die 
Logarithmen,  so  erhält  man  nach  einer  einfachen  Reduktion 


—     460     — 

Gesetzt  mau  beobachte  in  den  Abständeu  x'  und  x"  von  der 
Wärmequelle  die  Temperaturen  t'  und  t"  im  Stabe,  so  ist  nach  (7), 
indem  man  den  Wert  von  m  wieder  einführt 

t'  =  Te    X  *    qk;       t"  =  Te    X   ^  ik. 

diese  zwei  Gleichungen  duri 
hält  man  nach  einer  einfac 

1  /Ä=  logt'- log t/y  l /T 
V    k  x"-x'        y     u  ' 

Durch  diese  Relation    kann   das  Verhältnis  —  zwischen   dem  Ab- 

k 

kühlungs-  und  Leitungsvermögen  der  Substanz  ermittelt  werden. 

Es  seien  t,  t',  t" . .  die  Temperaturen  in  Querschnitten,  welche  die 

Abstände  x,  x-f-  a,  x-|-2  a, . .  vou  A  aus  haben,  so  wird  nach  (7)  sein 

t  =  Te-mx.       t<  =  Te-m(x-f«).       t«  =  Te-m(x+2«)_€ 

Hieraus  folgt 

t-pt     t  -\~t      m«    I    .-iiKt 

t'  t"       -•••-e      i-e 

Nimmt  man  daher  im  Stab  Querschnitte  an,  welche  in  gleichen 
Abständen  aufeinander  folgen,  so  bieten  je  drei  benachbarte  die  Eigen- 
tümlichkeit, dass  die  Summe  aus  deu  Temperaturen  der  äussern  Quer- 
schnitte dividiert  durch  die  Temperatur  des  innern  Querschnittes  einen 
Wert  liefert,  welcher  der  ganzen  Länge  des  Stabes  nach  konstant  ist. 


XII.  Aufgaben  über  schwingende  Bewegungen. 

377.  Liiugeuschwiuguugen  eines  elastischen  Stabes.  Ein  prismati- 
scher Stab  AB  (Fig.  142)  sei  in  vertikaler  Lage  am  obern  Ende  be- 
festigt. Am  untern  Ende  B  werde  ein  solches  Gewicht  P  angehängt, 
dass  der  Stab  eine  kleine  Ausdehnung  B  C  annimmt.  In  dieser  Stel- 
lung sind  der  Widerstand  des  Stabes  und  das  Gewicht  mit  einander 
•  m  Gleichgewicht.  Wird  ein  zweites  Gewicht  angehängt,  so  dehnt  sich 
der  Stab  um  eine  weitere  Grösse  CE  aus.  Nimmt  man 
Flg-  142,  dieses  zweite  Gewicht  ab,  so  zieht  sich  der  Stab  vermöge 
seiner  Elastizität  zusammen.  Diese  Elastizität  wirkt  be- 
schleunigend auf  das  untere  Ende  des  Stabes,  bis  dasselbe 
zur  Stelle  C  zurückgekehrt  ist.  In  C  hat  also  das  untere 
Ende  seine  grösste  Geschwindigkeit;  folglich  wird  es  von 
hier  aus  die  Bewegung  aufwärts  um  eine  gewise  Grösse  CE' 
fortsetzen.  Wenn  der  Modul  der  Elastizität  für  Ausdehnung 
und  Kompression  derselbe  und  die  Elastizität  für  die  eintre- 
tenden Längenänderungen  eine  vollkommene  ist,  so  wird  die 
Verkürzung  CE'  =  CE.      Auf   die    Verkürzung   folgt   wieder 
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die  Ausdehnung,  etc.,    so  dass   das    untere    Ende  auf-   und    abgehende 

Schwingungen    macht,     welche    in    gleichen    Zeiten    vollendet    werden. 

Es  seien 

L,  q  die  primitive  Länge  AB  und  der  Querschnitt  des  Stabes, 

a  =  BC  die  durch  das  Gewicht  P  bewirkte  Ausdehnung, 

b  =  C  E  die  durch  ein  zweites  Gewicht  hervorgebrachte  Ausdehnung, 

x=CD  eine   variable    Ausdehnung,    welche   iu   der    Zeit  t  von   der 

Gleichgewichtslage  C  aus  erreicht  wird, 
E  der  Modul  der  Elastizität  des  Stabes  und 
g  die  Beschleunigung  beim  freien  Fall  der  Körper, 

so  ist  nach  dem  in  §  198  ausgesprochenen  Gesetze  die  Kraft  P,  welche 

die  Ausdehnung  a  bewirkt 

(i)  p=Erq- 

Folglich  die  Kraft ,  welche  dem  Stab  eine  Ausdehnung  =  a  -J-  x 
beibringt,  gleich 

(2)  E^q. 

Diese  Kraft  kann  auch  als  Widerstand  des  Stabes  angesehen  wer- 
den, den  er  der  Ausdehnung  entgegensetzt.      Folglich  ist   die  Differenz 

(3)  E^-P=E^q 

der  Widerstand,  welchen  der  Stab  der  Bewegung  des  Gewichtes  P  ab- 
wärts entgegensetzt. 

Die  Beschleunigung,  mit  welcher  diese  Bewegung  in  D  erfolgt, 
sei  g'.  Statt  dass  also  das  Gewicht  P  frei  herabfallt  und  die  Beschleu- 
nigung g  annimmt,  bewegt  es  sich  mit  einer  Beschleunigung  g'.  Die 
diesen  Bewegungen  entsprechenden  Beschleunigungen  verhalten  sich  wie 
die  Kräfte,  so  dass  man  hat 

g' :  g .=  E  ^-  q :  E  -j-  q, 

/  x 

g=gv 

d2x 
Da   aber   der  Ausdruck    für  die  Beschleunigung  auch         2   ist,  so 

hat  man  ohne  Rücksicht  auf  das  Gewicht  des  Stabes 

(4)  lF  =  -g7- 

Hier  ist  das  negative  Zeichen  genommen,  weil  einer  verzögerten 
Bewegung  eine  negative  Beschleunigung  entspricht. 

Man  multipliziere  mit  2dx  und  integriere,  indem  man  dt  als 
konstant  betrachtet,  so  erhält  man 


(£)-"* 


—     462     — 

Die  Grösse  -r—  bezeichnet  die  Geschwindigkeit  des  Stabes  iu  D. 

d  x 
Für  x  =  C  E  =  b,  d.  h.  für  den  tiefsten  Puukt,  wird  —  ==  0.    Dies  gibt 

o-o-.Jü. 


Folglich  durch  Subtraktion  der  beiden  letzten  Gleichungen 


woraus  folgt 


dt 


-Vi 


dx 


yp 


Diese   Quadratwurzel   erhält   das    positive  Zeichen ,    weil   x   und    t 
beim  Sinken  von  D  gleichzeitig  zunehmen.     Die  Integration  gibt 


Vi 


Are  sin  — . 
b 


Die   Konstante   der   Integration    ist    weggelassen ,    weil   für    x  =  0 
auch  t  =  0  wird. 

Für  x  =  b  wird  t    zur   halben   Dauer   T   einer  Schwingung.       Die 
Schwingungszeit  ist  mithin 


(5) 


T=7T 


V 


Diese  Zeit  stimmt  überein  mit  der  Schwiugungszeit  eines  ein- 
fachen Pendels,  dessen  Länge  =a  ist.  Da  nun  aber  a  immer  sehr 
klein  ist,  so  falleu  diese  Schwingungen  sehr  rasch  aus.  Führt  mau 
den  Wert  von  a  aus  (1)  in  (5),  so  erhält  mau 


V 


PL 

gEq 


378.  Querschwingiiugeii  eines  elastischen  Stabes.  Ein  prismati- 
scher Stab  AB  (Fig.  143)  sei  iu  horizontaler  Lage  am  einen  Ende  A 
befestigt,  am  andern  hänge  ein  Gewicht  P,  so  dass  dadurch  der  Auf- 
häugepuukt  B  eine  kleine  Seukuug  BC  =  a  anuehme.  Wird  noch  ein 
zweites  Gewicht  angehängt,  so  nehme  seiue  Senkung  um  den  kleinen 
Wert  CE  =  b  zu.  Wird  dieses  zweite  Gewicht  abgenommen,  so  geht 
der  Aufliängepuukt,  vermöge  der  Elastizität  des  Materials,  in  die  Höhe 
und  macht  von  da  an  um  die  Gleichgewichtslage  C  hemm  Schwingungen 
von  gleicher  Schwiugungsdauer  und  gleicher 
Ausweichung  von  C  aus,  unter  der  Voraus- 
setzung vollkommener  Elastizität. 

Die  Beweguug  beginne  vom  Punkte  C  aus 
abwärts.  Nach  der  Zeit  t  lege  der  Aufhäuge- 
punkt    eiueu    Weg  C  D  =  x   zurück.      Es   sei  L 


Fig.    143. 
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die  Lauge  des  Stabes  und  M  das  Elastizitätsmoment  ( 
so  ist  nach  §  364  die  Kraft,    welche  die  Seukuug  a 

(1)  P=4f*, 


;  363)  desselben, 
bewirkt 


somit    auch    die 
spricht,  gleich 

(2) 


Kraft , 


welche     einer 
3M 


Seukuug    B  D 


ent- 


(a  +  x). 


Der  Unterschied  dieser  Kräfte  (1)  und  (2)  ist  der  Widerstand, 
welchen  der  Stab  der  weitern  Bewegung  abwärts  entgegensetzt.  Be- 
zeichnen daher  g'  uud  g  die  Beschleunigungen  des  Gewichtes  P,  hervor- 
gerufen am  Stab  und  beim  freieu  Fall,   so  erhält  mau  ohue  Rücksicht 

3  M 
auf  das  Gewicht  des  Stabes  g' :  g=  -yy-x:  P;  daher  vermöge  (1) 


(3) 


g 


*x. 


Hiernach  erhält  man,  wie  in  der  vorigen  Aufgabe,  als  Differeutial- 
formel  der  Bewegung,  indem  mau  wTegen  der  verzögerten  Bewegung  g' 
mit  negativem  Zeichen  einführt 


(4) 


d2x 
dt2 


-]/\-V- 


Cylin- 
oheres 


somit  auch  als  Wert  T  einer  Schwiuguugszeit 

3gM* 

379.  Schwingungen  eines  Torsiousnendels.  Ein  elastischer 
der  AB  (Fig.  144)  befinde  sich  in  vertikaler  Lage.  Sein 
Ende  A  sei  befestigt.  Durch  das  untere  Eude  B  gehe  eine  horizou- 
lale  Stange  mit  gleichen  Armeu  B  D,  B  D',  weiche  gleiche  Gewichte 
tragen.  Ist  der  Cylinder  nicht  verdreht,  so  besteht  Gleichgewicht. 
Diese  Gleichgewichtslage  sei  in  BC.  Dreht  man  deu  Arm  BC  in 
einer  horizontalen  Ebene  um  eiuen  Winkel  EBC  =  a,  so  wird  der 
Cylinder  verdreht  und  es  ist  das  statische  Moment  der  Kraft,  welche 
die   Fasern  des   Cylinders  verdreht,  nach  §  204  Formel  (10) 


(1) 


E 


5L 


wobei  r  den  Halbmesser  uud  L  die  Länge  des 
Cylinders  uud  E  deu  Modul  der  Elastizität  des 
Materials  bezeichnen.  Man  überlasse  nun  das  Pen- 
del iu  der  Lage  BE  sich  selbst.  Nimmt  alsdann 
der  Dreh winkel  «  während  der  Zeit  t  um  a  —  <f 
ab,  wobei  <f  den  veränderlichen  Winkel  DBC  be- 
zeichnet, so  ist  jeues  Torsionsmoment  (1)  nur  uoch 
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Mit  diesem  statischen  Moment  werden  die  Gewichte  iu  D,  D' 
gegen  die  Gleichgewichtslage  getrieben.  Die  treibende  Kraft  hört  erst 
auf  für  (f  =  0,  d.  h.  erst  in  der  Gleichgewichtslage;  also  wird  die 
Bewegung  bis  dahin  beschleunigt;  jenseits  der  Gleichgewichtslage  wird 
sie  verzögert.  Es  entsteht  eine  schwiugende  Bewegung  mit  konstanter 
Schwinguugszeit  und  konstanter  Schwingungsweite  bei  vollkommener 
Elastizität  des  Cylinders. 

Man  denke  sich  sämmtliche  schwingende  Massen ,  unter  Anwen- 
dung der  Lehre  vom  Trägheitsmoment  (§  180)  in  ihren  Mittelpunkt 
der  Trägheit  vereinigt,  d.  h.  iu  einen  Punkt,  iu  welchem  sie  den  glei- 
chen Einfluss  auf  die  Drehung  ausüben,  wie  die  vereinzelten  Massen 
(der  Arme  und  Gewichte)  in  ihren  jetzigen  Lagen.  Der  Abstaud  die- 
ses Mittelpunktes  der  Trägheit  von  der  Drehachse  sei  =  a  und  das 
Gewicht  der  in  diesem  Punkte  vereinigten  Massen  =  P.  Denkt  man 
sich  das  statische  Moment  (2)  am  Hebelsarm  a,  iu  der  Richtung  der 
Bewegung,  wirkend,  so  ist  die  diesem  Momente  entsprechende  Kraft 
gleich 

5  aL 

Das  Gewicht  P  drehe  sich  in  D  mit  der  Beschleunigung  g'.  Be- 
zeichnet daher  g  die  Beschleunigung  beim  freien  Fall,  so  müssen  sich 
die  Kräfte,  welche  auf  eine  und  dieselbe  Masse  wirken,  wie  ihre  Be- 
schleunigungen verhalten,  so  dass  man  hat 

TT  Er4       „         .        g    TT  Er4 

Ist  x  =  Bogen  CD  =  a  <f,  so  wird  der  Ausdruck  für  die  Beschleu- 
d2x  d2cp 


nigung  auch         2  =  a        2   .      Daher   erhält   man   in   gleicher   Weise 
wie  in  den  beiden  letzten  Aufgaben 

d2^  g     TT  Er4 


dt2  P      5aL  T* 

Bezeichnet  man  den  konstanten  Faktor   von   (f   rechts   mit  u 


erhält  man 


d2(f  _  u 

~W~~~        a    ^ 


Diese  Gleichung  stimmt  der  Form  nach  mit  den  Formeln  (4)  der 
beiden  letzten  Aufgaben  übereiu.  Man  erhält  deshalb  für  die  Schwin- 
gungszeit den  Wert 


t-.|/i-./ 


/>  E  r4V 
V    5L  ) 


380.  Schwingungen  eines  elastischen  mittels.  Dieses  Mittel  (Luft, 
Aether) ,  habe  überall  gleiche  Dichte.  Eines  seiner  Teilchen  werde 
durch  eine  momentane  äussere  Einwirkung  in  einer  gewissen  Rich- 
tung AB    (Fig.  145)    verschoben.      Dadurch    wird   das    Mittel  in   der 
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Richtung   der  Bewegung  verdichtet.      Die   dadurch  vergrösserte  Expan- 
sivkraft des  Mittels  erschöpft    die  Bewegung   des    Teilchens   und  treibt 
es  wieder  in  die  Anfangslage  A  zurück.      Bei  dieser  rückgängigen  Be- 
wegung wirkt  die  Expansivkraft  des  Mittels  beschleu- 
nigend bis  zum  Punkte  A.     Also  nimmt  die  Geschwin-  Fig.  145. 
digkeit  bis  zu  dieser  Stelle  zu  und  es  muss  das  Teil- 
chen über  A  hinaus  in  der  Richtung  nach  C  hin  sich 
bewegen.      Auf  dieser  Seite  tritt  die  gleiche  Erschei- 
nung ein  wie   auf  Seite    von  B.      Also   schwingt  das 
Teilchen  um    die  Gleichgewichtslage  A    hin   und   her. 

Nach  der  Zeit  t  habe  das  Teilchen  den  Weg  AD  =  x  von  der 
Gleichgewichtslage  aus  durchlaufen.  Der  Widerstand  des  Mittels  ist 
eine  Funktion  von  x ,  welche  für  x  =  0  verschwiuden  muss.  Würde 
man  also  diese  Funktion  in  eine  Reihe  nach  ganzen  Potenzen  von  x 
auflösen,  so  dürfte  kein  Glied  ohne  x  vorkommen.  Diese  Reihe  müsste 
also  die  Form  haben 

Ax-i-Bx2-}-  Cx3  +  ... 

Da  nun  aber  die  grössten  Werte  von  x  als  sehr  klein  vorausge- 
setzt werden,  so  kann  mau  annehmen,  es  verschwiuden  die  Glieder 
mit  der  zweiten  und  den  höhern  Potenzen  von  x  gegen  das  erste  Glied. 
Der  Widerstand  des  Mittels  kann  deshalb  =Ax  und  die  ihm  propor- 
tionale Beschleunigung  =  k  x  gesetzt  werden.  Allein  diese  Beschleuni- 
gung, als  eiuer  verzögerten  Bewegung  entsprechend,  ist  negativ.  Des- 
halb wird  die  Differentialformel  der  Bewegung 

Man  multipliziere  mit  2dx  und  integriere,  so  kommt 

kx2. 


Gf)=c 


Nun  sei  die  grösste  Ausweichung  A  B  =  a,  so  wird  die  Geschwin- 
digkeit — —  =  0  für  x  =  a;  dies  gibt 

0  =  C-ka2 
und  durch  Subtraktion 


(2)  -— =k(a2-x2). 


_dx2 
dt2 


Hieraus  folgt 


Fkdt 


W  -  X2 
t  Vk  =  Are  sin  — , 


wobei  der  Quadratwurzel    das  positive  Zeichen   gegeben   wird ,    weil   x 
und  t  gleichzeitig  wachsen.     Man  integriere,  so  kommt 


Autenhe  imer ,  Elemeutarljuch. 
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Die  Integrationskonstante  ist  weggelassen,  weil  für  x  =  0  auch 
t  =  Ü  wird.     Geht  mau  vom  Bogeu  zum  Siuus  über,  so  wird 

(3)  x  =  a  siu  t  Vk. 

Wird  diese  Formel  differentiiert  und  die  Geschwindigkeit  -r— -  mit 
v  bezeichnet,  so  erhält  man 

(4)  v  =  a  Vk  cos  t  ]/ k. 

Man  könnte  auch  diesen  Wert  von  v  erhalten,  wenn  mau  den 
Wert  von  x  aus  (3)  in  (2)  einführt. 

Nun  sei  T  die  Zeit,  welche  das  Teilchen  zu  einer  Hin-  und  Her- 
bewegung braucht,  so  wird  es  überhaupt  am  Aufang  und  Ende  der 
Zeitdauer  T  die  nämliche '  Stelle  der  Bahn  in  der  gleichen  Richtung 
passieren.     Diese  Zeit  wollen   wir  hier  Schwingungszeit  nennen. 

Die  Sinus  und  Cosinus  vou  Bogen,  welche  um  ein  Vielfaches  von 
2  ?r  von  einander  abweichen,  sind  einander  gleich  mit  gleichen  Zeichen. 
Bezeichnet  daher  n  irgend  eine  ganze  Zahl  und  schreibt  man 

27rn  +  t>Ak=r^ri_n    -r-tVVT, 

so  erhält  man  aus  (3)  und  (4) 

(5)  x  =  asin(^  +  tW, 

(6)  v  =  aFkcos(-^  +  tVk; 

Setzt   man   hierin   der    Reihe   nach    n  =  l,2, 3, ..,    so    wird   die 

27T 

Zeit  t  je  um       vergrössert;  dabei  erhalten  x  und  v  für  alle  diese 

V  k 

Stubstitutioneu  gleichen  Wert.    Folglich  ist        die  konstante  Schwin- 

V k 
gungszeit,  so  dass  man  hat 

Vi 

Führt  man  den  Wert  von  Vk  aus  dieser  Formel  in  (5)  und  (6), 
so  kommt 

(7)  x  =  asm-^-. 

,Q.  2af  2irt 

(8)  v  =  -^-cos— — . 

Für  t  =  0,  T,2T, ..  wird  x  =  0  und  v  ein  Maximum.  Bezeichnet 
man  diesen  grössten  Wert,  welchen  das  bewegliche  Teilchen  in  der 
Gleichgewichtslage  besitzt,  mit  V,  so  erhält  man  aus  (8) 

2-rra 
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Die  Sinus  und  Cosinus  von  Bogen ,  welche  um  t  von  einander 
abweichen,  haben  gleiche  Werte  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen. 
Lässt  man  daher  in  (7)  und  (8)  die  Zeit  t  um  eiue  halbe  Schwingungs- 
dauer, also  um   ll2  T,  zunehmen,   so  erhält  man 


x  =  a  sin  ~7^~  1  t  - 


(M-f)  =  -a 

a  Kk  cos  l  — j-  7r  J  =  —  a  V~k 


2?rt 
cos  — - — 


Somit  hat  das  schwingende  Teilchen  nach  jeder  halben  Schwin- 
gungszeit gleichen  Abstaud  von  der  Gleichgewichtslage  und  gleiche 
Geschwindigkeit,  beides  jedoch  iu  entgegengesetzter  Richtung. 

381.  Bestimmung  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erde,  nach  Cavendish. 

Es  sei  AB  (Fig.  146)  ein  sehr  dünner,  prismatischer  Körper  von  Holz, 
an  dessen  beiden  Enden  A  und  B  zwei  gleiche  Bleikugeln  angebracht 
sind.  In  der  Mitte  M  zwischen  diesen  Kugeln  sei  der  Stab  an  einem 
dünnen  Drahte  aufgehäugt,  so  wird  der  Stab  eine  horizontale  Lage  an- 
nehmen. Dreht  man  denselben  iu  einer  hori- 
zontalen Ebene  in  eine  andere  Lage  A'B'  und  Fig.  146. 
lässt  ihn  los,  so  wird  er  vermöge  der  Elasti- 
zität des  Aufhängedrahtes  zurückkehren  und 
um  die  Gleichgewichtslage  AB  hin-  und  her- 
schwingen. 

Man  bringe  nun  in  der  Schwingungsebene, 
in  einer  Geraden  GMD,  in  gleichen  Entfer- 
nungen von  M,  zwei  gleiche  Kugeln  von  dichtem  Stoffe,  z.  B.  von  Blei, 
in  fester  Lage  au ,  so  werden  die  Kugeln  A,  B  von  diesen  Kugeln  an- 
gezogen und  vermöge  der  Elastizität  des  Drahtes  in  Schwingungen  ver- 
setzt. Diese  Anziehung  fiudet  statt  nach  dem  Gesetze  der  Gravitation, 
und  zwar  so,  als  wenn  die  Massen  der  Kugeln  iu  ihren  Mittelpunkten 
vereinigt  wären.     Es  seien 

a  =  AM  die  Entfernung  der  beiden  Kugeln  A,  B  von  der  Drehachse, 
b=CM  die  Entfernung  der  Kugeln  C, D  von  dieser  Achse, 
a  der  Winkel  DMB,    Welchen    die   Anfangslage  MB    mit   der   Gera- 
den MD  bildet, 
<f  der  veränderliche  Winkel  AMA',    welchen    die    schwingende  Pen- 
delstange in  der  Zeit  t  von  der  Anfangslage  AM  aus  beschreibt, 
e  die  Beschleunigung,    welche   die  Anziehung   der    Kugel  A  auf  eine 
Masseneinheit  der  Kugel  C  hervorbringt,  wenn  beide  Kugeln  den 
Abstand  1  zu  einander  haben, 
m  die  Masse  einer  der  Kugeln  C,  D, 
so  werden  die  Beschleunigungen ,  welche  die  Kugeln  C,  D  der  Kugel  A' 
beizubringen  vermögen,  sein 

m 
Kugel  C  iu  der  Richtung  CA  =e  2 , 

Kugel  D  in  der  Richtung  DA'  =  e        ,2. 
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Man  zerlege  diese  Beschleunigungen  in  Seitenbeschleunigungen, 
welche  senkrecht  und  parallel  sind  zur  Pendelstauge  A'B'.  Die  letz- 
tern gehen  für  die  Drehung  verloren ,  nur  die  erstem  entsprechen  der 
Drehung.     Diese  sind 

sin  MA'C  sin  M  A'  D 

em  — Ä'C^'    em-Ä7D'—  • 

Die  erstere  dieser  Beschleunigungen  nimmt  mit  ff  zu,  die  letztere 
ab ,  sie  haben  also  entgegengesetzte  Vorzeichen.  Die  wirkliche  Be- 
schleunigung, welche  die  Kugeln  C,  D    der  Kugel  A'  beibringen,  ist  daher 

/sin  MA'C       sinMA'DN 

(1)  H"!7^ X^D*-} 

Allein  die  Dreiecke  CMA'  und  DMA'  geben  die  Proportionen 

b  :  A'  C  =  sin  M  A'  C  :  sin  (a  —  <jp), 

b  :  A'D  =  sin  M  A'  D  :  sin  («  —  <p). 

Führt  man  hieraus  die  Werte  von  sin  MA'C  und  sin  MA'D  in 
(l),  so  kommt 

(2)  b  e  m  sin  («  -  ff)  j^^-  -  -^3  J. 

Hierin  sind  noch  die  Abstände  A'  C  und  A'  D  durch  a,  b,  a,  ff 
auszudrücken.     Es  ist  für  die  schon  genannten  Dreiecke 

Fig.  146.  A'  C2  =  a2  +  b2  —  2  a  b  cos  («  —  ff), 

A'D2  =  a2-f-b2  —  2abcosA'MD. 

Allein  cos  A'MD=-  cos  (a  —  ff);  folg- 
lich 

A'  D2  =  a2  +  b2  +  2  ab  cos  («  —  ff). 

Der  Schwingungswiukel  ff  wird  sehr  klein  ausfallen.  Unter  die- 
ser Voraussetzung  kann  man  daher  annehmen 

cos  ff  =  1,     sin  ff  =  <f ;      cos  (a  —  ff)  =  cos  a  —  ff  sin  a. 

Deshalb  wird  sein 

A'  C2  =  a2  -|-  b2  —  2  a  b  (cos  a  —  ff  sin  «), 
A'D2  =  a2  +  b2T[-2ab(cos«-  ff  sin  «). 

Setzt  man  zur  Vereinfachung 

(3)  p2  =  a2  +  b2  — 2abcos«;     q2  =  a2  +  b2  +  2  a  b  cos  «, 
so  wird 

A'C2  =  p2  +  2abysin«, 
A'D2  =  q2  —  2  ab  ff  sin«. 

3 
Man  erhebe  diese  Ausdrücke  auf  die  Potenz —    und    vernach- 
lässige die  Glieder  der  Reihen,   in    welchen  ff   die   erste   Potenz  über- 
schreitet, so  kommt 


(4) 
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3 ab  sin  a 


A'C3        p3  p5 

W  A'D3         q3^       q5        * 

Zieht  man  (5)  von  (4)  ab,  nach  Vorschrift  von  Formel  (2),  multi- 
pliziert sodann  mit 

sin  (a  —  <f)  =  sin  a  —  <f  cos  a, 
indem  man  die  Glieder  mit  <f2  vernachlässigt,  und  setzt  zur  Abkürzung 


(6) 


"(f"^)^' 


(7)  -  3  a  b  sin2«  (^  ~  ^t>)  ~  cos  "  [y  ~  ~i)  =  k' 

so  wird  der  Ausdruck  (2)    für  die   Beschleunigung    der    Kugel  A'    ver- 
möge der  Anziehung  sein 

(8)  e  m  b  (h  -j-  k  ff). 

Die  Elastizität  des  Aufhängedrahtes  widersteht  der  Drehung  mit 
einer  Kraft,  welche  dem  Torsionswinkel  (f  proportional  ist  (§  204). 
Also  wird  auch  die  dieser  Kraft  entsprechende  Beschleunigung  der 
Grösse  (f  proportional  sein,  also  mit  n<f  bezeichnet  werden  können. 
Da  der  Einftuss  der  Kugeln  C,  D  auf  die  Kugel  B'  gleich  gross  ist  wie 
auf  A',  so  ist  also  vom  Doppelteu  der  Beschleunigung  (8)  die  Grösse  n<jP 
abzuziehen,  um  die  wirkliche  Beschleunigung  zu  erhalten. 

d2x 
Diese  Beschleunigung  ist  aber  auch  —z-y  ,  wo  x  den  Bogen  A  A' 

=  a <P  bezeichnet.     Da  nun  dx  =  ad<jp  und  d2x  =  ad2<jP,  so  wird  mit- 
hin die  Differentialgleichung  der  Bewegung  sein 

d2<f' 

(9)  a-j-£-  =  2emb(h-f-k9)  —  n<f. 

Man  multipliziere  mit  2d<p  und  integriere,  indem  man  dt  als 
konstant  betrachtet,  so  kommt 

(10)  a\^r)   =4embhy-f(2embk  —  n)<f2. 

Die  Konstante  der  Integration  ist  =  0 ,  weil  für  <f  =  0  das  Pen- 
del in  der  Anfangslage  AM  sich  befindet,    also   auch  die  Geschwindig- 
keit '  ,  ^      daselbst  =  0  ist. 
d  t 

In  einer  bestimmten  Lage  der  Peudelstange  halten  sich  der  Tor- 
sionswiderstand des  Drahtes  und  die  Anziehung  der  Kugeln  das  Gleich- 
gewicht. In  dieser  Lage  bilde  die  Stange  mit  der  Aufaugslage  den 
Winkel  <f'.  Während  also  die  Gerade  AM  die  Ruhelage  ist  ohne  An- 
ziehung der  Kugeln,  so  ist  die  Richtung,  welche  mit  AM  den  Winkel  </>' 
bildet,  die  Ruhelage  unter  Einwirkung  der  Kugeln. 
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d2tf> 
Setzt  man  <p  —  <p'  in  (9),  so  wird  die  Beschleunigung  a  -   ,j-  =0; 

dies  gibt 

..                     2embh 
2erobk  —  n= : — . 


Führt  man  diesen  Wert  von  2embk  — n  in  (10),  so  folgt 
/dy\2       2embh,„    ,  9N 

Da  nun  — ; —   die   Geschwindigkeit    bezeichnet,     so    muss    diese 
dt 

Grösse   zu    beiden    Seiten    eines    Schwingungsbogeus    =0   sein.      Für 

_  =  o  erhält  man  aber  aus  (11) 

dt 

2<f'(p  —  (f2  =  Q     oder     <f  (2  (p  —  <p)  =  0. 

Das  Produkt  <p  (2  <f'  —  y)  kann  aber  nur  =  0  werden ,  wenn 
einer  der  Faktoren  =0  ist.     Daraus  folgt 

9  =  0,     (f>  =  2  if'. 

Der  erstere  Wert  von  <p  entspricht  dem  Anfang,  der  andere  dem 
Ende  einer  Schwingung;  also  ist  der  Schwingungsbogen  das  Doppelte 
von  der  Ablenkung  (f'. 

Sondert  man  die  Veränderlichen  in  (11)  und  nimmt  für  d<p  und 
d  t  bei  der  Quadratwurzelausziehung  gleiche  Zeichen ,  iüdem  ff  und  t 
gleichzeitig  wachsen,  so  wird 

bh~  d(f 


dt 


|  / 2emb 


V2(p'<p  —  (p2' 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist  nach  §  78,  Formel  (8) 


|  /  2em_l 


_bh  .     2<f>  —  2<p'    , 

— - —  =  Are  sin         „    . \-  C. 

2<p 


Für  t  =  0  ist  (f=0;  folglich 

0  =  Are  sin  (—  1)  -f  C, 

so  dass  man  durch  Subtraktion  erhält 


|  / 2emb 


bh         TT    .    .        .     <P  —  <P' 

-f-  Are  sin 


2     '  y' 

Für  (f  =  2<f'  wird  t  zur  Zeit  T  einer  einfachen  Schwingung;  folg- 


lich ist  

|/2embh  tt     .    t 

V   ~^¥'  2  ~T~~2 

(12)  T  =  7r|/:    * 


2  e  m  b  h 
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Um  diese  Formel  zur  Bestimmung  der  mittleren  Dichte  der  Erd- 
masse brauchbar  zu  macheu,  sei 

L  die  Länge  eines  Sekundenpendels, 

g  die  Beschleunigung  beim  freien  Fall, 

M  die  Masse  der  Erde, 

s  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  der  Erdmasse  von  mittlerer  Dichte  und 

r  der  Erdhalbmesser  der  als  kugelförmig  gedachten  Erde, 
so  erhalt  man  aus  Formel  (6)  des  §  163  für  die  Länge  des  Sekunden- 
pendels, wenn  man  daselbst  T  =  1  setzt 

g  =  L7T2 

und  als  Beschleunigung  derselben  durch  die  Erdmasse,  wenn  man  eine 
der  Kugeln  A  oder  B  als  schweren  Körper  des  Sekundeupendels  sich  denkt 

M 

Setzt  man  diese  beiden  Werte  von  g  einander  gleich,    so  folgt 
(13)  L*2  =  e_M. 

Eliminiert  mau  e  aus  (12)  und  (13),  so  wird 

(U)  T  =  ^l/^~M 

r   Y    2bhL    m" 

Die  Massen  M  und  m  sind  den  Gewichten  der  Erde  und  der  Blei- 
kugeln C,  D  proportional.  Wir  nehmen  daher  an ,  es  bezeichnen  M,  m 
die  Gewichte  dieser  Körper,  so  ist 

4 
M  =  -~  r37r  s. 

Führt  man  diesen  Wert  von  M  in  (14),  so  folgt  der  gesuchte  Wert 

,1JO  3        bh      L 

(15)  s  =  — ; T^m. 

2ir      a</>'      r 

Bei  Versuchen,  welche  Cavendish  von  1797  bis  1798  austeilte, 
wurde  der  Zoll  als  Längenmass  und  das  Gewicht  von  1  Kubikzoll 
Wasser  als  Einheit  der  Gewichte  angenommeu.  Bei  diesen  Versuchen 
ergaben  sich  uach  Seh midt's  mathematischer  und  physikalischer  Geo- 
graphie im  Mittel 

Gewicht  einer  der  Bleikugeln  C,D=  9662,3, 
Länge  der  Arme     .     .     .     a  =  b  =  36,65, 

Winkel a=13°58'26", 

Bogen  (für  den  Radius  =1)      <f'  =  0,0079373, 
Schwingungszeit       ....       T  =  424,5  Sekunden. 

Berechnet  man  vermittelst  der  Werte  von  a,  b, «  die  Grössen  p 
und  q  nach  (3),  sodann  nach  (6)  die  Grösse  h,  so  erhält  man 

log  brigh  =  6,53156  —  10. 
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Ferner  hat  man  für  das  Verhältnis  —  den  briggischen  Logarithmus 
L 


logbrigT—W  3,19329  -  10. 


Für  diese  Daten  wird  nach  (15) 

s  =  5,52, 

d.  h.  ein  Kubikzoll  Erdmasse  wiegt  durchschnittlich  5,52  mal  mehr 
als  1  Kubikzoll  Wasser;  also  ist  die  mittlere  Dichte  der  Erdmasse 
=  5,52. 

382.   Schwingungen  des  Pendels  in  der  Luft.     Es  sei 

a  die  Länge  der  Pendelstange  AB  (Fig.  147), 

a, (p  die  Winkel  BAF  und  CAF,   um  welche   diese   Stange  im  An- 
fange  der    Bewegung   und   nach   der    Zeit  t   von    der    vertikalen 
Richtung  AF  abweicht, 
s  =  a(a  —  (f)  =  BG  der  Bogen,  welcher  vom  Beginne  der  Bewegung 

an  vom  schweren  Punkt  in  der  Zeit  t  durchlaufen  wird  und 
g  die  Beschleunigung  beim  freien  Fall  der  Körper,  also 
g  sin  <f  die  Beschleunigung   der  Bewegung  in   der  Richtung  der  Tan- 
gente an  den  Schwingungsbogen  in  C. 
Diese  Beschleunigung  wird  durch   den  Luftwiderstand  vermindert. 
Dieser  Luftwiderstand  ist  für  sehr  langsame  Bewegungen  sehr  nahe  der 
ersten,    für  rasche  Bewegungen  sehr  nahe  der  zweiten  Potenz  der  Ge- 
schwindigkeit proportional.      Wir  setzen  sehr   kleine  Schwingungsbogen 
voraus,   und   nehmen  an,    es  sei  der  Luftwiderstand   der  Geschwindig- 
keit proportional.      Also    wird   die    Beschleunigung   g  sin  ff   vermindert 

um  den  Betrag  k  — ,   worin  -— -   die    Geschwindigkeit    in    C   und   k 

Somit  ist  die  Beschleunigung   des   Pendels 

d2s  .  ,    ds 

(!)  -J72"  =  g  sin  ^  —  k 


dt  ' 
eine  Konstante  bezeichnet. 


und 


dt2 

Nun  ist  aber  s  =  a  (a 
ds  =  —  ad<p;     d2s  = 

sin  <f  =  <P 


dt 
(f),  alsc 
-ad2^ 


(2) 


2-3    '    2-3-4-5 

Vernachlässigt  man  in  der  letzten  Reihe, 
wegen  der  Kleinheit  von  (f,  die  Glieder  von 
(f3  an,  so  wird  (1)  vermöge   dieser  Werte  zu 

d2?    ,      jl^    .    g 

dt2  +       dt   ~T" 


9  =  0. 


Diese   Differentialgleichung    ist   eine   lineare    (§   337)   und    stimmt 
mit  der  in  §  352  I  behandelten  überein. 

Behufs  der  Integration  dieser  Gleichung  (2)  setze  man 


(3) 


f/ 
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worin  c  und  ß  konstante  Grössen  und  e  die  Basis  der  natürlichen  Lo- 
garithmen bezeichnen.     Durch  Differentiation  von  (3)  folgt 

d<p     d2<f 
Setzt  man  diese  Werte  von  (f,  ,  -r-y-  m  (2)>  s0  kommt 

(4)  02  +  |*k-f-|  =0. 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  in  Hinsicht  ß  findet  man 


Die  Grösse  k  ist  sehr  klein,  folglich  die  Grösse  unter  dem  Quadrat- 
wurzelzeichen negativ.     Mau  setze  daher  zur  Abkürzung 


(6) 


-  V"-i-v 


so  gibt  (5)  für  ß  folgende  zwei  Werte 

—  in-j-n]^ — 1     und     —  m  —  n  ~Y — 1. 

Verfährt  man  nun,   wie  auf  S.  397  Abteilung   „zweiter  Fall"   ge- 
schehen, so  erhält  man  als  allgemeines  Integral 

(7)  ?>  =  e-mt[2Kcosnt  +  9?  sinnt]. 
Das  Differentialverhältnis  dieser  Gleichung  ist 

(8)  A?_  =  _  me-rat  (2K  cos  nt_|_^  sinnt) 

-\-  n  e~  m  c  (—  üft  sin  n  t  -+-  W  cos  n  t). 

Für  den  Anfangszustand  der  Bewegung  ist  t  =  0,  <p  =  «    und  die 

Geschwindigkeit  a  — - —  =  0.      Vermöge   dieser   Werte   erhält    man  aus 

(7)  und  (8) 

a  =  Wl;     0=-m2K  +  n^. 

Also  sind  die  Werte  der  Konstanten 

ÜK  =  «;     9t  =  — «. 

n 

Setzt  man  diese  Werte  in  (7)  und  (8),  so  erhält  man 

(9)  <J>  =  ae-mtfcosnt-f-m  sinnt), 

(10)  A£  =  _^e-mt(m2-l-u2)  sinnt. 
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Nun  ist  aber  uacb 

i  (6) 

i    k2 

-n2: 

_k2         | 
4          ; 

Vermittelst  dieser 

Werte 

wird  (10) 

a 

dg> 

dt 

D 

±1      ni2-fn2=g 


(11)  a-T^= -e-mt  sinnt. 

'  dt  d 

Die  Gleicbuug  (9)    bestimmt   den   Wert   von   (f  und    (11)  die  Ge- 
schwindigkeit für  irgend  eine  Zeit. 

Am  Ende  jeder   Schwingung   ist   die   Geschwindigkeit  — —  =  0. 

Hierfür  gibt  (11) 


Diese  Gleichung    findet  statt,   wenn  siunt  =  0,  also  wenn  nt  ein 
Vielfaches  von  tt  ist.     Setzt  man 

(12)  nt  =  7r,     also     t  =  — , 

so  bezeichnet  dieser  Wert  von  t  die  Zeit  der  ersten  Schwingung. 
Setzt  man 

2tt     • 

n  t  =  2  77,     also     t  = , 

n 

so  bezeichnet  t  die  Zeit  der  zwei  ersten  Schwingungen,  etc.  Man  er- 
sieht hieraus ,  dass  die  Zeit  für  jede  Schwingung  den  gleichen  Wert 
hat  oder  dass  die  Schwingungszeit  konstant  ist. 

Es    bezeichne   T   diese    konstante    Schwingungszeit,     so    hat   man 
aus  (12) 

n 
oder  indem  man  aus  (6)  den  Wert  von  n  einführt 


v^v 


ak2 
4g 

Deukt  mau  sich  den  Luftwiderstand  weg,  so  ist  k  =  0  und  es 
geht  diese  Formel  über  in  die  für  kleine  Schwiuguugsbogen  in  §  163 
angegebene.  Die  Schwinguugszeit  desselben  Pendels  im  Luft  erfüllten 
Räume  ist  also  grösser  als  im  leeren  Raum  im  Verhältnis  von 


V- 


-f 


Es  seien  </>i,  <jp2,  9>3, . . .  die  Schwingungsbogen ,  welche  während 
der  ersten,  zweiten,  dritten,..  Schwingung  durchlaufen  werden.  Aus 
(9)  folgt  als  Ablenkung  der  Pendelstange   von  der  vertikalen  Richtung 


475     — 


für  t  = 

0 

für  t  = 

TT 

n 

für  t  = 

2* 
n 

für  t  = 

3tt 
n 

=  — 

«e 

—  mn 
n 

-2mn 

=  + 

ae 

n 

-3m7r 

=  — 

«e 

n 

i 

etc. 

Es  liegen  somit  vom  tiefsten  Punkt  aus  links  und  rechts  die 
Bogen 

mn 

für  die  lte  Schwingung  -\-  a 
für  die  2te  Schwingung  —  ae 

für  die  3te  Schwingung  -\-  a  e        u         und  —  a  e       n    ,  etc. 

Wenn  nun  die  Bogen  rechts  mit  entgegengesetzten  Zeichen  zu 
denen  liuks  addiert  werden,  so  erhält  mau  die  ganzen  Schwiugungs- 
bogen.     Diese  sind  somit 


und 

—  ae 

n 

mn 
u 

und 

-j-a  e 

2mn 
n 

5 

2m7i 

3m7r 

mn\ 


<fi=  +  aVl-j-e      ny  =+v, 

/  mn\  mn  van 

y2  =  -«Vl+e       ^Je"^  =-<f'e       »", 

/  m7i\         2ni7r  2iii7r 

y3=-}_«(,l-|-e       v)e~^~  =  4.  y'e"  ""*"", 

/  ni7r\         3mn  3mn 

<pi  =  —  a\l-^e       n  ) e       n  =  -  <f'. e        D    ,  etc. 

Die    Schwingungsbogen    bilden    hiernach    die    Glieder    einer    geo- 

mn 

metrischen  Progression ,  deren  Exponent  die  Grösse  —  e  n  ist. 
Diese  Bögen  nehmen  allmählich  ab,  so  dass  sich  die  Bewegung  nach 
und  nach  erschöpft. 

Aus  (11)  folgt  durch  Differentiation,  indem  man  die  Geschwindig- 

ad  <p 

keit  — : —   mit  v  bezeichnet 
dt 


v  t  /  m    .  \ 

-  =  a  g  e-mt  1  —  sin  n  t  —  cos  n  t  J. 


Setzt  man  diesen  Differentialquotienten  =0,   so    findet  man   den- 
jenigen Wert  der  Zeit  t,  für  welchen  die  Geschwindigkeit  v  ein  Maxi- 

dv 
mum  wird.     Es  folgt  aus  -=—  =  0 
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Dl 

—  sin  n  t  —  cos  n  t  =  0, 
n 


n   =l/4g 
m        Y    ak2 


"1/  7Ü2  —  !• 

Wenn  hierin  k  =  0  gesetzt  wird,  so  wird  tang  n  t  =  x>,  n  t  =  — , 

d.  h.    im   luftleeren    Raum    tritt    die    grösste    Geschwindigkeit  in    der 
Mitte    der    Schwingungszeit   ein.       Allein    im    lufterfüllten   Raum   ist   k 

nicht  =0,  also  auch  — A 1    nicht  unendlich   gross;    folglich   wird 

a  k 

tangnt  endlich,  also  nt<^--.       Die    grösste    Geschwindigkeit   findet 

also  statt    vor   Ablauf   der   ersten   Hälfte   einer  jeden   Schwiugungszeit. 

Die  grösste  Geschwindigkeit,  welche  wir  mit  u  bezeichnen  wollen,  tritt 

d2s 
ein,  wenn   die  Beschleunigung        2   =  0,  also  wenn  nach  Formel  (1)  ist 

g  sin  <f  =  k  u, 
oder  da  sin  <f  mit  <f  vertauscht  wird,  wenn 

k 


Diese  Ablenkung  <f  der  Stellung  des  Pendels  von  der  Vertikalen 
bei  der  grössten  Geschwindigkeit  ist  somit  der  Konstanten  k  direkt 
proportional. 

Setzt  man  <f  —  0  in  (9),  so  wird  t  zu  derjenigen  Zeit,  welche 
zur  Erreichung  des  tiefsten  Punktes  nötig  ist.  In  diesem  Falle  muss 
also  sein 

m  . 

—  sin  n  t  -j-  cos  n  t  =  0, 
n 


tang 


n  i  /  4g 


Die  Grösse  unter  diesem  Quadratwurzelzeichen   ist  eine  sehr  grosse 
Zahl,  welche  für  k  =  0   unendlich  wird ;    folglich    wird  der  Winkel  n 

7T 

nur  wenig  von         abweichen  ,  jedoch  wegen  des  negativen  Vorzeichens 

TT 

der  Quadratwurzel  grösser  sein  als  — ,  d.  h.  das  Pendel  braucht  zum 
Niedergang  mehr  Zeit  als  zum  Aufgang. 

383.    Schwingungen  des  physischen  Pendels  im  leeren  Raum.     Mar 

denke  sich  die  Masse  des  Pendels  in  unendlich  kleine  Teile  zerlegt  mit 
verschiedenen  Abständen  von  der  Drehachse,  so  haben  diese  Teile  die 
Tendenz,  für  sich  so  zu  schwingen,  wie  der  schwere  Punkt  eines  ein- 
fachen Pendels.     Den  Teilen   zunächst   der  Drehachse   entspricht  daher 
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eine  kleinere,  den  entfernteren  eine  grössere  Schwingungs daner.  Da 
aber  die  Teile  ein  starres  Ganzes  bilden,  so  kommen  die  unendlich 
vielen  ungleichen  Schwinguugszeiteu  nicht  zur  Verwirklichung,  sondern 
es  bildet  sich  eine  mittlere  Schwiugungsdauer.  Der  Tunkt  am  Pendel, 
dem  diese  Schwingungszeit  augehört,  heisst  Schwingungspunkt  und  sein 
Abstand  von  der  Drehachse  Länge  des  physischen  Pendels. 
Dieser  Schwingungspunkt  ist  zu  unterscheiden  vom  Schwerpunkt  des 
Pendels.  Beide  fallen  nur  dann  sehr  nahe  zusammen,  wenn  die  Masse 
der  Pendelstange  sehr  klein  ist. 

Es  gelte  die  Bezeichnung  von  §  382.  Ausserdem  bezeichne  M  die 
Masse  des  Pendels,  also  d  M  ein  Massenelement.  Dieses  habe  den  Ab- 
stand o  von  der  Drehachse  und  werde  in  dem  Augenblick,  da  die 
Zeit  t  abgelaufen,  getrieben  von  einer  Kraft  k  mit  einer  Beschleunigung  g', 
so  ist  nach  §  174,  Formel  (6) 

k  =  g'  d  M. 

Es  gehe  t  über  in  t  — | —  cl  t  und  der  Bogen  s  in  s  -\-  d  s,  so  erhält 
man  als  Ausdruck  für  die  Beschleunigung 

,_  d2s 
g  ~~  dt2  ' 

daher  durch  Elimination  von  g'  der  Wert  der  Kraft 

fl2S 

Diese  Kraft  liegt  in  der  Richtung  der  Tangente  an  den  Schwingungs- 
bogen  und  durchläuft  in  der  Zeit  dt  den  gleich  gerichteten  Weg  d s, 
verrichtet  also  eine  Arbeit,  welche  nach  §  166  erhalten  wird,  wenn 
man  die  Kraft,  welche  während  der  uneudlich  kleineu  Zeit  d  t  als  kon- 
stant  angenommen   werden   kann,    mit   dem  Weg   multipliziert.     Diese 

d2s 
Arbeit  ist  daher  =    ,   0  d  s  •  d  M. 
dt2 

Diese  Arbeit  kommt  her  vom  Sinken  der  Masse  d  M  in  vertikaler 
Richtung.  Nach  der  Zeit  t  habe  d  M  in  vertikaler  Richtung  eine  Tiefe  z 
unter  der  Drehachse,  so  nimmt  z  während  der  Zeit  d  t  zu  um  dz. 
Daher  sinkt  das  Gewicht  g  d  M  des  Teilchens  in  der  Richtung  des 
Gewichtes  um  d  z  und  verrichtet  dabei  die  Arbeit  g  d  M  •  d  z.  Durch 
Gleichsetzen  dieser  beiden  Arbeiten  folgt 

d2s 
g  d  M  •  d  z  ==  —, 2-  d  s  •  d  M. 

Für  dasselbe  Massenteilchen  d  M  mit  gleich  bleibendem  Abstand  q 
von  der  Achse  erhält  man  die  Arbeit,  welche  während  der  Zeit  t  ver- 
richtet wird,  wenn  man  die  vorstehende  Gleichung  integriert.  Das 
Integral  ist 


(i)  g(iM.z+c=|(|i) 


2 

•dM, 
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d  s 
worin  C    die  Konstante    der  Integration  und  — —    die   Geschwindigkeit 

des  Teilchens  dM  nach  der  Zeit  t  bezeichnet. 

Für  t  =  0  wird  diese  Geschwindigkeit  =  0,   während  z  übergehe 
in  zo.     Hierfür  gibt  Gleichung  (1) 

gdM-zo  +  C  =  0, 

daher  durch  Subtraktion 

ds^2 


dM. 


(2)  gdM(z-z0)  =  }  ({*-)' 

Hier  sind  nun  z  und  s  durch  die  Variable  (f  auszudrücken.  Man 
erhält 

z  —  zo  =  Q  (cos  <f  —  cos  a) 

und  indem  man  cos  <f  und  cos  a  nach  §  66  in  Reihen  entwickelt  und 
die  Glieder  von  der  vierten  Potenz  der  Bogen  ff  und  «  an  vernach- 
lässigt 

z  —  zo=  -?(«2  —  <f2). 

Da  d  s  =  q  d  (f,  so  geht  für  diese  Werte  Gleichung  (2)  über  in 

g(«2-<?2).pdM  =  (^)%2dM. 

Man  denke  sich  nun  den  Winkel  (f  konstant  und  dehne  das  Massen- 
teilchen d  M  über  die  ganze  Länge  des  Pendels  aus,  so  erhält  man  für 
den  Augenblick,  da  die  Zeit  t  erreicht  ist,  das  Integral 

(3)        g(«2-?2)j?dM=(^yj?2dM- 

Nun   ist  g    der  Abstand    des  Teilchens   dM    von   der  Achse,    also 

pdM  das  statische  Moment  des  Teilchens  und    I  £>  d  M  die  Summe   der 

statischen  Momente  aller  Peudelteile.  Diese  Summe  ist  daher  gleich 
dem  statischen  Moment  der  ganzeu  Masse  M.  Allein  der  Hebelsarm 
dieser  Masse  ist  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  Masse  M    von   der 

Achse.    Er  sei  mit  a  bezeichnet,  so  ist    f  g  d  M  =  a  M.     Ferner  ist    das 

zweite    Integral    I  g2  d  M    nichts     anderes    als     das     Trägheitsmoment 

(§  180)  des  Pendels.  Bezeichnet  man  dasselbe  mit  E,  so  erhält  man 
aus  (3) 

agM(a2-?>2)  =  E00 

und  durch  Sonderung  der  Veränderlichen 

E  dq> 


dt  = 


agM    ]/"a2_y2 
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Hierin  sind  die  Vorzeichen  von  d  t  und  d  (f  entgegengesetzt  ge- 
nommen, weil  beim  Beginn  der  Bewegung  (p  abnimmt,  wenn  t  wächst. 
Die  Integration  gibt 

E  (p 

t  =  — —-  Are  cos     . 
agM  et 

Die  Konstante  der  Integration  ist  weggelassen,  weil  für  t  =  0  auch 
<p  =  a  und  Are  cos  1  =  0  wird. 

Bezeichnet  T   die  Zeit   zu    einer    einfachen  Schwingung,   so  findet 

1  1  w 

man  t=— T  für  <p  =  0,    also  als  Zeit  —  T  für  ArccosO  =  — . 

Daher  ist 


"]/agl 


M 

Nun  sei  die  Länge  des  physischen  Pendels  =  L,  so  ist  L  auch 
die  Länge  eines  einfachen,  mathematischen  Pendels,  das  mit  obigem 
physischen  Pendel  gleiche  Schwiugungszeit  hat;  daher  wird  nach 
§  163  auch 


T 


'Vj 


Setzt  mau  die  beiden  Werte  von  T  einander  gleich,  so  folgt 

I.  Besteht  das  physische  Pendel  aus  einer  prismatischen  Stange  mit 

der  Masse  M    und    der  Lauge  1,    so    wird    a=  — 1    und  E  =  — Ml2 

2  o 

(§  181)  und  daher  nach  (4) 

IL  Das  Pendel  bestehe  aus  einer  dünneu  prismatischen  Stange  und 
einer  am  untern  Ende  derselben  angehängten  Kugel. 

Es  sei  M  die  Masse  der  Kugel,  r  ihr  Halbmesser  und  1  der  Ab- 
stand ihres  Mittelpunktes  von  der  Drehachse;  ferner  sei  m  die  Masse 
der  Stauge  und  es  könne  die  Länge  1  —  r  derselben  mit  1  vertauscht 
werden;  so  hat  man  zunächst  zur  Bestimmung  von  a  folgende  Gleichung 
der  statischen  Momente 

(M-j-  m)a  =  Ml+  * -ml. 

Das  Trägheitsmoment  der  Kugel  für  eine  Achse  durch  ihren  Mittel- 
2 
punkt  ist  nach  §  187  =  — -  Mr2,   also  nach  §  188  für  die  Drehachse 
5 

2  1 

=  —  M  r2  -j-  M  l2  und    da  das  Trägheitsmoment  der  Stange  =  —  m  l2, 
5  o 

so  wird  die  Länge  des  physischen  Pendels  nach  (4) 
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m  + 


[f(-r)2+^ 


-1-M 


384.  Schwingungen  des  Bifilnrmagiietoineters.  Bei  diesem  Apparat, 
der  zum  Messen  magnetischer  und  elektrischer  Kräfte  dient,  wird  der 
horizontale  Magnetstab  an  zwei  langen,  feinen,  weuig  von  einander  ab- 
stehenden Fäden  oder  Drähten  aufgehängt,  welche  symmetrisch  zur 
Vertikalen  liegen,  die  durch  den  Schwerpunkt  des  Magnetstabes  geht. 
Um  diese  Vertikale  dreht  sich  der  Magnetstab  in  kleinen  Schwingungs- 
bogen,  indem  er  sich  abwechselnd  etwas  hebt  und  senkt,  hin  und  her. 
Es  seien  Cc  (Fig.  148)  die  vertikale  Achse, 
d  d'  der  horizontale  Magnetstab  und  D  d,  D'  d'  die 
Aufhängdrähte.  In  der  Ruhelage  befinden  sich 
Drähte  und  Stab  mit  der  Achse  in  einer  Vertikal- 
ebene. In  dieser  Ebene  liege  auch  die  Vertikale  D  f. 
Es  sei 

a  =  cd  =  cd'    der   Abstand    der   untern    Auf- 
hängepunkte von  der  Achse; 
b  =  C  D  =  C  D'  derjenige  der  obern  Aufhänge- 
punkte von  der  Achse; 
L  =  D  d  die  Länge  eines  Drahtes  und 
h  =  D  f  deren  vertikale  Projektion,  so  ist 


Fig. 

148. 

fnmk 

3EHH 

(1) 


L2  =  h24-(b-a)5 


Man  gebe  dem  Magnetstab  eine  grösste 
Drehung;  er  komme  dabei  aus  der  Gleichgewichts- 
lage 0  n  nach  0  q  und  lege  einen  Winkel  a  zu- 
rück. Lässt  man  ihn  los,  so  wird  er  sinken  und 
sich  drehen.  Er  komme  zunächst  aus  der  Lage  0  q  in  die  Lage  Op 
und  bilde  mit  der  Gleichgewichtslage  den  Winkel  <f ;  er  durchlaufe  also 
den  Winkel  «  —  (f. 

Während  dieses  Vorganges  bewegt  sich  der  Punkt  p  in  einer 
Kugelfläche,  deren  Mittelpunkt  in  D  und  in  einer  Cylinderfläche  mit 
der  Achse  Cc  und  dem  Halbmesser  a. 

Man  nehme  nun  drei  rechtwinkelige  Achsen  an,  mit  dem  Ursprung 
in  D.  Die  z  Achse  liege  in  DfE,  die  x  Achse  in  DD',  so  wird  die 
y  Achse  senkrecht  auf  der  Ebene  x  z  stehen.  Befindet  sich  der  Magnet- 
stab in  der  Gleichgewichtslage  On,  so  ist  Df=z,  En  =  x  und  y  =  ü. 
Allein  in  der  Lage  0  p  ist  E  m  =  x,  m  p  =  y  und  z  hat  sich  verkürzt, 
so  dass  die  drei  Koordinaten  der  Kugelfläche  geben 
x2  +  y2  +  z2  =  L2. 

Die  horizontalen  Koordinaten  liefern  folgende  Gleichung  der  ge- 
nannten Cylinderfläche 

y2 -[- (b  -  x)2  =  a2. 
Für   die  Bahn    des  Punktes   p    müssen   die  Werte  von  x,   ebenso 
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von  y  und   z  in  den  beiden  letzten  Gleichungen  gleich  sein.     Eliminiert 
mau  aus  ihueu  y,  so  folgt 

(2)  z2  =  L2  +  b2-a2-2bx. 

Die  Koordinaten  x,  y  in  der  horizontalen  Ebene  siud 

(3)  x  =  b —  acos^;       y  =  asiu</1. 

Führt  man  den  Wert  von  L2  aus  (l)  uud  von  x  aus  (3)  in  (2), 
so  folgt 

(4)  z  =  V  h2  —  2  a  b  (1  —  cos  y). 

Indem  der  Stab  aus  der  Lage  oq  in  die  Lage  op  gelangt,  ver- 
fliesse  eine  Zeit  t.  Man  lasse  t  um  dt  zunehmen,  so  ändern  sich 
<f,  x,  y  und  z  um  ihre  Differeutialieu.  Ihr  Zusammenhang  ergibt  sich 
durch  Differentiation  von  (3)  und  (4).     Man  erhält 

,_>.     ,  .  .  ,         ,  —  a  b  sin  <jf  d  </> 

(5)  dx==asin</>dy ;  d  y  =  a  cos  </>  d  <?;  dz=  -=rp=  

*  y  W-2ab(l-cos?>) 

Nun  sei  M  die  Masse  des  Stabes,  also  nach  §  174,  Formel  (6), 
gM  das  Gewicht  des  Stabes.  Während  der  Zeit  dt  siukt  dasselbe  um 
den  Weg  d  z  und  produziert  eine  Arbeit  (Produkt  aus  Kraft  und  Weg, 
wenn  Richtung  der  Kraft  und  des  Weges  zusammenfallen)  =gMdz. 
Diese  Arbeit  teilt  sich  der  Masse  des  Stabes  mit  und  überwindet  all- 
fällige Widerstände. 

A.    Schwingungen  ohne  Rücksicht  auf  Widerstände. 

Wenn  keiue  Nebenhindernisse  in  Betracht  kommen,  so  wird  die 
Arbeit,  welche  während  der  Periode  des  Sinkens  durch  das  Gewicht 
produziert  wird ,  vollständig  vom  Stab  in  Form  von  lebendiger  Arbeit 
aufgenommen,  aber  auch  während  der  Periode  des  Steigens  verbraucht, 
weil  nunmehr  das  Gewicht  um  ebensoviel  zu  heben  ist,  als  es  ge- 
sunken war. 

Es  sei  dM  ein  Massenelement  des  Stabes  im  Abstand  q  von  der 
Drehachse,  s  der  Bogen,  welchen  dasselbe  durchläuft,  wenn  der  Win- 
kel a  in  <p  übergeht,  v  und  g'  die  Geschwindigkeit  uud  Beschleunigung 
der  Masse  dM  im  Augenblick,  da  die  Zeit  t  eintritt,  so  wird  nach 
§  369  sein 

,_.  ds  ,        d2s 

(6)  V  =  7T;     g="d^' 


Längs  des  Weges  ds  werde  die  Masse  dM  getrieben  durch 
eine  Kraft  k,  die  während  der  Zeit  dt  als  konstant  angesehen  werden 
kann.  Sie  veranlasst  die  Beschleunigung  g'  und  ist  daher  nach  §  174 
=  g'  d  M.     Daher  wird  mit  Benutzung  von  (6) 

Autenheimer,   Eleinentarbuch.  31 
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Nun  seieu  x',  y',  z'  die  Koordinaten  des  Massenpunktes  dM  uach  der 
Zeit  t.    Mau  zerlege  die  Kraft  k  in  die  drei  rechtwinkeligen  Seitenkrätte 

d2\'  dV  d2z 

if-™-  y--dM-  -<;;•"«• 

wo  7/  mit  z  vertauscht  ist,  weil  allen  Punkten  des  schwingenden  Kör- 
pers die  gleiche  vertikale  Bewegung  zukommt. 

Die  erste  dieser  Kräfte  wirkt  längs  des  Weges  dx',  die  zweite 
längs  d  y',  die  dritte  längs  dz.  Es  entstehen  also  in  der  Richtung  der 
drei  Koordinatenachsen  folgende  Arbeiten 

4-4^  d  x'  ■  d  M,       4  2'  d  y'  •  d  M,       4"F  d  z  •  d  M. 
dt^  dt^  dtz 

Ihre  Summe  muss  gleich  sein  der  Arbeit,  welche  das  Gewicht  gdM 
der  Masse  dM  läugs  des  Weges  dz  verrichtet,  also  =  gdM -dz.  Da- 
her wird 

iw   1       rd2x'  ,  ,  1    dV  ,  ,  1    d2z  .  "|,„ 

gdM-dz^^dx'  +  ^-dy'+^dzJdM. 

Diese  Gleichung  gibt  für  das  Massenelemeut  d  M,  wenn  sie  in  Hin- 
sicht t  integriert,  also  weun  dt  als  konstaut  gedacht  wird 

.--.+c-i[(^j+(4f),+(^)>» 

Hier  ist  C  die  Konstaute  der  Integration,  ferner  sind  die  Glieder 
in  den  runden  Klammern  die  Geschwindigkeiten  der  Masse  dM  in  der 
Richtung  der  Kordinateuachsen  und  zwar  nach  der  Zeit  t.  Daher 
wird  die  Gesammtklammergrösse  =  v2  seiu.  Die  letzte  Gleichung 
gibt  daher 

gdM.z-f-C  =  yv2.dM. 

Für  t  =  0  wird  auch  v=0;  dabei  gehe  z  über  in  zo.  Hierfür 
wird  die  letzte  Gleichung 

g  d  M  •  zo  +  C  =  0. 
Daher  durch  Subtraktion 

g(z-zo)dM=  |v2-dM. 

Diese  Gleichung  soll  nuu  auf  alle  Massenelemeute  ausgedehnt 
werden.     Zu  diesem  Zwecke  hat  man 

ds2  =  p2dy2  +  dz2 

2  /  A  „  \  2 


'dM. 
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,]  (p  dz 

In  der  letzten    Gleichung   sind  g  (z  —  zo),  — . —  und  -   -    für   alle 

Puukte  des  schwingenden  Körpers  dieselben.  Wenn  sie  als  Konstante 
abgesondert  werdeu,  so  gibt  die  Integration  für  den  Moment,  da  <f  er- 
reicht ist 

»«('— »/d»-(4f)7''*"+(iT)7d,L 

Allein  es  ist  I  dM  die  Masse  M  uud  I  p2dM  das  Trägheitsmo- 
ment E  (§  180)  des  schwiugendeu  Körpers.  Daher  kann  die  letzte 
Gleichung  wie  folgt  geschrieben  werden 

(7)       2gM,-„=E(^)+M(^y. 

Um  diese  Differentialgleichung  zu  integrieren ,  müssen  z  —  zo  und 
d  z  durch  (f  ausgedrückt  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  setze  man  zunächst  in  (4) 

indem  mau  nur  die  Glieder  der  Reihe  bis  zur  vierten  Potenz  von  <f 
in  Rechnung  bringt,  so  folgt 


|A-0-£) 


aby2 
h2    ' 


Die  Eutwickelung   der  Wurzelgrösse   nach  dem    binomischen  Satze 
gibt  hierfür 

/        ab?2   ,    aby4        a2b2y4 
Z-1V~W"+24l^"  -ThS~ 
Für  </>  =  «  geht  z  in  zo   über;  daher  in  gleicher  Weise 

.  /         ab«2   .    ab«4        a2b2«4 
zo=h    1 — ^-4 


2  h2     '    24  h2  8  h 

Folglich  durch  Subtraktion 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

1         _ab 
12        4  h 
so  wird 

(9)  z  -  zo  =  ~  («2  -  y2)  (1  -  k  «2  -  k  y2). 

Durch  Differentiation  von  (8)  folgt,   indem   man    die    Glieder   von 
</>3  an  vernachlässigt 

(10)  d«— ,b»J» 


s=k, 
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Dieser  Wert  ist  nur  eiu  Annäherungswert  von  dem  in  (5),  allein 
er  macht  die  Durchführung  der  Integration  möglich. 

Setzt  man  nun  die  Werte  von  z  —  zo  und  dz  aus  (9)  und  (10) 
in  (7),  so  folgt 


V 


abgM    dt  h2E    T_ 


hE  ya2_(f2 

*  *       [l-kex2-k9>2]2 


Hierin  sind  für  dt  und  d  </>  entgegengesetzte  Vorzeichen  genom- 
men, weil  beim  Lebergaug  von  «  in  <f  die  Zeit  t  zunimmt,  währeud  (f 
abnimmt. 

Beim  zweiten  Bruche  rechts  bringe  mau  den  Nenner  in  den  Zäh- 
ler mit  dem  Exponenten —  ,  entwickele  nach  dem  binomischen  Satze 

und   vernachlässige  die  Glieder  vou  <f*  und  <f'2«2,  so  gibt  dieser  Bruch 

Daher  mittels  dieses  Wertes  die  Differentialgleichung 

V     hE      dt       |Aa2_y2L     '      2     rV2^     h2E    r  J 
welche  nunmehr  zu  integrieren  ist.     Nach  §  82  hat  man 


/ 


(f2<\(f>  <f  -,/•   ,       m2   |     « 


?-F«^?2"+ 


Are  cos 


]A^2_y2  2  '      2  « 

Daher  gibt  die  Differentialgleichung 

l/abgM    4       /     ,    k«2\  .  y 

I  /        —  •  t  =    H r—  )  Are  cos  — 

P      hE  V   ^    2    ^  « 

+  (2+^2^)Ura   ~*  2  +  ^- Are  cos-} 

Die  Konstante  der  Integration  fällt  weg,  weil  (f  =  a  wird  für  t  =  0. 

Diese  Gleichung  gibt  den  Zusammenhang  zwischen  der  Zeit  t  und 

dem  Schwingungsbogen  </>  an.    Es  sei  nun  T  die  Zeit  zu  einer  Schwingung, 

so  wird  y=0  für  t  =  — T.     Hierfür  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 

,\  ™  r     .      ->f%\    i    a2b2MY|i/~hlT 

<U>  T  =  .[l  +  «  2(Tk+-2hTEjJ|/abgM- 
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Je  kleiner  der  Bogen  a  wird,    um  so  mehr   nähert  sich  T   einem 
Grenzwert  To.     Dieser  wird   erreicht  für  «  =  0;  daher 

~h~E~ 

abgM" 

Es  bezeichne  T,  die  Schwiugungszeit   eines   einfachen  Pendels  von 
der  Länge  h,  so  ist  für  sehr  kleine  Schwinguugsbogen  nach  §  163 

daher  der  Zusammenhang 


(12)  T°  =  *j/; 


Y    a  b  M 


E 
Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass  die  Grösse      ,        eine    Verhältnis- 

ab  M 
zahl  sein  muss,  was  auch  am  folgeudeu  Beispiel  ersehen  werden  kann. 
Der   schwingende   Körper    sei    prismatisch    von    der   Länge  1   und 

der  Masse  M,  so  ist  sein  Trägheitsmoment  =jx  Ml2  (§  181);    daher 

das  Verhältnis 

E       _  1  _P 
abM~~  l2ab' 

Wenn  z.  B.  a  =  6;  b  =  8  und  1  =  48  Millimeter,  so  wird  dieser 
Bruch  =4;  daher  To  =  2  T,.  Dieser  Apparat  schwingt  also  zweimal 
laugsamer  als  ein  einfaches  Pendel  von  der  Fadenläuge  h. 

Die  Gleichung  (12)  kann  auch  wie  folgt  abgeleitet  werden.  In 
Gleichung  (7)  ist  der  Weg  dz  in  vertikaler  Richtung  sehr  kleiu  gegen- 
über dem  Weg  <\<p  in  drehender  Richtung.  Vernachlässigt  man  daher 
das  letzte  Glied  dieser  Gleichung,  so  folgt  unter  Benützung  des  An- 
näherungswertes von  z  —  zo  aus  (9) 

dt2 
und 

dt=  d?         ] /  hE 

welche  Gleichung   durch    Integration   sofort   den    Wert  von  To    in   (12) 
liefert. 

B.    Schwingungen  mit  Berücksichtigung  des  Luftwider- 
standes. 

Die  Arbeit,  welche  das  Gewicht  des  schwingenden  Körpers  beim 
Sinken  verrichtet,  wird  zum  Teil  auf  die  Ueberwindung  der  Neben- 
hinderuisse  verwendet.     Unter  diesen  steht  der  Luftwiderstand  oben  an ; 

dy 

er  sei  der  Geschwindigkeit  der  Drehbewegung  proportional.     Zu- 


(13)  ^V-<?2)  =  E   , 
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gleich  werde  vorausgesetzt,  es  könne  dz  gegen  dy  vernachlässigt    wer- 
den, wie  dies  bei  Ableitung  der  Gleichung  (13)  geschehen. 
Durch  Differentiation  von  (13)  erhält  man 
d2<f  abgM 


,1t- 


hE 


'/ 


eine  Gleichung  für  die  Beschleunigung,  in  welcher  das  Glied  noch  fehlt, 
das    den    Einfluss    des   Luftwiderstandes    darstellt.       Es    sei    dasselbe 

2  n  — —     wo  n  eine  Konstante  bezeichnet,  so  geht  die  letzte  Gleichung 
dt 

über  in 


ä2<f 


—4? 


(14) 


dt2 
Man  setze  zur  Abkürzung 

abgM 
hE 


bgM 

hE 


<P- 


so  ist  die  zu  integrierende  Gleichung  der  Bewegung 


(15) 


d2?> 


dt5 


2  u 


dt 


r2^  =  0. 


Diese   Gleichung  stimmt    mit    der  in  §  352    unter    I.    behandelten 
übereiu.     Man  setze  daher 


wo    c    und   m    Konstante    bezeichnen,     so    wird 


dt 


und 


daher   durch    Einsetzen    dieser    Werte    in  (15)   die 


gegenüber    r2    sehr 


's?— •"' 

Gleichung 

m2  -\-  2  n  m  -j-  r2  =  0, 
welche  für  m  folgende  Wurzel  werte  liefert 

m^-n  +  f^-^r2. 

Nun  ist  n,    vom    Luftwiderstand    herrührend 
klein,  daher  u2  —  r2  negativ.     Man  setze 

(16)  u2-r2  =  -r, 
so  werden  die  beiden  Werte  von  m  sein 

—  n-\-yV— "l      nnd      —  n  —  yV—1. 
Itaher   wird   nach  (6)  des  §  352  das  Integral  von  (15)  sein 

(17)  ff  =e-nt  (ÜW  sin  y  t  +  9l  cos  y  t), 

worin  2D?   und  W    konstante   Grössen    bezeichnen,    welche    noch    zu 
stimmen  sind. 
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Für  t  =  0  wird  <p  =  a.     Hierfür  gibt  die  Gleichung  9?  =  a.     Uni 
2ft  zu  bestimmen,  differentiiere  mau  (17).     Das  Differential  ist 

— —  =  —  ne_ut  (90?  sin  yt  -f-  «  cos  yt)  -j-e_nt  (y^Jl  cos  «t  —  «  y  sin  yt), 
d  t 

woraus  sich  für  t  =  0  ergibt 

0=-naJrr<$fl;      2H  =  — . 

Setzt   man   diese  Werte    von  9ft  und  9?   in  (17),    so  entstellt  die 
gesuchte  Gleichung 

(18)  (f  = — e_nt  (n  sin  y  t -}- y  cos  yt). 

Für  n  =  0  fällt  der  Einfluss    des  Luftwiderstandes    weg.     In   die- 
sem Fall  wird  nach  (14)  und  (16) 

i/abgM 
und   daher  der  Wert  von  <p  nach  (18) 

welche  Gleichung  auch  wie  folgt  geschrieben  werden  kann 

V   abgN 

T 
Setzt  man  hierin  <f  =  0,  so  wird  t  zu   -  -,  d.  h.  zur  halben  Schwiu- 

gungszeit  und  der  Bogen  rechts  zu  -  -.     Daher  die  Schwingungszeit 


gM 


t  =  1/  — — —  Are  cos  — 


V  abgM 


Dieser  Wert  von  T  stimmt  mit  Tn  in  (12),  aber  auch  mit  T  in 
(11)  überein,  wenn  daselbst  wie  hier  der  Bogen  «  sehr  klein  voraus- 
gesetzt wird. 

Um  die  Schwingungszeit  für  die  Beweguug  in  der  Luft  zu  be- 
stimmen, differentiiere  man  (18)  und  beachte  die  Relation  (16),  so 
kommt  als  Geschwindigkeit 

AtP  VT*      -nt    ■  * 

— —  = e    " l  siu  v  t. 

d  t  y 

Nun  muss  die  Geschwindigkeit  am  Anfang  und  Ende  einer  jeden 
Schwingung  =  0  sein,  eiue  Bedingung,  welche  erfüllt  wird  durch,  die 
letzte  Gleichung  für  sinyt=0.  Also  muss  der  Bogen  yt  für  den 
Beginn  der  Bewegung  =0  sein:  für  das  Ende  der  ersten  Schwiuguug 
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=  7r,  der  zweiten  =2ir,  der  dritten  =  3  tt,  . .  Aus  yt  =  7r,  ^t  = 
2  7r, . .  folgt  aber,  dass  die  Zeit  zu  zwei  Schwiuguugeu  zweimal,  zu 
drei  Schwiuguugeu  dreimal  grösser  ist  als  zu  eiuer  Schwingung,  d.  h. 
es  ist  die  Schwiuguugszeit  koustaut.  Bezeichuet  mau  sie  mit  T„,  so 
folgt  aus  y  t-  =  7r 

Nun  setze  man 

n      abgM         .  2        D 

D  =  — ,     also     r.  =  __ 

Ferner  schreibe  mau  u2  =  -=-, 

Mi 

so  folgt  als  Wert  der  Schwiuguugszeit 


l/       E       . 
K    D-D/ 


Ohne   Rücksicht    auf    deu    Luftwiderstand    ist   D,  =  0,    also    die 
Schwiuguugszeit  wie  Dach  (12) 


To 


i/o 


Daraus  folgt,  dass  T„  >•  T,  d.  h.  dass  der  Apparat  in  der  Luft 
langsamer  schwingt  als  im  leeren  Raum. 

Die  Schwiugungsbogeu  nehmen  in  ähnlicher  Weise  ab  wie  dieje- 
nigen des  gewöhnlichen  Pendels.  Es  sei  in  dieser  Beziehung  auf  S.  475 
verwiesen. 


XIII.   Aufgaben  über  die  Zentrall) ewegung. 

385.   Differentialgleichungen  der  Bewegung  durch  Zentralkräfte.    Im 

leereu  Raum  erhalte  eiu  materieller  Punkt  durch  einen  Stoss  eine  Be- 
wegung. Nach  Beeudiguug  dieses  Stosses  wird  sich  der  Punkt  gerad- 
linig und  gleichförmig  fortbewegen.  Ausserhalb  dieser  geraden  Bahn 
habe  eine  Kraft  ihren  festen  Sitz  und  wirke  von  dem  Augenblick  an, 
wo  jener  Stoss  aufhört,  kontinuierlich  auf  jeneu  materiellen  Puukt. 
Dadurch  wird  der  Punkt  aus  seiuer  geraden  Richtung  abgelenkt  und 
eine  Kurve  beschreiben,  welche  iu  einer  Ebene  liegt,  die  durch  die 
ursprüngliche  Richtung  der  Bewegung  und  durch  den  Sitz  der  anziehen- 
den Kraft  geht.  Diese  Kraft  heisst  Zentral  kraft,  ihr  Sitz  Mittel- 
punkt der  Bewegung  und  die  Bewegung  im  allgemeinen  Zentral- 
bewegung. 

Der  Mittelpunkt  der  Bewegung  sei  A  (Fig.  149).  Man  lege  durch 
ihn  in  der  Ebene  der  Bahn  CD  zwei  rechtwinkelige  Achsen  Ax,  Ay 
und  bezeichne  mit 
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x,  y  die  Koordinaten  AB,BC  eines  Kurvenpunktes  C, 
s  den  Bogen  DC   der  Bahn,     welche    in   der    Zeit  t 

von  D  aus  durchlaufen  wird, 
v  die  Geschwindigkeit  nach  der  Zeit  t, 
r  den  Abstand   (Radius  vector,  Leitstrahl)  des  Punk- 
tes C  vom  Mittelpunkt  und 
g  die  Beschleunigung,    welche    die  Zentralkraft  dem 
Beweglichen   nach    der    Zeit   t   in    der   Richtung 
des  Leitstrahls  AC  beibringt. 

Man  zerlege  diese  Beschleunigung  in   zwei   Seitenbeschleunigungen 

x  v 

g—  undg— ,  wovon  die  erstere   parallel  zu  Ax,    die   letztere    parallel 

zu  Ay  liegt,  so  wird  sein,    wenn  man   diese  Beschleunigungen  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  zu  den  positiven  Achsen  voraussetzt 

,  .  d2x  x         d2v  y 


dt2 


dt2 


Erstes  Keppler'sches  Gesetz.  Man  multipliziere  die  erste 
dieser  Gleichungen  mit  y,  die  zweite  mit  x  und  ziehe  sie  von  einander 
ab,  so  folgt 

Der  Zähler  dieses  Ausdruckes  ist  das  Differential  von  xdy  —  ydx; 
multipliziert  man  daher  (2)  mit  der  Konstanten  dt  und  integriert,  so 
erhalt  man 

(3)  idy-ydx 

d  t 

worin  c  die  Konstante  der  Integration  bezeichnet.     Um  die  Bedeutung 
dieser  Formel  zu  erkennen,  setze  man 

(4)  x  =  r  cos  </>,     y  =  r  sin  </>, 
so  folgt  durch  Differentiation 

cos  (f  d  r  —  r  sin  q>  d  <f, 

sin  (f  d  r  -f-  r  cos  (f  d  <f . 

Führt  man  diese  Werte  von  x,  y,  d  x,  d  y  in  (3),  so  kommt 

(6)  r2dy  =  cdt. 

Nun  sei  der  Sektor  DAC,  welcher  in  der  Zeit  t  vom  Leitstrahl 
beschrieben  wird,  =  F.  Dreht  sich  der  Leitstrahl  in  dem  Zeitelement  d  t 
um  den  Winkel  d</>  aus  der  Lage  A 0  in  die  Lage  Am,  so  ist  die 
Fläche  CAm  gleich  (nach  §  299) 


(5) 


f   dx 
I    dy: 


dF: 


-  r2  d  (f. 


Mithin  wird  dF  mit  Rücksicht  auf  Formel  (6)    zu 


d  F  =  —  c  d  t. 

2 
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Durch  Integration  dieser  Formel  erhält  man 

(7)  F  =  Yct' 

wobei  die  Konstante  der  Integration  weggelassen  ist,  weil  t  und  F 
gleichzeitig  verschwinden. 

Aus  (7)  folgt,  dass  bei  jeder  Zentralbewegung  die  vom 
Leitstrahl  beschriebene  Fläche  der  darauf  verwendeten 
Zeit  proportional  ist.  Keppler  hat  dieses  Gesetz  (durch  Be- 
obachtung der  Bewegung  der  Planeten  um  die  Sonne)  für  das  Planeten- 
system zuerst  ausgesprochen. 

Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit.  Man  multipliziere  die 
erste  der  Gleichungen  (1)  mit  dx,  die  zweite  mit  dy  und  addiere 
sie,  so  kommt 

(g)  d,d',+d,,Py  =  _A(iJx  +  yJy)- 

Hierin  ist  der  Zähler  links  das  Differential  von 
|(dx2  +  dy2) 
und  die  Grösse  xdx-(-ydy  rechts  das  Differential  von 

j(>2  +  y2)  =  |r*. 

Deshalb  geht  die  Formel  (8)  über  in 

•21     ,1  v2> 


(^)—  f'«- 


Nun  ist  aber  d  (r2)  =  2  r  d  r ,  also  wird  die  rechte  Seite  dieser 
Gleichung  zu  —  2  g  d  r.  Führt  man  diesen  Wert  ein  und  integriert, 
wobei  g  als  veränderlich  zu  betrachten  ist,  so  kommt 

Hierin    bezeichnet  A    die    Integrationskonstante.      Da   d  x2  -j-  d  v2 

ds 
=  ds2  und  die  Geschwindigkeit  v==~rr  ist>  s0  erhält  man  aus  (9) 

(10)  v2  =  A-2fgdr. 

Vermittelst  dieser  Formel  kann  die  Geschwindigkeit  des  Beweg- 
lichen bestimmt  werden,  wenn  g  in  Funktion   von  r  gegeben  ist. 

Allgemeiner  Zusammenhang  zwischen  dem  Gesetz  der 
Kraft  und  dem  der  Bahn.  Führt  man  die  Werte  vou  dx,  dy  uns 
(5)  in  (9),  so  folgt 

r2d«>24-dr2  (* 

(U)  -^T—  =A-2/gd, 
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Eliminiert  mau  dt  aus  (6)  und  (11),  so  wird 
(12)  £  +  £g=A-2/gd, 

Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  erhält  man 

2  c2   ,      ,    .  /c2dr2\ 
--7a-dr  +  d^d-^J=-2gdr, 


woraus  folgt 
(13) 

Allein  es  ist 


__?_          c         /    dr    V 
g—   r3         2dr     \r2d(f)  * 

/    dr    \2_0     dr        /    dr    \ 


und  indem  mau  <f  als  unabhängig  Veränderliche,  also  d  <f  als  konstaut 
betrachtet 

d  Cw) = "dV d  (4r)  -  -  -w d2  (t) 

Setzt  man  diese  Werte  in  (13),  so  wird 

Die  Beschleunigung  g  ist  aber  der  Zentrifugalkraft  proportional. 
Folglich  kann  vermittelst  der  Gleichung  (14)  das  Gesetz,  nach  wel- 
chem die  Zentralkraft  wirkt,  abgeleitet  werden,  wenn  r  in  Funktion 
von  (f  ausgedrückt,  d.  h.  wenn  die  Gleichung  der  Bahn  bekannt  ist. 
Umgekehrt  kann  aber  auch  aus  dieser  Formel  die  Gleichung  der  Kurve 
abgeleitet  werden,  wenn  man  das  Gesetz  der  Kraft  kennt.  Die  folgen- 
den Aufgaben  werden  die  Anwendung  der  Formel  (14)  zeigen.  Zuerst 
nehmen  wir  die  Bahn  als  gegeben  an  und  suchen  die  Wirkungsweise 
der  Kraft. 

386.  Bei  einer  Zeutralbewegung  sei  die  Kahn  des  Beweglichen  eine 
gerade  Linie,  flau  soll  das  Gesetz  der  Zentralkraft  sucheu.  Diese 
Gerade  sei  CD  (Fig.  150),  der  Pol  A  der  Mittelpunkt  der  Anziehung, 
der  Leitstrahl  A  D  =  r ;  er  bilde  mit  der  festen  Richtung  A  C  den 
Winkel  <f.  Die  Gerade  schneide  auf  dieser  Richtung  ein  Stück  AC  =  a 
ab  und  bilde  mit  a  den  Winkel  a,  so  ist 

AC:AD  =  sinADC:sinACD, 

a :  r  =  sin  («  -|-  <f:)  :  sin  a, 
asin  a 
sin  (a  -|-  <p)' 

Diese  letzte  Formel  ist  die  Polargleichung  der  geraden  Linie.  Wir 
betrachten  in  ihr  a  und  a  als  konstaut,  r  und  (f  als  veränderlich,  so 
erhält  man  durch  Differentiation 
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\  r  y  asiiiß  \  r  /  a  siu « 

Setzt  mau  diesen  Wert  von  d2  (  —  )  iu  Formel  (14)  des  §  385, 
so  folgt 

c2  fl  sin(«-ry)l=a 
r2   Li'  a  sin  a      J 

Aus  g  =  0  folgt  aber,  dass  ein  Körper  sich  nur  dann  in  einer 
geraden  Linie  bewegen  kann,  wenn  ausserhalb  dieser  Geraden  keine 
Kraft  auf  den  Körper  wirkt. 

387.  Es  bewege  sieb  ein  materieller  Punkt  infolge  einer  Zeutral- 
kraft  iu  einem  Kreise,      flau    soll  das   Gesetz    dieser   Kraft  bestimmen. 

Hier  ist  der  Leitstrahl  r  konstant,  also  d  f  —  j  =  0.     Hierfür  geht  die 

Formel  (14)  des  §  385  über  in 

(1)  «=°3- 

Mithin  ist  die  Zentralkraft  verkehrt  proportional  der  dritten  Po- 
teuz  des  Halbmessers  der  Bahn. 

Aus  der  Formel  (10)  des  §  385  folgt,  da  r  konstant,  also  dr  =  0  ist 
v2  =  A. 

Da  aber  A  eine  Konstante  ist,  so  wird  auch  die  Geschwindig- 
keit v  konstaut.     Also  ist  die  Kreisbewegung  gleichförmig. 

Es  bezeiebue  T  die  Zeit  zu  einem  Umlaufe ,  so  ist  der  Weg  des 
Beweglichen  iu  dieser  Zeit 

Tv  =  2rir. 

Setzt  man  T  für  t  in  Formel  (7)  des  §  385,  so  wird  F  zur  Kreis- 
fläche r2  7r ;  folglich  gibt  diese  Formel 

r^=icT. 

Eliminiert  mau  T  aus  den  beiden  letzten  Formeln,  so  erhält  man 
den  Wert  der  Koustauten  c  =  r  v.      Führt  mau   diesen    Wert  von  c  in 

(1)  ein,  so  kommt 

v2 

(2)  g  =  — • 

Mithin  ist  bei  einer  Kreisbewegung  die  Zentralkraft  direkt  pro- 
portional dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  und  verkehrt  proportional 
dem  Radius  der  Bahu. 

Es  werde  ein  Körper  iu  horizontaler  Richtung  auf  der  Erdober- 
fläche abgeworfen.  Vermöge  der  Anziehungskraft  der  Erde  wird  er 
aus  der  aufänglichen  Richtung  abgelenkt.  Je  nach  der  Geschwindig- 
keit, welche  ihm  durch  die  Wurfkraft  erteilt  wurde,  wird  er  zur  Erde 
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fallen   oder  sich    in   einem    Kreise   uro  die   Erde   herum    bewegeu    oder 
sieh  von  der  Erde  entfernen. 

Nun  ist  die  durch  die  Anziehungskraft  der  Erde  bewirkte  Be- 
schleunigung 

g  =  9,808  Met. 
und  der  Halbmesser  der  Erde  annähernd 

r  =  6365000  Met. 

Damit  also  der  Körper  sich  in  einem  Kreise  um  die  Erde  be- 
wege, muss  nach  Formel  (2)   seine  Geschwindigkeit   per   Sekunde   sein 

v  =  ]/~gr  =  )/~9,808  •  6365000  =  7902  Met. 

Wird  der  Körper  mit  einer  kleinem  Geschwindigkeit  als  7902  Met. 
abgeworfen,  so  fällt  er  zur  Erde.  Diese  Geschwindigkeit  ist  nahe 
17  mal  grösser  als  die  Rotatiousgeschwiudigkeit  der  Erde  unter  dem 
Aequator. 

388.  Ein  materieller  Puukt  bewege  sich  in  einem  Regelschnitt  in- 
folge einer  Zeiitralkraft,  welche  ihren  Sitz  in  einem  Brennpunkt  der 
Kurve  hat.  'lau  soll  das  Gesetz  der  Kraft  bestimmen.  Die  Gleichung 
der  Kegelschnitte  in  Polarkoordinaten  ist  nach  §  298,  (Formel  (6) 

'^  r  =  1  -j-  e  cos  <f  ' 

worin  bezeichnet:  p  den  halben  Parameter,  e  das  Verhältnis  des  Ab- 
staudes  der  Brennpunkte  zum  Abstand  der  beiden  Scheitel  und  <f  deu 
Winkel,  deu  der  Leitstrahl  r  mit  dem  Teil  der  grossen  Achse  bildet, 
welcher  vom  Zentrum  der  Bewegung  nach  dem  nächsten  Scheitel  führt. 
Diese  Gleichung  drückt  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  aus, 
je  nachdem 

e<l,  e=l,  e>l. 
Aus  (1)  folgt 

1  _  1  -(-  e  cos  (f 
r  ~  p 

/1\_  —  esiuydy       Ai(i\_  —  ecosydy2 

Setzt  man  diesen  Wert  in  Formel  (14)  des  §  385,  so  erhält  man 
c2  f  1         e  cos  <f  ~| 

s=^L7 — r~i 

oder  indem  man   obigen  Wert  von  —    einführt 

c2 

Bei  der  Bewegung  in  einem  Kegelschnitt  muss  somit  die  Zeutral- 
kraft  dem  Quadrat  des  Leitstrahls   verkehrt  proportional  sein.      Wenn 
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der  Kegelschnitt  zu  einem  Kreise  wird,  so  ist  p  =  r;  also  geht  in  die- 
sem Falle  die  Formel  (2)  über  in  Formel  (1)  des  §  387. 

Keppler  hat  zuerst  durch  Beobachtung  gezeigt,  dass  die  Plane- 
tenbahnen Ellipsen  sind,  in  deren  einem  ßreuupiiukt  sich  die  Sonne 
befindet  und  Newton  zeigte,  gestützt  auf  dieses  sogenannte  zweite 
Keppler 'sehe  Gesetz,  dass  die  Sonne  die  Planeten  im  umgekehrten 
Verhältnis  der  Quadrate  der  Entfernungen  anziehe. 

389.  Nie  Zentralkraft  sei  verkehrt  proportional  dem  Quadrate  des 
Leitstrahls.  Hau  soll  die  Gleichung  der  Hahn  und  die  Itewegiiiigsrer- 
haltnisse  ableiten.  Diese  Zentralkraft  briuge  demselben  materiellen 
Puukte  in  den  Entfernungen  r,  r'  die  Beschleunigungen  g,  g'  in  der 
Richtung  der  Leitstrahlen  bei,  so  wird  der  Voraussetzung  nach   sein 


g:g'  = 

1        1 

Z   r2":    r/2 

? 

g  = 

gV2 
r2    ' 

Man   setze 

S 

r/2  =  k 

,    so  er 

mit   man 

als   Ausdruck 

für 

die 

Be- 

schleuuigung 

(1) 

g  = 

k 

~  r2 ' 

Hierfür  wi 

d 

(2) 

Jgdr 

-/£ 

dr=  — 

k  ^ 

worin  n   die   Konstante   der  Integration   sein   soll.      Setzt  man   diesen 
Wert  von   I  gdr  in  Formel  (12)  des  §  385,  so  folgt 


(3) 

c2 

4- 

c2dr2                 fl 

n  + 

2k 
r 

r2  + 

r4dy2 

Mau  setze  hierin 

(4) 

A 

-2n  =  0;      r  = 

1 

so  wird  zunächst 

,                dp 

und 

somit  Gleichung  (3), 

indem  man  sie 

lach 

d<f 

auflöst 

(5) 

i\(f 

±cdp 

K/»  +  2k?- 

-  c2p 

2 

k2         k2 
Man  bringe  unter   das  Wurzelzeichen  die  Grösse    —^ %- 

ergibt  sich 

±cd9 


&9 


K'+^-O»-^ 
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Setzt 

mau 

noch  zui 

•  Abkürzung 

(6) 

ß  + 

k2 

c2 

r2;    cq  — 

so  erhält 

man 

(7) 

6<p 

±du 

Denken  wir  uns  <f  und  r  gleichzeitig  wachsend,  so  werden  q  und 
u  abnehmen.  Also  müssen  in  diesem  Falle  d<f'  und  du  entgegenge- 
setzte Zeichen  haben.  Nun  gibt  die  Integration  von  (7)  für  das  untere 
der  beiden  Vorzeichen 

u 
(f  —  (f  =  Are  cos  — , 

Y 
worin  —  <f''  die  Konstante  der  Integration  bezeichnet.     Geht  man  vom 
Bogen  zum  Cosinus  über,  so  wird 

(8)  —  =  cos(?>-<jP'). 

Aendern  sich  <f  und  r  in  entgegengesetztem  Sinne,  so  erhalten  d  <f 
und  du  gleiche  Zeicheu.     Statt  (7)  kann  mau  in  diesem  Falle  schreiben 

-du 

woraus  durch  Integration,  indem  mau  die  Konstauten  mit  <p"  bezeichnet 

—  *f '  +  H    =  Are  cos  —      oder 

r 

(9)  -  =  cos  (-  <f  +  <p")  =  cos  (y  -  <p"). 

Setzt  man  u  =  y,  so  erhält  man  aus  (8)  und  (9)  (f  =  <f'  =  <f'\ 
und  aus  (6) 

k  +  "K/*c24-k2 

?  = 2 • 

Dieser  Wert  von  o  ist  ein  Maximum,  wie  aus  (5)  folgt,  wenn 
man  —  -=0  setzt;  also  ist  der  entsprechende  Wert  von  r  ein  Mini- 
mum.    Dieser  kleinste  Leitstrahl  ro   ist  somit 


k  +  V>c2-fk2 

Zählt  man   nun    den   Winkel  (f  —  ip'  =  \p    von    diesem    Leitstrahl 
aus,  so  erhält  man  aus  (8)  und  (9)  zugleich 

u  =  y  cos  V 

oder  indem  man  die  Werte  von  y  und  u  aus  (6)  einführt 
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Iso  auch ,    wenn  man  wieder  q  =  —  setzt  und  nach  r  auflöst 


k  [1  +  1/1  +  -^  cos  V 

Der  Einfachheit  wegen  schreibe  man 

c2  8  c2 

(10)  ^-  =  p;     l+-*£-  =  e«, 


(11) 


l-[-ecos  i/>' 


Dies  ist  die  Polargleichung  eiues  Kegelschnittes  (§  388),  deren 
Pol  iu  einem  Brennpunkte  liegt;  der  halbe  Parameter  desselben  ist 
=  p,  das  Verhältnis  zwischen  dem  Abstand  beider  Brennpunkte  und 
dem  Abstand  beider  Scheitel  =  e  und  der  Winkel  zwischen  dem  Ra- 
diusvektor r  uud  seinem  kleinsteu  Wert  ro  =  xp. 

Diese  Gleichung  gibt  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nach- 
dem e  kleiner,  gleich  oder  grösser  als  die  Einheit  ist.  Allein  iu  der 
Relation  (10) 

(12)  l+4£  =  e2 


ist  die  Grösse      2   immer   positiv.      Also    wird    der  Ausdruck    links  in 

(12)  kleiner,  gleich  oder  grösser  als  die  Einheit,  je  nachdem  ß   nega- 
tiv, gleich  Null  oder  positiv  ist.     Es  entsteht  somit 

eine  Ellipse,  wenn  e<^l,  also  ß  negativ, 
eine  Parabel,     „      e  =  l,     „     0  =  0, 
eine  Hyperbel,  „      e^>l,     „     ß  positiv. 

Für  die  Parabel  hat  man  als  halben  Parameter,  nach  (10)  und  (11) 
c2 

Folglich   die   Gleichung   der   Parabel    für    den   Scheitel    in    recht- 
winkeligen Koordinaten 

,        2c2 

>'  =-iTs- 

Es  seien  a,  b  die  halbe  grosse  und  halbe  kleine  Achse  der  Ellipse 
und  Hyperbel,  so  folgt  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten 

b2  „        a2  -  b2 

p  = ;      el  = 5 • 

r         a  a2 
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Somit  geben  die  Formeln  (10) 


Aus  diesen  beiden  Formelu  findet  man 

k  r2 

(U)  .-    -|,    b*  =    -T. 

Für  die  Ellipse  ist  /S  negativ,  also  b2  positiv;  für  die  Hyperbel 
ist  ß  positiv,  also  b2  negativ,  wie  es  sein  soll. 

Die  Bedeutung  der  Konstanten  ß  ergibt  sich  wie  folgt.  Die  Glei- 
chung (10)  des  §  385  gibt,  wenn  mau  den  Wert  von  I  gdr  aus  (2) 
einführt 

(15)  v2  =  A-2n-f~. 

Nun  bezeichne  V  die  anfängliche  Geschwindigkeit,  welche  dem 
Beweglichen  durch  einen  Stoss  im  Raum  beigebracht  wurde  und  R  den 
entsprechenden  Leitstrahl,  so  folgt  aus  der  letzteu  Gleichung 

V2  =  A-2n-f-^. 

Also  auch,   wenn  mau  nach  (4)  A  —  2  n  durch  ß  ersetzt 

(16)  <*  =  V2-1P 

Nun  entsteht  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  weuu  ß  nega- 
tiv, null  oder  positiv  ist.     Es  wird  daher  die  Bahn 

eine  Ellipse,    wenn  V2  <^         , 

eine  Parabel,     „      V2  =  — — , 
K 

2  k 
eine  Hyperbel,  „       V2  ^>  -5—. 

Somit  entscheidet  die  Geschwindigkeit  V ,  welche  dem  Beweg- 
lichen durch  deu  Stoss  anfänglich  erteilt  wird,  über  die  Art  des  Kegel- 
schnittes. 

2k 
Wenn    V2    gerade   gleich    ist   dem    Werte  -zr- ,    so    entsteht   eine 

R 

Parabel.  Lässt  man  von  diesem  Werte  an  V2  stetig  abnehmen  bis 
Null  oder  stetig  zunehmen  bis  uueudlich,  so  entstehen  unendlich  viele 
elliptische  oder  hyperbolische  Bahnen.  Mau  kann  daher  uueudlich  viel 
gegeu  1  wetten,  dass  materielle  Punkte  im  Raum,  welche  sich  infolge 
der  Gravitation  bewegen,  eher  elliptische  oder  hyperbolische  als  para- 
bolische Bahnen  haben. 

Aute  11  heimer,   Elementarbuch.  32 
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Addiert    mau    (16)    zu   (15),    so   folgt    zur    Bestimmung    der   Ge- 
schwindigkeit 


(17)  v2  =  V2  +  2k 


Q-!> 


Setzt  man  den  Wert  von  ß  =  A  —  2n  aus  (14)  in  (15),  so  kommt 

(18)  v2  =  kf--   ' 

\  r        a 

Nun  werde  die  elliptische  Bahn  zu  einem  Kreise  vom  Halbmesser  R, 
so  wird  in  der  letzten  Formel  r  =  a  =  R.  Bezeichnet  man  den  korre- 
spondierenden Wert  von  v  mit  V„  so  folgt  aus  (18) 

V  2  = 

R" 

Dieser  Wert  von  V,2    ist  zweimal    kleiner   als    derjenige  von    V2, 

welcher   dne   Parabel    zur   Folge    hat.       Lässt   mau    daher  V,  wachsen 

bis  V|^2  und  abnehmen  bis  auf  Null,  so  erhält  man  zwei  Gruppen 
von  elliptischen  Bahnen,  zwischen  denen  der  Kreis  liegt. 

390.  Anwendung  auf  die  Bewegung  der  Himmelskörper.  Es  seien 
M,  m  die  Massen  der  Sonne  und  eines  Planeten.  Diese  Körper  ziehen 
sich  an,  wie  wenn  ihre  Massen  in  ihren  Mittelpunkten  vereinigt  wären. 
Die  Entfernung  dieser  Mittelpunkte  sei  r.  Ferner  bezeichne  f  die  An- 
ziehung zweier  Masseueiuheiteu    in  der  Eutfernung  1    von  einander,    so 

ist  uacli  dem  New  ton' sehen  Gesetze  der  Gravitation  f — ^—    die   Au- 

M 
ziehungskraft  der  Sonne  und  des  Planeten;  folglich  f    2     die  Beschleu- 
nigung,   welche  die  Sonne  jeder   Masseneiuheit   des   Planeten  und  f— % 

die  Beschleunigung,  welche  der  Planet  jeder  Masseneiuheit  der  Sonne 
in  der  Richtung  des  Abstaudes  r  erteilt  (§  174).  Deukt  man  sich  die 
Sonne  ruhend,  so  nimmt  der  Planet  iu  der  Richtung  von  r  die  Summe 
dieser  Beschleunigungen  au,  so  dass  seine  Beschleunigung  sein  wird 

M-f  m 

,.,       • 

Setzt  man  diesen  Wert  gleich  der  Grösse  g  in  der  Formel  (1) 
des  §  389 

k 
g=r2' 
so  folgt  als  Wert  der  Konstanten 
(1)  k  =  f(M  +  m). 

Setzt  man  diesen  Wert  von  k  in  die  Formeln  des  §  389 ,  so 
erhält  man  die  Elemente  der  Bahn  und  der  Bewegung  des  Planeten 
mit  Rücksicht  auf  die  Massen.  Da  aber  die  Bahnen  der  Planeten 
geschlossene  Kurven,    also   Ellipsen  sind,    so  soll    hier   nur   noch    für 


—     499     — 

diese  Bahnen  die  Zeit  znm  Durchlaufen  irgend  eines  Bahnteiles  ermit- 
telt werdeu. 

Mau  eliminiere  aus  deu  Gleichungen  (3)  des  §  389  und  (6)  des 
§  385: 

c2     ,      c2dr2  2k 

7,+7W-  =  A-2n  +  — , 

r2dy  =  cdt 

die  Grösse  d</>,  so  folgt,  wenn  mau  A  —  2n  =  |Ü  setzt  und  nach  dt 
auflöst 

(2)  dt=  ±rdr     =. 

|/ßr2  +  2kr-c2 

Den  Scheitel  der  Ellipse,  für  welchen  r  ein  Minimum  ist,  nennt 
mau  Perihel,  den  andern  Aphel.     Mau  zähle  die  Zeit  t  vom  Perihel  aus. 

Bewegt  sich  der  Planet  von  diesem  Scheitel  zum  Aphel,  so  wächst 
r  mit  t  und  es  ist  somit  für  diese  Bewegung  das  obere  Zeichen  in  (2) 
zu  nehmen. 

Für  die  Ellipse  liegt  r  immer  zwischen  den  beiden  Stücken ,  in 
welche  die  grosse  Achse  vou  einem  Brennpunkt  geteilt  wird,  also  zwi- 
schen deu  Werten  a(l  —  e)  und  a(l-j-e);  mau  kann  daher  setzeu 

(3)  r  =  a(l  —  ecosu), 

worin  a  die  halbe  grosse  Achse,  e  das  Verhältnis  zwischen  dem  Ab- 
staud  der  Breuupunkte  uud  dem  der  Scheitel  uud  u  eine  Variable  be- 
zeichnet.    Hieraus  folgt 

(4)  dr  =  aesinudu. 

Setzt  mau  noch  nach  den  Formeln  (14)  und  (12)  des  §  389 

ß  =  —  —  ,     c2  =  ak(l-e2), 

so  erhält  man  durch  Verwendung  von  (3)  und  (4) 
r  d  r  =  a2  e  (1  —  e  cos  u)  sin  u  d  u, 


indem  man  zunächst  (1 — ecosu)2  entwickelt  und  cos2u  =  1  —  sin2u 
setzt.  Führt  man  diese  Werte  in  (2)  eiu ,  so  kommt  nach  der  obigen 
Voraussetzung 


:hung  ist, 
t  — |—  t'  ==  a  1/  —  (u  —  e  sin  u). 


d  t  =  a  1/  r-  (1  —  e  cos  u)  d  u. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist,    wenn  man   mit  t'   die  Iutegra- 
tionskonstaute  bezeichnet 
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Für  u  =  0  ist  uach  (3)  r  =  a(l  —  e).  In  diesem  Falle  befindet 
sich  der  Planet  im  Peribel.  Somit  ist  für  u=0  auch  t  =  0.  Dies 
gibt  t'  =  0.     Die  vorstehende  Gleichuug  wird  daher 


(5) 


VI- 


Dies  ist  die  gesuchte  Gleichuug.  Für  irgeud  einen  Wert  vou  r 
kann  vermittelst  (3)  der  Winkel  u  und  somit  die  Zeit  t  berechnet 
werdeu.  Ueberhaupt  köuneu  vermittelst  der  zwei  Formeln  (3)  und  (5) 
je  zwei  der  Grössen  r,  u,  t  bestimmt  werdeu,  wenn  mau  die  dritte  kennt. 

Die  Zeit,  welche  ein  Planet  zu  eiuem  Umlauf  braucht,  sei  T. 
Lässt  mau  iu  (5)  den  Bogen  vou  a  =  0  bis  u  =  2  tt  wachsen,  so 
wächst  t  von  t  — 0  bis  t  =  T.  Für  eine  Umlaufszeit  wird  daher  die 
Formel  (5) 

Ti/k 


2  TT. 

a 
Setzt  man  hierin  den  Wert  von  k  aus  (l),  so  folgt 


4tt 


(G>  T"    f(M+„,r 

Somit  hangt  die  Umlaufszeit  T  eines  Plaueten  nur  von  der  gros- 
sen Achse  seiner  Bahn  und  von  der  Masse  der  Sonne  und  des  Plane- 
ten ab.  Würde  sich  ein  Körper  vou  der  gleichen  Masse  m  des  Plane- 
ten in  eiuem  Kreise  um  die  Sonne  bewegen ,  dessen  Radius  =  a  ist, 
so  hätte  er  gleiche  Umlaufszeit  mit  dem  Plaueten.  Und  da  die  Be- 
wegung jenes  Körpers  im  Kreise  gleichförmig  ist  (§  387),  so  ist  seine 
Geschwindigkeit  die  mittlere  vou  der  Geschwindigkeit  des   Planeten. 

Es  seien  T\  m',  a'  Umlaufszeit,  Masse  uud  halbe  grosse  Achse  der 
Baiin  irgend  eines  Planeten,  so  folgt  aus  (G) 

4  7r'2a'3 
f(M-f-m')  ' 
Dividiert  mau  Gleichuug  (6)  durch  die  letzte,  so  folgt 
_  T2   _  a3      M  +  m' 

{  }  T'2        a'3'  M  +  m  " 

Wenu  somit  m  =  m'  oder  wenn  m  und  m'  gegeu  M  vernachlässigt 
werden  köuueu,  so  verhalten  sich  die  Quadrate  der  Umlaufs- 
zeiteu  zweier  Planeten  wie  die  dritten  Potenzen  der  gros- 
sen Achsen  ihrer  Bahnen.  Keppler  hat  dieses  Gesetz  durch 
Beobachtung  gefunden,  wobei  er  allerdings  die  Massen  der  Planeten 
nicht  berücksichtigte.  Es  enthält  demnach  die  Formel  (7)  das  berich- 
tigte dritte  Keppler' sehe  Gesetz. 
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XIV.    Partielle  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung. 

391.  Art  der  Gleichungen.  Es  sei  die  Funktion  z  =  a  x2y3  gegebeu, 
worin  a  als  konstaut  zu  deukeu  ist.  Mau  differentiiere  zuerst  nach  x, 
dann  nach  y,  so  erhält  mau 

(1)  — —  ==2axy3;      - — =3ax2v. 

d  x  J  d  y 

Diese  Differential  Verhältnisse  heisst  mau  partielle  (§  28)  und  zwar 
der  ersten  Ordnnug. 

Hat  die  Funktion  nur  eine  unabhängig  Veränderliche,    z.  B.  x,  ist 

etwa   z  =  bx2,  so   wird  — —  =  2  b  x.     Allein   in  diesem  Falle  kann  — 
d  x  d  x 

kein  partielles  Differential  Verhältnis  seiu.  Man  erkennt  hieraus,  dass 
eine  Funktiou  nur  dann  partielle  Differentialverhältnisse  liefern  kann, 
wenn  sie  zwei  oder  mehr  unabhängig  Veränderliche  besitzt.  Eine 
Gleichung  mit  partiellen  Differentialverhältnissen  heisst  kurzweg  partielle 
Differentialgleichung.  Ist  z  eine  Funktion  von  x,  y,  so  wird  die  voll- 
ständige Gleichung  mit  partiellen  Differentialverhältnissen  die  Form 
haben 

J  dz      dzA       ~ 

(2)  f(X,y,z,~,Iy)  =  0. 

Fehlen  einzelue  der  Grössen  x,  y, ..  so  entstehen  spezielle  Fälle. 
Selbstverständlich    muss   iudessseu    wenigstens    eiues    der    Verhältnisse 

dzdz.  .  t         n   i  i  ii 

— — ,— —  dann  enthalten  sein.  Im  folgenden  sollen  nur  einige  der 
d  x     d  y 

einfachsten  Gleichungen  zur  Behandlung  kommen. 

392.  Gleichungen  mit  einem  partiellen  Differeutialverhaltnis. 

I.  Als  einfachste  Gleichung  sei  gegebeu 

t+\  dz 

worin  z  eine  Funktion  von  x  und  y  bezeichne.  Wäre  z  nur  eine  Funk- 
tion von  x,  so  erhielte  mau  durch  Integration 

z  =  a  x  -j-  c, 

die  Grösse  c  wäre  dann  die  Konstante  der  Integration.  Allein  im  vor- 
liegenden Fall  ersetzt  man  c  durch  eine  Grösse  <f(y),  welche  anzeigt, 
dass  z  nicht  nur  von  x,  sondern  iu  irgend  einer  Weise  auch  von  y 
abhängt.     Dadurch  erhält  man  als  Integral 

(2)  z  =  a  x  +  <f  (y) 

denn  diese  Gleichung  leistet  (1)  vollständig  Genüge,  weil  die  Differen- 
tiation von  (2)  nach  x  gerade  die  Gleichung  (i)  liefert. 

Um  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  eine  geometrische  Deutung  zu 
geben,   denke   man  sich   drei    zu   einander   rechtwinklige  Achsen    der 


—     502     — 

x,  y,  z,  die  erstem  zwei  etwa  horizontal,  die  letztere  also  vertikal. 
Alsdann  stellt  z  =  f  (x,  y)  allgemein  eine  Oberfläche  dar  und  es  sind 
x,  y,  z  die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  derselben.  Im  vorliegenden 
Falle  wird  z  =  f(x,  y)  ersetzt  durch  Gleichung  (2). 

Die  Form  der  Oberfläche  lässt  sich  wie  folgt  beurteilen:  Man 
setze  y  =  0  in  (2),  so  ist  <p  (0)  eine  Konstante,  also  (2)  die  Gleichung 
einer  Geraden ,  welche  in  der  x  z  Ebene  und  der  fraglichen  Oberfläche 
liegt.  Die  Kurve  wird  also  von  der  x  z  Ebene  längs  einer  Geraden  ge- 
schnitten.  Das  ist  aber  auch  der  Fall  mit  irgend  einer  Ebene,  welche 
zu  xz  parallel  liegt,  also  senkrecht  zur  y  Achse  steht,  sofern  überhaupt 
ein  Durchschneiden  vorkommt;  denn  setzt  man  y  =  l,2,  3, ..  in  (2), 
so  wird  (f  (y)  immer  konstant,  also  Gleichung  (2)  diejenige  einer  ge- 
raden Linie  sein.  Die  Oberfläche  ist  daher  cylindriseh;  ihre  Kauten 
bilden  nach  (l)  mit  der  xy  Ebene  einen  Winkel,  dessen  trigonome- 
trische Tangente  die  Grösse  a  ist. 

Setzt  man  x  =  0  in  (2) ,  so  wird  z  =  (f  (y)  zur  Gleichung  der 
Kurve,  längs  welcher  die  Cylinderfläche  von  der  y  z  Ebene  geschnitten 
wird.  Allein  diese  Kurve  ist  unbestimmt,  weil  es  auch  <p  (y)  ist. 
Daher  entsprechen  alle  denkbaren  Kurven  der  Aufgabe,  solange  nicht 
aus  irgend  welchen  anderweitigen  Daten  dieser  Schnitt  eine  bestimmte 
Form  erhält.  Würde  man  aber  verlangen,  er  solle  eine  Parabel  sein, 
deren  Achse,  mit  der  z  Achse  und  deren  Scheitel  mit  dem  Anfangspunkt 
zusammenfällt ,  so  würde  z  =  <f  (y)  übergehen  in  y2  =  2  p  z  und  es 
würden  dann  alle  Schnitte  parallel  zur  yz  Ebene,  kongruente  Parabeln 
werden. 

II.  Es  sei  zu  integrieren 

Man  betrachte  im  Ausdruck  rechts  nur  x  als  veränderlich,  so  er- 
hält man  durch  Integration 

(4)  ■      z  =  log(x  +  ray  +  x2+^(y), 

wo  die  Konstante  der  Integration  wie  in  (2)  durch  <f  (y)  bezeichnet 
ist.  Dass  Gleichung  (4)  das  Integral  von  (3)  ist,  ergibt  sich  sofort, 
wenn   von  (4)    das  partielle  Differential  in  Hinsicht  x  geuommen  wird. 

Gleichung  (4)  stellt  wieder  eine  Oberfläche  dar.  Um  eine  Vor- 
stellung von  der  Form  derselben  zu  erhalten,  lege  man  Ebenen  durch, 
senkrecht  zur  y  Achse,  in  bestimmten  Abständen  von  der  xz  Ebene; 
man  mache  z.  B.  y  =  0, 1,  2, . .  so  wird  die  Oberfläche  geschnitten  län£ 
Kurven,  für  welche  (3)  die  Steigung  angibt,  d.  h.  die  Neigung  zur 
Ebene  xy  und  zwar  mittels  der  trigonometrischen  Tangente  des  Winkels 
welchen  die  Bogeuelemente  mit  der  x  y  Ebene  bilden.  Für  y  =  0,  als 
für  die  Schnittkurve  in  der  Ebene  x  z  erhält  man  die  gleichzeitigen 
Werte 
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Ganz  ebenso  können  Ebenen  durch  die  Oberfläche  gelegt  werden, 
parallel  zu  der  y  z  Ebene  und  der  y  x  Ebene.  Mau  erkennt,  dass  der 
Aufgabe  wegen  der  Unbestimmtheit  vou  ff  (y)  unendlich  viele  Ober- 
flächen entsprechen. 

III.  Endlich  sei  zu  integrieren 

d  x 

so   erhält   mau   nach   dem    bisherigen  Verfahren,    indem    man    mit  dx 
multipliziert,  y  als  konstant  betrachtet  und  integriert 


=  Jf(x,y)dx-r-9>(y). 


V,Y\.  Gleichungen  mit  zwei  partiellen  Differentialverhältnissen.     Es 

sei  zu  integrieren 

(1)  M^  +  N^  =P, 

d  x  d  y 

wo  M,  N  uud  P  Fuuktioneu  vou  x,  y,  z  bezeichnen. 

Es   sei    z  =  f(x,  y)    das   gesuchte   Integral    vou  (1),    so    wird    das 
Differential  nach  §  258  davon  sein 

.H^-^-ds  +  i^dy, 


dz,       .    dz    , 
dx  '    dy 


oder 

einfacher 

(2) 

dz  =  - 

Mau 

eliminiere 

dz 

—. —  aus 

dy 

dz 

-1" 

aus  (1)  uud  (2),  so  kommt 
d  z  (ä  M  a 

-dTldx-irdy 

Nun  ist  in  dieser  Gleichung  der  Faktor  — —  unbestimmt;  also  kann 
sie  nur  bestehen,  wenn  gleichzeitig  sein  wird 

(3)  dz-|-dy  =  0;        dx--|-dy  =  0. 

Die  Aufgabe  besteht  daher  dariu,  diese  beiden  gleichseitigen  Glei- 
chungen  zu  integrieren  und  die  Resultate  zusammenzufassen. 

Wenn  M,  N,  P  nur  x  uud  y,  oder  auch  nur  eine  der  Variabein  ent- 
halten oder  wenn  sie  konstant  sind ,  entstehen  spezielle  Fälle.  Eiuige 
solche  sollen  im  Folgenden  zur  Behandlung  kommen. 

I.  Es  sei  P  =  0;  ferner  seien  M  uud  N  konstaut,  so  werden  die 
Differentialgleichungen  (3) 

dz  =  0;       dx=  — dy, 
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deren  Integrale  sind 

(4)  z  =  c;        x  =  ~y-fc'. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  stellt  eine  Ebene  A  dar,  welche  parallel 
zur  xy  Ebene  liegt;  die  zweite  eine  Gerade  B  in  dieser  Ebene,  welche 
mit  der  xz  Ebene  einen  konstanten  Winkel  bildet.  Da  nun  die  Grösse  c 
willkürlich  ist,  so  kann  mau  sich  denken,  sie  nehme  alle  möglichen 
Werte  an;  dann  schreitet  die  Ebene  A  fort  und  mit  ihr  die  Gerade  B. 
Bliebe  hierbei  c'  konstant,  so  beschriebe  B  eine  Ebene,  parallel  zur 
z  Achse  gelegen.  Allein  c'  ist  ebenso  willkürlich.  Lässt  man  daher  c' 
sich  ändern,  so  schreitet  B  in  der  Ebene  A  fort.  Während  dieser 
gleichzeitigen  Aenderuugen  beschreibt  die  Gerade  B  eine  konoidische 
Oberfläche.  Die  Krümmung  derselben  hängt  von  dem  jeweiligen  Ver- 
hältnis zwischen  c  und  c'  ab.  Das  Gesetz  der  Abhängigkeit  beider  sei 
dargestellt  durch  die  Gleichung 

(5)  c  =  y(c'). 

Setzt  man  nun  die  Werte  von  c  und  c'  aus  (4)  in  (5),  so  erhält 
man  als  gesuchtes  Integral 

(6)  z=y(x--|y 

Dass  diese  Gleichung  der  gegebenen 

/rr\  „  dz     .   _T  dz        „ 

(7)  M  i_N         =0 

d  x  d  y 

Genüge  leistet,  ergibt  sich  wie  folgt.     Die  partiellen  Differentialien  von 
(6)  sind 


.(         M    \         dz  MV         M    \ 


dz        __,/         M    \         dz 
dx 


Setzt  man  diese  Werte   in  (7)   und  dividiert  mit   </"''(  x v  y  J, 

so  wird  die  linke  Seite  =0,  wie  es  (7)  erfordert. 

II.  Es  seien  M,  N  und  P  konstant,  so  geben  die  Gleichungen  (3), 
indem  man  sie  integriert 

<*\  P       i  M       i     < 

(8)  z=Yy  +  c;       x=  N  y  +  c> 

Diese  Gleichungen  stellen  eine  gerade  Liuie  dar.     Man  denke  sich 

dieselben  auf  den  Koordinaten-Ebenen  projiziert,  so  entspricht  die  erste 

der  Gleichuugen  (8)  der  Projektion   auf  der  yz  Ebene,    die  zweite  der 

Projektion  auf  der  x  y  Ebene.     Nun  sind  c  und  c'  willkürliche  Grössen. 

Lässt  man  c  sich  ändern,  so  schreitet  die  Gerade  in  einer  Ebeue  fort, 

welche  parallel  zur  z  Achse  ist;  lässt  man  aber  nur  c'  sich  ändern,  so 

bewTegt  sich    die  Gerade   in  einer  Ebene,    parallel  zur  x  Achse  gelegen. 

Aendern  sich  c  und   c'  zugleich,  so  beschreibt  die  Gerade  eine  krumme 

P  M 

Fläche.     Da  aber  die  Grössen  —  und  -^=-  konstant  sind,   so   behalten 

N  N 


■/. 
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die  Projektionen  der  Geraden  zu  den  Achsen  eine  gleiche  Neigung. 
Die  krumme  Fläche  ist  daher  cylin drisch.  Die  Art  der  Krümmung 
hängt  vom  Zusammenhang  zwischen  c  und  c'  ab.  Es  sei  c  =  (f  (c')- 
Mau  setze  hier  die  Werte  vou  c  und  c'  aus  (8)  ein,  so  erhält  man  als 
Gleichung  der  Cylinderfläche 

P  /         M    \ 

¥y=^*— ¥y> 

Führt  mau  den  Wert  von  y  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (8) 
in  die  zweite  ein,  so  erhält  mau  statt  der  Gleichungen  (8)  auch 
folgende 

x  =  az-f-«;       y  =  bz-h^5 
worin  a  und  b  konstante  uud  a  und  ß  willkürliche  Grössen  bezeichnen; 
daher  wird  die  Gleichuug  der  Cylinderfläche 

x  —  az  =  (f  (y  —  bz). 

III.  Die  Gleichung  (1)  gehe  über  in 

dz    .       dz 
9)  x-r— 4-y-j— =  0, 

v  !  d  x    '   •    d  y 

es  seien  also  M  =  x,  N  =  y  und  P  =  0,  so  geben  die  Gleichuugen  (3) 

x 

d  z  =  0 ;       d  x  =  —  d  y. 

Dividiert  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  x  und  integriert 
sodann  beide,  so  kommt 

z  —  c ;       log  x  =  log  y  -f-  log  c', 
worin    c   und   logc'    die   Konstanten    der   Integration   bezeichnen.      Die 
letzte  Gleichung  gibt  log'   =  log  c',  woraus  folgt  —  =  c'.      Daher   er- 
hält man  folgende  gleichzeitige  Gleichungen 
(10)  z  =  c;        — ,=  c'. 

Da  auch  hier  c=^(c')  seiu  wird,  so  folgt  als  Integral  von  (9) 

(u)  — »(f) 

Die  Form  der  Oberfläche,  welche  (11)  darstellt,  kann  wieder  er- 
kannt   werden     aus     den   Gleichungen     (10).       Es    stellt    z  =  c    eine 

Ebene  dar,  parallel  zur  x  y  Ebene  uud  =  c'  eine  Gerade,    welche  in 

dieser  Ebene  liegt  und  die  z  Achse  schneidet.  Lässt  man  c  und  c'  sich 
ändern,  so  schreitet  die  Gerade  längs  der  z  Achse  fort  und  dreht  sich  um 
dieselbe.  Sie  beschreibt  eiue  konoidische  Fläche,  deren  Form  vou  dem 
Gesetze  c  =  <p  (c')  abhängt. 

IV.  Die  Gleichung  (1)  sei  in  einem  weiteren  speziellen  Falle 

dz  dz 

ydT-xdy=0' 
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so  wird  M-=y,  N=  —  x  und  P  =  0  seiu;  daher  werden  die  Gleichungen 

(3)  sein 

dz  =  0;       dx-f--?-dy  =  0. 

Mau  multipliziere  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  x,  so  gibt  die 
Integration 

(12)  z  =  c;       x2  +  y2  =  c' 

und  da  wieder  c=</>(c')  angenommen  werden  kann,  so  geben  die 
Werte  von  c  und  c'  aus  (12)  als  Integral 

z  =  y(x2  +  y2). 

Diese  Gleichung  gehört  einer  Rotationsfläche  an,  deren  Achse 
zusammenfällt  mit  der  z  Achse.  Die  erste  der  Gleichungen  (12)  stellt 
nämlich  eine  Ebene  dar,  senkrecht  zur  z  Achse  und  die  zweite  einen 
Kreis,  der  in  dieser  Ebene  liegt  und  desseu  Mittelpunkt  in  die  z  Achse 
fällt.  Rückt  die  Ebene  durch  Variation  von  c  fort  und  ändert  sich 
gleichzeitig  auch  der  Radius  ]/~c'  des  Kreises,  so  wird  die  Oberfläche 
beschrieben. 

V.  Endlich  sei  noch  zu  integrieren 

/  %   d  z     ,    ,         ,  .   d  z 

(13)  (x  -  a)  —  +  (y  -  b)  —  =  z  -  c, 

so  geben  die  Gleichungen  (3)  sofort 

dz         _djL_n.  dx  dy    _ 

z  —  c        y— b  x  —  a        y  —  b 

woraus  durch  Integration  folgt 

log  (z  —  c)  —  log  (y  —  b)  =  log  m ;       log  (x  —  a)  —  log  (y  —  b)  =  log  n, 
worin  logm  und  logn  die  Konstanten  der  Integration  darstellen.     Zieht 
man  links  die  Glieder  zusammen  und  geht  von  den  Logarithmen  zu  den 
Zahlen  über,  so  wird 

,     N  z  —  c  x  —  a 

(14)  u  =  m>  ~ T=n 

v     '  y  —  b  y  —  b 

und  da  m  =  (f  (n)  gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man,  wenn  die  Werte 
von  m  und  u  aus  (14)  iu  die  letzte  Relation  eingeführt  werden,  als 
Integral  von  (13) 

z  —  c /x  —  a\ 

f^b  ~  V  Vy^b/ 
Diese  Gleichung  stellt  eine  Kegel  fläche  dar.  Die  Gleichungen 
(14)  sind  vom  ersten  Grad;  sie  sind  die  Gleichungen  der  Projektion 
der  Kegelkaute  auf  den  Ebenen  yz  und  xy.  Diese  Kante  schreitet 
fort,  sowie  die  Grössen  m  uud  n  sich  ändern  und  beschreibt  die  Ober- 
fläche. Alle  Kauten,  wie  sie  auch  im  Räume  liegen  mögen,  schneiden 
sich  in  einem  Punkte,  desseu  Koordinaten  a, b, c  sind.  Um  dies  zu 
zeigen,  schreibe  man  die  Gleichungen  (14)  wie  folgt 

z  —  c  =  m(y  —  b);       x  —  a  =  m(y  —  b). 
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Nimmt  mau  min  y  =  b  au,  so  verschwinden  die  rechten  Seiten 
dieser  Gleichungen,  also  muss  auch  zugleich  x  ==  a  und  z  =  c  werden. 
Dieser  Punkt  ist  daher  die  Spitze  des  Kegels. 


XV.  Partielle  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung. 

394.  Form  der  Gleichungen.  Werden  die  in  §  391  unter  (1)  auf- 
geführten partiellen  Differentialverhältnisse  der  ersten  Ordnung  nochmals 
differeutiiert  und  zwar  zunächst  in  Hinsicht  x,  so  wird  sein 

d2z         o       3  (l2z  u  2 

— -5 -  =  2ayd;       — — - —  =  baxyz; 
dx-  dydx  J 

sodann  in  Hinsicht  y,  so  erhält  man 

d2z  „  d2z 

d  x  d  y  d  y2  J 

Es  entstehen  somit  aus  der  gegebeneu  Funktion  z  =  ax2y3  vier 
partielle  Differential  Verhältnisse ,  wovon  indessen  zwei  einander  gleich 
sind.      In  §  257   ist   iu    der  That   nachgewiesen,    dass   allgemein    sein 

muss 

d2z  d2z 

dxdy         dydx' 

Eine  partielle  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung,  entspre- 
chend einer  Funktion  mit  den  Variabein  x,  y,  z,  muss  mindestens  eines 
der  drei  partiellen  Differentialverhältnisse  der  zweiten  Ordnung  enthalten; 
es  können  in  ihr  aber  auch  neben  den  Variabein  x,  y,  z  auch  partielle 
Differentialverhältnisse  der  ersten  Orduuug  vorkommen.  Die  allgemeine 
Gleichung  hat  daher  die  Form 

ef  dz     dz     d2z        d2z       d2 


'  d  x  d  y  '  d  y  V  ~~ 


dx'  d  y '  dx2'  dxdy'  dy 

Auch  hier   sollen   nur   einige   der  einfachsten   speziellen  Fälle   be- 
handelt werden. 

395.  Gleichungen  mit  einem  partiellen  Differciitialverhiiltnis. 

I.  Es  sei  die  Gleichung  zu  integrieren 
d27 

Wäre  hierin  z  nur  eine  Funktion    von  x,    so  gäbe   die  Integration 
d  z 

— — ==c,  wo  c  die  willkürliche  Konstante  bezeichnet.     Da  aber  z  auch 
d  x 

von  y  abhängt,  so  nehme  man  (f  (y)  für  c  und  man  erhält  in  der  all- 
gemeinsten Weise  als  Integral  von  (1) 
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Wird  diese  Gleichung  in  Hinsicht  x  wieder  differentiiert,  so  ist 
d<jp(y)=0  "öd  man  erhält  die  ursprüngliche  Gleichung,  ein  Beweis, 
dass  (2)  der  Gleichung  (1)  Genüge  leistet. 

Wird  (2)  in  der  Form  d  z  =  (f  (y)  d  x  integriert,  indem  man  y  als 
konstant  ansieht,   so  erhält   mau  als  gesuchtes  Iutegral 

(3)  »  =  x»(y)  +  f(y), 

in  welchem  f(y)  die  neue  willkürliche  Konstante  bezeichnet. 

Gleichung  (3)  stellt  eine  Oberfläche  dar.  Man  lege  durch  sie  eine 
Ebene,  parallel  zur  Ebene  xz  iu  einem  bestimmten  Abstand  von  der 
letztem,  so  wird  y  konstant.  Man  bezeichne  uun  die  konstanten 
Grössen  <p(y)  und  f(y)  mit  a  und  b,  so  geht  (3)  über  in 

(4)  z  =  a  x  -|-  b. 

Der  Durchschnitt  jener  Ebene  mit  der  Oberfläche  ist  daher,  wie  (4) 
zeigt,  eine  gerade  Linie.  Dies  wird  der  Fall  sein  für  jeden  Wert,  von  y. 
Diese  Geradeu  schneiden  die  Ebene  y  z  iu  Punkten,  die  stetig  aufeinander 
folgen  können.  Sie  bilden  daher  eine  Kurve,  deren  Gleichung  erhalten 
wird,  wenn  mau  x  =  0  in  (3)  setzt.  Daher  ist  diese  Gleichuug 
z  =  f(y). 

Macht  man  z  =  0  in  (3),  so  ergibt  sich  als  Gleichung  der  Kurve, 
längs  welcher  die  Oberfläche  von  der  x  y  Ebene  geschnitten  wird 

X  =  _XM 


II.  Es  sei  gegeben 


d27 
|^=F(x,v). 


Man  multipliziere  mit  d  x,  betrachte  y  als  konstant  und  integriere, 
so  wird 

|^=jF(x,y)dx  +  ^(v). 

Dabei  vertritt  <p  (y)  die  Stelle  der  Integrations-Konstanten.      Wird 
mit  d  x  multipliziert,  so  erhält  man  das  gesuchte  Integral 

z=Jdx[jF(x,y)dx-L?(v)]+f(y), 

wobei  f(v)  die  nämliche  Bedeutung  hat  wie  oben  </>  (y). 

d2z 
Ganz  iu  gleicher  Weise  kann  2  =F(x,  y)  integriert  werden. 

III.   Die  Gleichung 

d2z 

integriere   man   zuerst    iu  Hinsicht   x   und   das   Resultat   in   Hinsicht  y 
oder  umgekehrt.     Zunächst  hat  man 

^  =  F(x,y)dx 
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uud  daher  durch  Integration,  indem  y  als  koustaut  angesehen  wird 
^-=/F(x,y)dx  +  9)(y). 

Multipliziert  man  mit  dy,  betrachtet  x  als  konstaut  uud  integriert, 
so  erhält  man  als  gesuchtes  Iutegral 

z=Jdy[F(x,y)dx4-y(y)l  +  f(x). 

Wenn  F(x,y)  =  c,  so  wird,  wenn      </>(y)dy  durch  F(y)  ersetzt  wird 

dz  =  [cx+9(y)]dy 

(5)  z  =  cxy  +  F(y)  +  f(x). 

Diese  Gleichung  (5)  stellt  wieder  eine  Oberfläche  dar.  Füry  =  0 
wird  die  Gleichung  der  Kurve,  längs  welcher  die  Ebeue  xz  von  ihr 
geschnitten  wird,  sein 

«  =  F(0)  +  f(x). 

Da  f(x)  willkürlich  ist,  so  siud  uuendlich  viele  solcher  Kurven 
möglich.  Nimmt  man  x  =  0  an,  so  euthält  Gleicliuug  (5)  alle  Puukte 
der  Oberfläche,  welche  der  Ebeue  y  z  augehören.  Diese  Punkte  liegeu 
in  einer  Kurve,  dereu  Gleicliuug  ist 

z  =  F(y)  +  f(0). 

Auch  hier  ist  F(y)  willkürlich;  es  können  also  unendlich  viele 
Kurven  dieser  Art  in  der  Ebene  yz  angenommen  werden.  Man  erkennt 
hieraus  die  Mannigfaltigkeit  der  Oberflächen,  welche  in  (5)  enthal- 
ten siud. 

:i%  Gleichung  mit  dem  ersten  und  zweiten  Oilferenfialverliältnis 
derselben  Variabelu.     Es  sei  zu  integrieren 

wo  P  und  Q  Funktionen  von  x  uud  y  sein  sollen.     Man  setze 

(2)  —  =  u,     also  —  =  d  u 
dy                             dy 

iu  Gleichung  (1),  so  geht  sie  über  in 

(3)  du  +  Pudy==Qdy. 

Diese  Gleicliuug  stimmt  der  Form  nach  überein  mit  der  iu  §  337 
behandelten.  Um  darin  die  Souderuug  der  Veränderlichen  durchzufüh- 
ren,  nehme  mau 

(4)  u  =  Y  t, 

wo  Y  und  t  zwei  veränderliche  Grössen  bezeichnen,  so  wird 

(5)  du  =  Ydt-j-tdY. 
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Führt  man  die  Werte  von  u  und  du  aus  (4)  und  (5)  in  (3),  so 
kommt 

Y(dt-fPtdy)-ftdY  =  Qdy. 

Man  wähle  nun  Y  so,  dass 

(6)  tdY  =  Qdy 
wird,  so  muss  auch  sein 

dt-f-  Ptdy  =  0. 

Allein  aus  dieser  Gleichung  folgt,  indem  man  mit  t  dividiert  und 
integriert 

(7)  logt=-  fPdy;     t  =  e~/pdy. 

Setzt  man  diesen  Wert  von  t  in  (6),  so  wird 

dY  =  Qdye/pdy. 
Mau  betrachte  x  als  konstant  und  integriere,  so  kommt 

(8)  Y=jQdye/pdy  +  9>(x). 

Können  die  in  (7)  und  (8)  angedeuteten  Integrationen  ausgeführt 
werdeu,  so  kann  auch  Y  als  bekannt  betrachtet  werden.  Mit  Hilfe 
von  (7)  und  (8)  gibt  daher  Gleichung  (4) 

u  =  Ye-'Pd>, 

und  da  nach  (2)  dz  =  udy,  so  wird  nunmehr 

dz  =  Ydye-/Pd> 

und  daher  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung 

z=  rYdye--'p<1>-  +  y(x). 

Es  seien  P  und  Q  konstant,  so  wird 

Jpdy  =  Py;     t  =  e-p>;     Y  =  ^  ep  ?-}- ?  (x). 

1 


=  -^[Qy-f/(x)-e-p^]  +  f(x). 


397.  Gleichung  mit  zwei  zweiten  Differeiitialverhältnissen.     Es   sei 

die  Gleichung  zu  integrieren 

(1)  d'z  ^ 

(1)  dx2_a    dy2" 

Man  nehme  an,  das  Integral  lasse  sich  darstellen  durch 

(2)  z  =  emx+"y, 

wo    ra  und   n    willkürliche   Konstante    bezeichnen.      Die    Differentiation 
von  (2)  gibt  folgende  partielle  Differentialverhältnisse 
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dx  dy 


d2z  2lllN+ll!      d2z 

dx2_m  "  '     dy2 


,2ftmx  +  ny_ 


d2z  d2z 

Setzt   mau   die    Werte  von  —r-^    uud         3    in  (1),  so  folgt 

(3)  m2  =  a2n2;     also     m  =  ^an. 

Es  besteht  also  zwischen  deu  willkürlichen  Konstanten  ein  be- 
bestimmter  durch  (3)  gegebeuer  Zusammenhang. 

Ersetzt  man  in  (2)  die  Grösse  m  durch  ^an,  so  erhält  man 
zwei  Werte  von  z,  die  mit  z'  uud  z"  bezeichnet  seieu;  daun  wird 

Z'  =en(y  +  ax);       z//==eu(y-ax)> 

Diese  Werte  sind  partikulare  Integrale  von  (1).  Also  wird  auch 
die  Summe  z'-j-z"  eiu  Iutegral  von  (1)  sein  uud  auch  dauu  noch, 
weuu  jeder  der  partikularen  Werte  mit  eiuer  Koustanteu  multipliziert 
wird.     Der  Wrert  von  z  ist  daher 

(4)  z  =  Ae"  G  -  +  as>  -j-  Be"(> ~ax\ 

wo  A  uud  B  die  neuen  Koustanteu  bezeichueu.  Nun  ist  aber  in  (4) 
die  Grösse  n  willkürlich  uud  eiuer  beliebigen  Ausdehnung  fähig.  Gibt 
mau  der  Grösse  n  eiue  Reihe  vou  Werten  u',  u", ..,  so  liefert  (4) 
ebeuso  viele  Iutegrale,  als  Werte  vou  u  angenommen  werden.  Die 
Summe  dieser  Iutegrale  entspricht  der  Gleichung  (1)  allgemeiner  als 
Gleichuug  (4).  Mau  erhält  daher  als  Ausdruck  für  das  allgemeine 
Integral. 

(5)  Z  =  VAen(y  +  ax)^2Bel,(y-ax)i 

Allein  das  erste  Glied  rechts  ist  eiue  Funktion  von  y-j-ax,  das 
zweite  vou  y  — ax.  Diese  Funktionen  seien  allgemein  bezeichnet  mit 
F (y  — |—  ax)  und  f  (y  —  ax).  Daher  kanu  (5)  auch  ausgedrückt  wer- 
den durch 

(6)  z  =  F(y  +  ax)+f(y-ax). 

Dass  dieser  Wert  von  z  das  Integral  ist  vou  (1),  zeigt  die  Probe. 
Die  partiellen  Differentialverhältuisse  von  (6)  sind  nämlich,  da  a  konstant 

_JL  =  a  F'  (y  -f  a  x)  —  a  f  (y  —  ax), 
^==F'(y  +  ax)  +  f'(y-ax), 

(7)  ^!|==a2F"(y  +  ax)-f-a2f/'(y-ax), 


dx2 
d^z 
dy5 


(«)  ^-|=F"(y  +  ax)+f'(y-ax). 
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Setzt   mau    die    Werte  von    -  ~2-   und  2    aus    (6)    und  (7)    in 


d2z  ,     d2 

—2-   und    —  , 
dxz  dy 

(1),  so  heben  sich   säiumtliche  Glieder  auf   und  es  leistet  das  Integral 

(6)  der  Gleichung  (1)  Genüge.      Diese    stellt   eine    krumme   Oberfläche 

dar,  deren    Form    abhäugt  von  dem    Gesetz,    dem    die    Funktionen    auf 

der  rechten  Seite  unterworfen  sind.     Das  Integral  (6)  kann   aber  auch 

noch  zu  andern  Zwecken  verwendet  werden,  wie  die  folgende  Aufgabe 

zeigeu  wird. 

398.  Schwingungen  einer  gespannten  Saite.  Eine  Saite,  au  beiden 
Enden  festgehalten,  werde  gespannt  und  hierauf  in  Bewegung  versetzt, 
so  dass  die  Schwerpunkte  ihrer  Querschnitte  in  einer  Ebene,  welche 
durch  die  festen  Endpunkte  geht,  hin-  und  herschwingen.  Mau  soll 
deren  Schwingungsdauer  bestimmen. 

Die  Saite  bildet  in   der    Schwiuguugsebeue    Kurven.      Mau    nehme 
die   Gerade,    welche    durch    die    Endpunkte    A   und   B   (Fig.   151)   der 
Saite  geht,    als  Abscissenachse    und  A  als    Anfangspunkt    au.       Es  sei 
AmB  eine  Kurve,  welche  die  Saite  bildet  zur  Zeit  t.     Ferner  seien 
x,  y  die  Koordinaten  eines  Kurveupuuktes  m, 
s  die  Bogenlänge  Am, 
P  die  Spannung  der  Saite  im   Punkte  m, 

p  das  Gewicht   der   Saite    per  Längeneinheit    und    1    die    Entfernung 
A  B  der  festen  Punkte. 

Man  lasse  x  übergehen  in  x-}-dx,  so  wird  y  zu  y  — (—  d y  und  s  zu 

s-j-ds.     Die  Spannung  P  liegt  in  der  Richtung  des  Bogeuelemeutes  ds. 

Nun  zerlege  man  P  in  zwei  Seitenkräfte,  die  eine  parallel,  die  audere 

„.  senkrecht   zu  AB.       Für   die   letztere   erhält 

Fig.  151.  , 

manP  — — .       Wenn   x  in  x-f-dx   übergeht, 


so  geht  P  P     über  in    P-^+dfp^A 
ds  ds     '      \    ds/ 

Also    wirken    an    den    Endpunkten    von    ds 

zwei  Kräfte,    senkrecht  zu  AB,    d.  h.    in  der  Richtung  der  Bewegung. 

Der  Unterschied    beider  Kräfte  ist  dfP-r^J.       Nun    kann   man 

der   Strecke   ds    die    Grösse     P    als    konstant    annehmen,    also    wird 

d  (  P  — =-  ]  =  P  — — .     Daher  wird  das  Bogeuelemeutds  in  dem  Augen- 

\     d  s  /  d  s 

blick,  da  die  Zeit  t  abgelaufen  ist,  in  der  Richtung  der  Bewegung  ge- 

d2v 
trieben    mit  der  Kraft  P     ,      .     Man  kann  annehmen,  diese  Kraft  bleibe 

ds 
während  des  nun  folgenden  Zeitelementes  d  t  konstant;  also  wird  während 
dieser  Zeit  eiue  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  entstehen  (§  151). 

Das  Gewicht  des  Bogeuelemeutes    ds   ist  pds.      Man   denke   sich 
nun  dieses  Element  sei  abgelöst    von  der  Saite   und   sei  nur  dem  Eiu- 

d2v 
fluss   der  Kraft  P  —~-   ausgesetzt,  es  bewege  sich  also  im  Räume  frei. 

ds 
Der  genannten  Kraft  entspreche  die  Beschleunigung  g',  dem  Gewichte  pds 
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die  Beschleunigung  g,  so  verhalten    sich    die  Beschleunigungen   wie  die 
Kräfte,  welche  sie  hervorbringen;  daher 

d2y 

s"-s=p^r:pds- 

Allein  nach  §  369  ist  die  Beschleunigung  in  der  Richtung  der 
Bewegung  auch 

,__  d2y 
g  "~    dt2  * 
Eliminiert  mau  g'  aus  den  beiden  Gleichungen,  so  kommt 

{1)  dt2        g  p     ds2' 

Nun  machen  wir  die  Voraussetzung,  die  Ablenkung  der  Kurve  von 
der  Geraden  AB  sei  so  klein,  dass  ds  mit  dx  vertauscht  werden  könne. 
Dann  kann  auch  die  Spauuuug  P  der  gauzeu  Länge  der  Saite  nach 
als  konstant  augeseheu  werden.     Mau  setze  zur  Abkürzung 


(2) 

P 

g7 

=  a2, 

so  geht 

Gleichung  (1) 

übei 

•  in 

d2y 
dt2 

:a2^- 
dx2 

Diese  Gleichung  stimmt  der  Form  nach  mit  derjenigen  überein, 
welche  in  §  397  integriert  ist.     Ihr  Integral  wird  daher  sein 

(3)  y  =  F(x  +  at)  +  f(x-at). 

Nun  nehmen  wir  an,  es  gelten   für  t  =  0  folgende   Gleichungen 

(4)  y  =  ?>(x), 

(5)  £-*«■ 

Gleichung  (4)  gibt  die  Form  der  Kurve  an  bei  Beginn  der  Bewegung 
und  (5)  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  x,y  zu  dieser  Zeit.  Setzt 
man  daher  t  =  0  in  (3),  so  erhält  mau  jenen  Wert  vou  y,  welcher  der 
Gleichung  (4)  entspricht;  mithin  wird  für  t  =  0 

(6)  P(x)  +  f(i)  =  9(x). 

Durch  Differentiation   der  Gleichung  (3)    in  Hiusicht  t  erhält  man 

-^L  =  a  F'  (x  +  a  t)  -  a  f  (x  -  a t). 

Setzt  man  hierin  t  =  0,  so  geht  dieser  Wert  vou  "  in  jenen 
der  Gleichung  (5)  über;  daher 

a[F'(x)-f'(x)]  =  */>(x). 

Auteuheimer,    Elemeutarbnch.  33 
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Nun  nehme  man  an,  es  sei  für  t  =  0  auch  die  Geschwindig- 
keit tf>  (x)  nach  (5)  gleich  Null,  so  gibt  die  letzte  Gleichung 

F'(x)-f'(x)  =  0. 

Das  Iutegral  dieser  Gleichung  ist 

(7)  F(x)  =  f(x)  +  C, 

wo  C  die  willkürliche  Konstante  bezeichnet.     Durch  Additiou  und  Sub- 
traktion von  (6)  und  (7)  kommt 

F(x)  =  |»(x)  +  |Ci    f(x)  =  -|y(x)-{c, 

also  auch,  wenn  x  ausgedehnt  wird 

F(x  +  at)  =  |9-'(x  +  at)+2C5    f  (x-at)  =  y9>  (x-  at)  -  \  C. 
Setzt  man  diese  Werte  in  (3),  so  folgt  als  Gleichung  der  Kurve 

(8)  y  =  |[^(x  +  at)  +  y(x-at)]. 

Für  t  =  0  geht  diese  Gleichung  über  in  y  =  <jp(x),  wie  es  nach 
(4)  sein  soll. 

Gleichung  (8)  gilt  für  alle  Kurvenpuukte,  also  auch  für  A  and  ß. 
Nun  ist  aber  für  A  sowohl  x=0  als  auch  y  =  0;  daher 

(9)  0  =  9(at)  +  g»(-at), 
und  für  den  Punkt  B  ist  x  =  l  und  y  =  0;  daher 

(10)  0  =  y(l  +  at)  +  9>(l-at). 

Um  diese  Gleichuugeu  richtig  aufzufassen,  denke  mau  sich  die 
Saite  über  die  Punkte  A  und  B  hinaus  geradlinig  verlängert  und  diese 
durch  feste  Punkte   A,  B,  C, . .  (Fig.   152)    so  gehalten,   dass   die   Saite 

in   eine    Anzahl    gleichlauger  Teile 
Fi?-  I52-  zerfällt.       Bei     dieser    Anordnung 

wird  sich  die  Bewegung  des  einen 
Saiteustückes  auch  auf  die  andern 
übertrageu,  so  dass  eine  wellenför- 
mige Kurve  entsteht.  Man  zeichne 
um  die  Punkte  A,B,C, ..  als  Mit- 
telpunkte Kreise  mit  dem  Halbmesser  at,  welche  die  Abscissenachse 
schneiden  in  b  und  c,  d  und  e,  f  und  g, . . 

Den  Punkten  c  und  b  entsprechen  die  Abscissen  at  und  — at 
und  die  Ordinaten  <f  (at)  und  <jp(—  at).  Diese  sind  einander  gleich 
und  entgegengesetzt  gerichtet,  denn  sie  heben  sich  nach  (9)  gegenseitig 
auf.  Da  A  B  =  1 ,  so  entsprechen  den  Puukteu  e  und  d  die  Abscissen 
Ae  =  l-|-at  und  Äd  =  l—  at,  also  auch  die  Ordinaten  <p(l-f-at) 
und  <f  (1  —  at).  Auch  diese  letztern  sind  gleich  und  entgegengesetzt, 
weil  sie  sich  nach  (10)  aufheben. 
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Da  AC  =  21,  so  wird  die  Abscisse  Ag  =  21-{-at  uucl  A*f=21 
—  at;  die  entsprechenden  Ordiuateu  geben  folgende  Gleicbung 

(11)  0=?(2l  +  at)4-9(2  1-at), 

welche  unmittelbar  aus  (8)  hervorgeht,  da  y  =  0  wird  für  den  Paukt  C, 
d.  h.  für  x  =  2l;  also  sind  nach  (11)  die  Ordiuaten  für  f  uud  g 
gleich  und  entgegengesetzt,  u.  s.  w. 

Noch  ergeben  sich  folgende  Relationen.  Man  ersetze  at  in  (10) 
durch  1  —  at,  so  erhält  man 

(12)  0=9(21  —  at)+y(at). 

Setzt  man  die  Werte  von  <jp(at)  aus  (9)  und  (12)  einander  gleich, 
so  wird 

(13)  ?(21  —  at)  =  5P(—  at). 

Ganz  ebenso  erhält  mau,  wenn  at  in  (10)  durch  1  -[- at  ersetzt  wird 
g>(21  +  at)  =  y(at). 

Iu  den  beiden  letzten  Gleichungen  weichen  die  Abscissen  der 
Kurvenpunkte,  welche  je  einer  Gleichung  angehören,  um  21  von  ein- 
ander ab.  Daher  sind  die  Ordiuateu  solcher  Punkte  einander  gleich 
uud  gleich  gelegen,  d.  h.  mit  gleichem  Vorzeichen  versehen. 

Einer  Grenzlage  der  Kurve  entspreche  die  Zeit  t  =  0.  Die  nächst- 
folgende gleiche  Grenzlage  werde  erreicht  in  der  Zeit  T,  so  ist  T  die 
Zeit  zu  einer  Hin-  und  Herschwiuguug.  Für  diese  beiden  Grenzlagen 
erhält  mau  daher  aus  (13) 

<p(21-aT)  =  ?(0). 

Diese  Gleichung  wird  erfüllt  für  21  —  aT  =  0,  woraus  folgt, 
wenn  a  durch  seinen  Wert  aus  (2)  ersetzt  wird 

1  _„,l/jL 

gP" 

Die  Schwiuguugszeit  hängt  also  ab  von  der  Länge ,  dem  Gewicht 
und  der  Spannung  der  Saite. 

399.    Wärmeleitung  in  einem  homogenen   prismatischen  Stabe.     Der 

Stab  befinde  sich  in  einem  gewissen  Zustand  der  Erwärmung;  hierauf 
werde  er  in  ein  Medium  versetzt,  worin  die  Temperatur  Null  herrsche; 
gleichzeitig  werde  dafür  gesorgt,  dass  die  beiden  Enden  des  Stabes 
sofort  die  Temperatur  Null  annehmen.  Von  nun  an  beginnt  der  Stab 
Wärme  an  das  Medium  abzugeben.  Man  soll  den  Wärmezustand  des 
Stabes  nach  einer  gegebenen  Zeit  bestimmen.     Es  sei 

q  der  Querschnitt  des  Stabes,  möglichst  klein  vorausgesetzt, 

u  der  Umfang  seiues  Querschnittes, 

x  die  Entfernung  eines  Querschnittes  von  dem  einen  Stabende, 

y  die  Temperatur  in  diesem  Querschnitt  nach  der  Zeit  t,  in  allen 
Punkten  des  Querschnittes  gleich  gross  vorausgesetzt, 

a  die  Länge  des  Stabes, 


ll/- 
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h,k  die  äussere  und  innere  Leitungsfähigkeit  der  Wärme,  also  z.B. 
h  die  Wärme,  welche  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Oberfläche  1 
aus  dem  Stabe  an  das  Medium  übergeht,  wenn  der  Unterschied 
der  Temperaturen  im  Stab  und  Medium  1°  beträgt, 

s  die  spezifische  Wärme  und 

p  das  Gewicht  der  Kubikeiuheit  des  Stabes. 

Man  lege  Querschnitte  durch  den  Stab  in  den  Abständen  x  —  dx,  x, 
x_|_(jx  uud  x-j~2dx  vom  Anfangspunkt  aus,  so  entstehen  drei  Volumen- 
elemente «,  ß,  y.  Die  Wärme  bewege  sich  in  der  Richtung  von  a 
nach  y,  so  nimmt  ß  Wärme  auf  von  a  und  gibt  solche  ab  an  y  und 
an  die  Umgebung.  Dieser  Wärmeaustausch  finde  nach  der  Zeit  t  statt 
und  dauere  während  des  Zeitelemeutes  d  t.  Nun  verliert  ß  mehr 
Wärme  als  es  bekommt;  der  Unterschied  wird  gleich  sein  der  Ab- 
nahme am  Wärmegehalt  des  Stabteilcheus. 

Das  Prisma  ß  hat  das  Volumen  qdx,  also  das  Gewicht  pqdx; 
es  enthält  daher  bei  der  Temperatur  y  die  Wärmemenge  spqdx-y. 
Nimmt  x  um  dx  zu,  so  ändert  sich  diese  Wärmemenge  um  ihr  Diffe- 
rential, also  um  spqdxdy. 

Von  a  erhält  ß   durch  innere   Leitung   in    der  Zeiteinheit  auf  die 

Stablänge  1  bei  1°  Temperaturdifferenz  eine  Wärmemenge  kq,   also  in 

der  Zeit  d  t  und  bei  der  Temperaturdifferenz  dy  die  Wärmemenge  kqdtdy 

dv 
und  bei  der  Länge  dx  die  Wärme  kq— "    dt.       Wenn    sich    x  um  dx 

ändert,    so  ändert   sich    auch   diese    Wärmemenge  um   ihr  Differential, 

d2v 
also   um  kq —  dt.     Hiervon  muss    nun    noch    abgezogen   werden  die 

dx 
Wärmemenge  h u d x y d t,  welche  die  Oberfläche  udx  des  Prismas  in  der 
Zeit  dt  verliert.     Daher  die  Gleichung 

d2y 
spqdxdy  =  kq    - ■--  d t  —  h u d  x y d t, 


oder 

auch 

dt 

k 

"  sp 

d2y 

hu 
spq 

y 

dx2 

Man  setze 

zur  Abkürzung 

(1) 

*- 

hu 
spq 

=  r, 

so  wird  die  vorstehende 

Gleichung  sein 

(2) 

dt 

d2y 

dx2 

•ry. 

Das  letzte  Glied  dieser   Gleichung   kann    nun    noch  beseitigt  wer- 
den, indem  man  setzt 

(3)  y  =  ve-rt. 
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Denn  die  Differentiation  von  (3)  gibt,  da  v  veränderlich  ist 

dv  _  dv    _  t  _rt       _dJL__^l_   -rt        d2y  d2v     _rt 

TT~  d7e      ~rve      5      dx~dxC      5      dx2  ~  dx2  e      * 

d  v       d -  v 
Führt  man  die  Werte  von   ~rr ,   -py   «ud  y  in  (2),  so  folgt  als 

vereinfachte  Differentialgleichung  der  Wärraebewegung 


d  v        .    d 


(4»  ^U=bdx- 

welche  nunmehr  integriert  werden  soll. 
Ein  Integral  dieser  Gleichung  ist 

(5)  v  =  Asinmx-e-bmn, 

worin  A  und  m  willkürliche  Konstante  bezeichnen.  Behufs  der  Veri- 
fikation differentiiere  mau  (5)  in  Hinsicht  x  ,  nachher  in  Hinsicht  t,  so 
kommt 

— —  =  m  A  cos  m  x  •  e~  b m2t :       -r^r  =  —  m2  A  sin  m  x  •  e_  l'  "'2 ' ; 
d  x  dx2 

dv 

— — -  =  —  b  m2  A  siu  m  x  •  e_bm2t . 
dt 

Setzt  man  diese  Werte  von   —  „-  und    —  —   in  (4),  so  werden  in 
dx-  dt 

der  That  beide  Seiten  gleich.      Es  ist  daher  (5)   ein    Integral    vou  (4). 

Nun  ist  zu  prüfen,  inwiefern  Gleichung  (5)  den  Bedingungen  ent- 
spricht, welche  gemäss  der  Aufgabe  gestellt  werden  müsseu. 

Die  erste  Bedingung  ist  die,  dass  die  Temperatur  an  den 
Enden  des  Stabes  gleich  Null  sein  müsse.  Für  x  =  0  und  x  =  a  muss 
also  y  in  (3)  und  somit  auch  v  in  (3)  und  (5)  zu  Null  werden.  Für  x  =  0 
wird  nun    v  in  (5)    ohne   Weiteres    zu  Null;    dagegen    für    x  =  a    nur, 

TT  7T 

wenn    m  =  —  oder  ein  Vielfaches  von        ist.      Nimmt   mau  die  will- 
a  a 

7T  TT  X 

kürliche   Grösse  m  =  —  an,  so  wird  sin  m  x  =  sin  — —  und  diese  Grösse 
a  a 

wird  =0  für  x  =  a.     Durch  diese  Modifikation  von  (5)  erhält  man 

7TX         -f-Vbt 

(6)  v  =  Asin~-e     V  a  J      . 

a 

Die  zweite  Bedingung,  welcher  das  Integral  (6)  entsprechen 
soll,  ist  die,  dass  dasselbe  den  ursprünglichen  Wärmezustand  des  Sta' 
bes  angibt  für  t  =  0.     Hierfür  wird  nun  (6)  zu 

(7)  v  =  A  sin , 
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woraus  man  Dach  (3)  schliesst,  dass  A  die  Anfaugstemperatur  an  jener  Stelle 

7T  X  1 

bezeichnet,  für  welche  sin      =1,    also  x==  — a   ist.       Von    da    aus 
a  2 

nimmt  vor-  und  rückwärts  die  Temperatur  ab  wie  der  Sinus  von   - — . 

a 
Somit  setzt  Gleichung  (6)  einen  ganz  speziellen  ursprünglichen  Wärme- 
zustand voraus.  Unter  unendlich  vielen  Wärmezuständen,  die  willkür- 
lich geschaffen  werden,  wird  sich  nur  einer  finden,  der  dem  Gesetze  (6) 
der  Wärmeverteilung  entspricht.  Es  kann  daher  das  Integral  (6)  nur 
ein  partikuläres  seiu. 

Um  das  allgemeine  Integral  zu  finden,  das  alle  denkbaren 
anfänglichen  Wärmezustände  in  sich  schliesst,  lasse  man  in  (5)  die 
Konstanten  A  und  m  sich  ändern.  Für  A  erhalte  man  der  Reihe  nach 
Ai,Ä2,A3,..  und  für  m,  gemäss  Formel  (6),  die  entsprechenden  Werte 

TT        2  7T        3  7T 

— , ,  , . .,  so  bekommt  mau  durch  Eiuführeu  dieser  Werte  in  (6) 

a       a        a  w 

ebenso  viele  partikuläre  Iutegrale,  deren  Summe 


IT  \ 


(8)  v  =  Ai  sin  — —  •  e        a  '        -j-  A2  sin 


"',..,  s«-^) 


bt 


/3  77\2bt 

+  A3  sin e     v  a   '       -{-.. 

a 

ebenfalls  ein  Integral  von  (4)  sein  wird.  Enthält  diese  Reihe  unend- 
lich viele  Glieder,  so  kann  ihr  Wert  als  das  allgemeine  Integral  auge- 
sehen werden.  Die  Reihe  (8)  konvergiert  rasch,  deuu  die  Expouential- 
grösse  mit  wachsendem,  negativem  Exponenten ,    nimmt  sehr  rasch  ab. 

Setzt  man  t=0  in  (8),  so  reduzieren  sich  die  Exponeutialgrös- 
sen  auf  1.  Der  dabei  entstehende  Wert  von  v  werde  mit  </>  (x)  be- 
zeichnet, so  erhält  man 

/«\  /    ^  .         •       *" x      l      »         ■       2  TT  X      ,      ,         .        3  7T  X      , 

(9)  <jP(x)  =  Aisin |-A2Sin —        -\- A3  sin—     --}-.. 

a  a  a 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Kurve  dar,  welche  die  Abscissenachse 
in  den  Punkten  x  =  Oundx  =  a  schneidet.  Speziellen  Werten  von  x, 
wie  xi,  X2, ..  entsprechen  die  Ordinalen  <f  (xi),  <f  (X2), . .  Diese  sind 
nichts  anderes  als  die  ursprünglichen  Temperaturen  des  Stabes  an  Stellen, 
welche  um  xi,X2,..  vom  Anfangspunkt  abstehen.  Sind  diese  Tempe- 
raturen gegeben ,  so  kann  die  Kurve  gezeichnet  werden  und  es  sind 
dann  die  Vorzahlen  Ai,A2,..  keine  willkürlichen  Grössen  mehr,  son- 
dern Ergebnisse  der  Rechuung. 

Man  stelle  sich  in  der  That  die  Aufgabe,  diese  Vorzahlen  zu  be- 
rechnen.  Zu  dem  Zwecke  teile  man  a  in  n  -\- 1  gleiche  Teile,  be- 
zeichne die  Abscisseu  der  aufeinander  folgenden  Teilpunkte  mit  xi, 
X2,..xu,  die  entsprechenden  Vorzahlen  mit  Ai,A2,..An,  so  liefert  (9) 
folgende  spezielle  Gleichungen 
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(f  (xi )  =  Ai  siu \-  A2  sin  — 

a  a  '  a 

,      ,           .         .      7TX2      ,      .         .     2  7TX2     |             ,      .         .       U  7T  X2 
V  (X2j  =  Al  SIU (- A2  SIU \- .  .  -f-  A„  SIU  —    , 


«,/    \       a      •    WXn    1    a      .   2irxn   1         1    .      .     n7rx„ 

tf>  (x„)  =  Ai  siu h  A2  sin \- . .  4-  A„  siu 

a       '  a  a 


Da  so  viele  Gleichungen  vorhanden  siud  als  uubekauute  Grössen 
Ai,A2,  ..,  so  könnten  diese  auf  gewöhnlichem  Wege  ermittelt  werden. 
Es  mag  dies  auch  für  eine  kleine  Anzahl  von  Unbekannten  gescheheu. 
Allein  hier  soll  folgender  Weg  eingeschlagen  werden. 

Ein  Glied  der  Reihe  (9)  sei  Ac  sin ,    wo  c  eine  gauze  Zahl 

a 

bezeichnet,   die  zwischen    0  und  u   liegt.      Man   multipliziere   die   vor- 
stehenden Gleichungen  mit   — p—   und  ausserdem  noch 

i-                  •*       •    C7rXl 
die  erste   mit     sin 


a  a 

die  zweite  mit  sin ,      die  letzte   mit  sin         — , 


und  addiere  sodaun  die  Gleichungen.  Mau  erhält  zunächst  als  Summe 
der  Glieder  links 

[~       ,      x     .      C7TX1      .  C7TX2       ,  ,  ,      x     .      C1TXn~l         a 

Up  (xi)sm—- \-(f>(x2)sm-         -f  . .  -f  <p  (x„)  sin  —  —TT« 

l_  a  a  a     _)  n  — j—  1 

Lässt  mau  hierin  n   unendlich  gross  werden,  so  wird  — j — ,    als 

unendlich  kleiner  Teil  der  Geraden  a,  zu  dx.  Die  Glieder  in  der 
Klammer  sind   Ordiuaten  einer  Kurve,    entsprechend  deu  Abscissen  xi, 

C  7T  X 

X2,..      t)er   Abscisse  x    gehört    die   Ordinate  <f  (x)  sin —  zu;     das 

Produkt  der  letztem  mit  dx  ist  ein  Element  der  Fläche,  welche  die 
Kurve  und  Abscissenachse  einschliessen.  Integriert  man  dieses  Flächen- 
element zwischen  deu  Grenzen  x=0  und  x  =  a,  so  erhält  man  die 
ganze  Fläche,  bezw.  die  Summe  der  Glieder  liuks  der  vorstehenden 
n  Gleichungen.     Diese  ist  daher 

(10)  /^(x)sin^dx. 

0 

e  TT  x 

Es  sei  AeSin —     -   irgend  ein  Glied  der  Reihe  (9),  so  stehen  im 

obigen  System  von  Gleichuugen  n  Glieder  vertikal  unter  einander  mit 
der  Vorzahl  Ae.     Diese  geben  die  Summe 
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f   .      C7TX1       .      e7TXl       ,        .      C7TX2       .       e  7T  X2       ,  1 

sin sin  — h  sin  —   —  sin  —       -  4- . .    — 

La  a  a  a  Jn 


+  1 
Es  liegt  also   wieder  eine   Quadratur    vor.      Der    allgemeine   Aus- 

C  7T  \  P  TT  \ 

druck  der  Ordinate  ist  Aesin        —sin —  — ;    daher    die  Fläche  zwi- 
a  a 

sehen  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  a 


(11)  Aefsin-- 


C7T  x     .     ctt  x    , 

sin d  x. 

a 
o 


Es  kommt  eine   Vertikalreihe    vor,   bei  welcher  c  und  e    überein- 
stimmen.    Lässt  man  für  diese  Reihe  e  in  c  übergehen,  so  erhält  man 

aus  (11) 


(12)  A.     Ui^-Ydi 


/(* 


Man  denke  sich   in   (11)    die  Grösse   c  und  e   verschieden.      Aen- 

dert  sich   danu,    wie  die   Integration  dies  voraussetzt,  die    Variable   x 

„..  ,  ,.     „  .,  .C7rx         .     .      eirx 

von  0  bis  a  ,  so   nehmen  die  Faktoren  sin und  sin  posi- 

a  a 

tive  und  negative  Vorzeichen  au,  dasselbe  wird  auch  der  Fall  sein  mit 

ihren  Produkten.     Eine  Zusammenstellung  zeigt,  dass  je  einem  positiven 

Produkt  ein  gleiches  negatives  entspricht,  so  dass  das  Integral  (11)  zu 

Null  wird.     Ein  Beweis    für  dieseu  Satz  kann    auch    wie    folgt  geführt 

werden.     Es  ist 


.     e  7T  x  1  f 

sin =  —    t 

a  2  L 


.     CTrx.e-Trx         1  f        (e  —  cWx  (e-r-cWx 

sin sin =  —  |  cos  -> '- cos 

a 


wie  sich  sofort  ergibt,  wenn  die  Cosinuswerte  rechts  nach  der  Formel 
cos(«=j=;^)  entwickelt  werden.     Daher  statt  des  Integrals  in  (11) 

1   C'\    T        (e  — c)ttx  (e  +  c)Tx"| 

(.13)  -j  dx^cos cos      ——  -J. 

0 

Allein  es  ist      cos —        dx  =  >—  sin —  — ;  folglich 
Ja  d7T  a 

b  t  x 


Jcos- 

0 

da  b  eine  ganze  Zahl   bezeichnet.      Daher  verschwinden    beide    Glieder 
im  Integral  (13);  also  ist  auch  das  Integral  (11)  gleich  Null. 

Somit  reduziert  sich  die  Summe  aller  Glieder  auf  der  rechten 
Seite  des  vorstehenden  Systems  von  Gleichungen  auf  das  Integral  (12). 
Nun  ist  nach  §  79 


/• 
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d  x  =  —  x  —  —  sin  2  x, 

2  4 


(*/  .      C  TT  X  \ 2   ,  a/"c7TX  1      .     2  C  7T  x\ 

J(™— )  d ,  _  _  ^__  -T«.— ) 

und  daher  das  Integral  der  letzten  Gleichung  für  die  angegebenen  Gren- 

a  a 

zen  =—  und  das  Integral  (12)  =  — Ac.     Setzt  man  diesen  Wert  dem 

2  2 

Integral  (10)  gleich,  so  folgt 

(14)  Ac  =  -  \(f  (x)  sin  —   —  dx. 

o 

Hiermit  ist  das  Bildungsgesetz  der  Vorzahlen  Ai,Ä2,..  gefunden. 
Dasselbe  ist  der  Art,  dass  es  noch  gültig  bleibt,  wenn  mau  für  x  eine 
neue  Veränderliche  einführt.  Diese  sei  z.  B.  z,  so  wird  das  allgemeine 
Glied  der  Reihe  (9)  sein 


-/*(■) 


2    .     cirx    Z1'    ,.    ,     cirz    , 
—  sin —        |  ff  (z)  sin —   — dz. 


Daher  kann  die  Summe  aller  Glieder  dieser  Reihe  dargestellt  wer- 
den durch 

,„„*  ,    x  2_.       CTTXf»8,..       C7T  Z      , 

(15)  y(x)  =  —  Ssiu-      -      y(z)sin—   —dz, 

a  a     t/  a 

o 

worin  c  von  1  bis  QO  auszudehnen  ist. 

Mit  Hilfe  des  Wertes  von  Ac  in  (14)  wird  nun  das  allgemeine 
Glied  der  Reihe  (8) 

2     .     cirx        ~(~<r)  bt  P8    ,  n    .     cirz    . 
—  sin  —   —  •  e     v  a  7         \  <p  (z)  sin  —  —  d  z. 
a  a  J      w  a 

o 

Summiert  man  die  Glieder  der  Reihe,  indem  man  das  Zeichen  2 
vor  das  allgemeine  Glied  setzt,  multipliziert  man  sodann  noch  nach 
Vorschrift  von  (3)  mit  e_rt,  so  kommt 


t*ß\  2      — 't-,     .       C7TX  VT/  Cnl\     ■       CTZ    J 

(16)     y  =  —  e         2 sin—        -e     v  a  y  y  (z)  sin -dz. 

a  a  Ja 

o 

Diese  Gleichung  gibt  die  Temperatur  y  des  Stabes  für  jeden  Wert 
von  x  und  nach  jeder  gegebeneu  Zeit,  so  unregelmässig  auch  die  Wärme 
im  Anfangszustand  verteilt  gewesen  sein  mag. 

Mit  wachsender  Zeit  nehmen  die  Glieder  der  Reihe  (8),  der  Ex- 
ponentialgrösse  wegen,  sehr  rasch  ab  und  reduzieren  sich  bald  auf  das 
erste  Glied.  Alsdann  fällt  das  Summenzeichen  2  aus  (16)  weg,  zu- 
gleich wird  c  =  1  und  die  Gleichung  geht  über  in 

Autenheimer,    Eleinentarbuch.  34 
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(17) 


2    .    irx 
—  sm  — 


/       .     7T2b\ 

V+nr) 


t  />a 
Jv(*) 


Welches  auch  der  Wert  von  (p  (z)  sein  mag,  so  ist  das  bestimmte  Inte- 
gral immer  eine  Konstante;  sie  sei  mit  B  bezeichnet,  so  wird  (17)  m 

.r('+^)' 


2B    .    irx 

sm- — 

a  a 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  im  Stab  vom  Anfangszustand  an  die 
Tendenz  herrscht,    eine   Wärmeverteilung   herbeizuführen,    welche  der 

Grösse  sin  — — ,  also  dem  Sinus  der  Bogen  des  Halbkreises ,  proportional 

ist.  Diese  Grösse  kam  aber  schon  im  partikulären  Integral  (7)  vor- 
also  wird  der  Zustand,  den  das  partikuläre  Integral  darstellt,  bald  er- 
reicht und  bis  zur  gänzlichen  Abkühlung  verbleiben. 

Man  denke  sich  die  Wärme  anfangs  ganz  regellos  verteilt,  z.  B. 
so,  dass  die  Temperatur  in  der  Mitte  des  Stabes  kleiner  ist  als  in  be- 
nachbarten Teilen  rechts  und  links,  so  wird  Wärme  von  beiden  Seiten 
her  nach  der  Mitte  sich  bewegen,  wie  nach  den  Enden  des  Stabes. 
In  einem  gewissen  Augenblick  hört  der  Zufluss  nach  der  Mitte  hin  auf, 
von  da  an  siukt  zu  beiden  Seiten  die  Temperatur  unter  jene  der  Mitte 
und  es  ist  nunmehr  jener  Zustand  nahezu  erreicht ,  der  durch  das 
partikuläre  Integral  ausgedrückt  wird. 
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